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Erster  Abschnitt 


Einleitung. 

§.  1.    Von  den  Functionen  im  Allg:emeinen« 

1)  Bezeichnen  x  und  y  irgend  zwei  noch  unbekannte  Grössen 
ond  ist  die  gegenseitige  Beziehung  derselben  durch  eine  Gleichung 
ausgedrückt,  welche  die  beiden  Unbekannten  enthält,  so  erkennt 
man  sofort,  dass  darin  jedem  beliebigen  Werthe  von  x  ein  oder  mehre 
bestimmte  Werthe  von  y  entsprechen  und  dass  sich  somit  unzählig 
viele  zusammengehörige  Werthe  von  x  und  y  angeben  lassen,  welche 
der  gegebenen  Gleichung  gentigen. 

Man  nennt  in  einem  solchen  Falle  die  beiden  Unbekannten  x  und 
y  die  Veränderlichen  und  insbesondere  diejenige,  welcher  man, 
wie  oben  X,  beliebige  Werthe  beilegt,  die  unabhängig  Veränder- 
liche, während  die  andere  y  in  Bezug  auf  dieselbe  alsdann  die  ab- 
hängig Veränderliche  heisst.  Zum  Unterschiede  von  den  Ver- 
änderlichen werden  alle  übrigen  Grössen,  welche  während  einer  und 
derselben  Untersuchung  ihre  Werthe  unverändert  beibehalten,  Un- 
veränderliche oder  Constante  genannt  und  gewöhnlich  durch 
G  bezeichnet. 

2)  Um  die  Beziehung  auszudrücken,  dass  derWerth  der  Veränder- 
liehen y  von  einer  anderen  x  abhängig  ist,  sagt  man,  es  sei  y  eine 
Function  von  x  und  deutet  diese  Abhängigkeit  an  durch  eine  der 
(        ^ungen : 

y^fipc);     y  =  F{x);      y  =  SP  (^)  etc. 

sagt  man  z.  B.  es  sei  der  Inhalt  eines  Kreises  oder  einer  Kugel 
c  Tiction  des  Halbmessers. 

imerkung.     Schreiben  wir  in  der  Folge  y^=J{x\  so  setzen  wir  Yoraus^dass 
.ndernng   ron  x  innerhalb  des  Intervalles  x  =-a  bis  x  =^=^b  eine  entsprechende 
derang  Ton  y  nach  sich  zieht.  .  Ist  daher  y  ^^  C  ^  so  kann  nicht  y  eine  Function 
X  sein. 
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3)  Enthält  eine  Gleichung  drei  Veränderliche  x,  y,  z  und  sieht 
man  darin  x  und  z  als  unabhängig  Veränderliche  an^  so  ist  y 
abhängig  von  ^undjsr.  Man  schreibt^  um  diese  Beziehung  anzudeuten, 

y  =/(^»  2:);  y=.F{x,  Z);  y=Kp{x,  z)    ctc. 

und  sagt  y  sei  eine  Function  zweier  Veränderlichen. 

So  ist  z.  B.  der  Inhalt  eines  Cylinders  eine  Function  voi^  Grund- 
fläche und  Höhe. 

Diese  Veränderlichen  können  natürlich  selbst  wieder  hinsichtlich 
anderer  Grössen  abhängig  oder  unabhängig  sein. 

Analog  kann  eine  Grösse  als  eine  Function  von  drei,  vier  oder 
mehr  abhängig  oder  unabhängig  Veränderlichen  auftreten. 

An  merk.  Ohne  der  Allgemeinheit  2a  schaden,  werden  wir  in  der  Folge  nur 
eindeutige  d.  h.  solche  Functionen  betrachten,  bei  welchen  einem  bestimmten 
Systeme  von  Werthen  der  unabhängig  Veränderlichen  im  Allgemeinen  nur.  ein  Werth 
der  abhängig  Veränderlichen  entspricht. 

Ist    z.   B.    y  =  («^a:     oder      z  =  (/a:^  +  y\    so    zerföUt   jene     Gleichung    in 

y  sss.  J^  -^x  und  y  ^=  —  "y-x^  ebenso  diese  in  «  =  +  y  x^  +  y'  ^"^^  «  =  —  J^^*  +  y*- 

§.  2.    Benennnnjr  der  Functionen. 

1)  Functionen,  in  welchen  die  Veränderlichen  unter  sich  oder 
mit  Constanten  nur  durch  die  vier  Grundoperationen  verbunden  sind, 
oder  als  Basis  von  Potenzen  mit  constanten  Exponenten  erscheinen, 
heissen  algebraische,  zum  Unterschiede  von  den  transcenden- 
ten,  zu  welchen  alle  übrigen  Functionen  gehören. 

So  sind  z.B.  a  —  hx;  ax^  —  Äa;*  +  c;       y  2ax  —  ic*   algebraische, 

a 

dagegen  sinx;  ig  {x  +  a);  log  x;  a^  transcendente  Functionen  vona:. 

2)  Eine  Function  heisst  rational  oder  irrational,  je  nachdem 
in  derselben  die  Veränderlichen  nur  mit  ganzen  oder  auch  mit  ge- 
brochenen Exponenten  erscheinen. 

3)  Ist  eine  Gleichung,  welche  die  Abhängigkeit  der  Veränder- 
lichen ausdrückt,  in  Bezug  auf  die  abhängig  Veränderliche  aufge- 
löst, so  heisst  diese  eine  entwickelte  oder  explicite,  im  anderen 
Falle  eine  unentwickelte  oder  im plicite Function  der  unabhängig 
Veränderlichen. 

So  ist  z.  B.  in  der  Gleichung 

y  =  ax^  —  bx^  +  c 
y  eine  entwickelte,  aber  in 

dx^  —  hxy^  -^  cy  —  d  ==  0 
eine  unentwickelte  Function  von  x.     Jener  Fall  ist  repräsentirt  durch 
die  Gleichung 

dieser  dagegen  durch 

/  (^,  y)  =  0. 
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^on  w,  also  y  =  ^{«)>  "  6'"^  Function  von 
t  man,  ^  sei  eine  Fnnction  von  einer 
les  an  dnrcb  das  Symbot 

nng 

■'■(»)  = ''[/Wl- 

ie  amgekehrte  Function  von/(x). 


y  =  SKHx; 

y  =  tgx 

arc  stny; 

OTctgy 

sind  von 

Fnnction  von  x  und  man  lässt  x  sich  am 
Q,  80  geht  die  Fnnction  tlber  in  /  (i  +  k). 
Inrch  die  Pnnction  erlitten  bat,  wird  hier- 

•{x  +  k)-f{x) (1) 

c)  =  t'!— 31+5, 

f  A)+5  =  a:*+2fe-t-A*  — 83T— 3A-t-5 

-f{x)  =  2hx  +  k^  —  SA. 

isolntwerth  des  Aiißdruekes  (1)  bei  der 

^  =  a  sowobt  für  ein  positives  als  ein 
ind  mebr  der  Nnll,  wenn  man  h  selbst  der 
agt  man  die  Function  /  {x)  sei  für  den  spe- 
g  oder  coDtinuirlicb;  andernfalls  wird 
;inairlichfUr diesen Wcrth von  x  genannt. 
Veränderlicbe  einer  Function  wird 

fe  als  stetig  angesehen. 

i8t/(a:)  illr  x  =  a  jedenfalls  nnstetig; 

(a  —  k)  nicht  unendlich  sind,  so  wird 

ein  beliebig  kleines  k. 

unstetig,  etwa  /(a  +  rf)  =  6,  /(a  — «) 
n  werdende  positive,  h  und  c  aber  beliebige 
nen  und  setzen  wir  die  Differenz  b  —  c  als 
i,  so  nimmt  derÄn8druck/{3r+A)  — /(a-) 

h  —  b  =  e  —  c=0,ft  —  c  und  c  —  i  an, 
imt  ist  und  zwei  Werthe,  nämlich  b  und  c 
m  /(a)  al8/(a  +  0)  oder  /"(a  —  0)  aufge- 

Werth  von  f{a-\-h)  dnrch  das  Zeichen 
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Ist  z.  B.  f{x)==x^  +  ^x  —  S, 

80  wird        f{x±h)—/{x)  =  ±'6hx^+Sh^x±h^±3h 
für  jeden  Werth  von  a?  Null,  wenn  ä  =3  0  wird.   Die  gegebene  Function 
ist  somit  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  d.  h,  für  alle  innerhalb   der  Grenzen 
—  00  und  +  00  liegenden  Werthe  von  x  stetig. 

1 

Ist  dagegen  /  {x)  =  arc  tg  — 3-0  1 

so  wird  /  (ic  +  Ä)  =  arc  tg  —  — ^//(^  —  A)  =  arctg 


also  für  X  =  2\ 

/(24-Ä)  =  arc  ig  i;  /(2  —  Ä)  =  arc  tg  j-ij 

und  man  erhalt  hiernach  für     h  ==  0 : 
/'(2  +  0)  =  a/x;  /^  oc  =  ^  und  /  (2  —  0)  =  arc  tg  (~  oc)  =  —  ^. 

Die  vorgelegte  Function  macht  somit  für  x  =  2  einen  Sprung  von       auf 

7t 

—  — ,  Ändert  sich  also  em  dieser  Stelle  plötzlich  um  n  und  ist  somit  d  i  s  - 
£1 

continuirlich. 

Ebenso  ist  /  (a-)  =  tg  x  discontinuirlich  für 

rc  =  +  ",       a;  =  +  —     etc. 

Die  Function  f  (a?)  =  ( —  a)^,  wo  a  positiv  ist,  hat  unendlich  viele 
unendlich  nahe  liegende  Unstetigkeitsstellen. 

11)  Die  in  der  Algebra  und  Trigonometrie  gebräuchlichen  Func- 
tionen sind,  wie  eine  leichte  Untersuchung  zeigt,  nur  für  specielle  Werthe 
der  unabhängig  Veränderlichen  unstetig  und  werden  daher  als  stetige 
Functionen  bezeichnet.  Findet  die  Stetigkeit  für  alle  Werthe  von  x  =  a 
bis  X  -=  b  statt,  so  sagt  man  /  (x)  sei  stetig  innerhalb  des  Intervalles 
X  =i  a  bis  X  =  b. 

12)  Ist  eine  Function  /{j)  innerhalb  des  Intervalles  x  =  a  bis 
j:  =  6  im  Allgemeinen  stetig,  tritt  aber  ftir  specielle  Werthe  innerhalb 
dieses  Intervalles  dadurch  eine  Unstetigkeit  ein,  dass  die  Function 
dafür  unendlich  wird,  so  wollen  wir  dieselbe  innerhalb  des  bezeich- 
neten Intervalles  ein  werth  ig  nennen. 

13)  Ist  M  =/  (x,  y,z^ , , .)  eine  Function  der  n  unabhängig  Ver- 
änderlichen x,ij,  z,  ...  und  x^  <^x  <iX;  y^^  <iy<C  Y\  z^  <iz  <iZ, 

SO  sagt  man  diese  Function  sei  innerhalb  der  bezeichneten  Grenz- 
continuirlich,  wenn,  nachdem  die  Werthe  von  n  —  1  Veränderlich« 
bestimmt  sind,  fix,  yy  z, ,  .  .)  eine  stetige  Function  der  noch  übrige 
nten  Variabein  ist. 

Die  Bedeutung  einer  einwerthigen  Function  von  mehren  Verändej 
liehen  innerhalb  gewisser  Grenzen  ist  nach  12.  für  sich  klar. 
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§.  3.    Graphische  Darstellung  einer  Fonetion. 

1)  Das  geeignetste  Mittel  die  aufeinander  folgenden  Werthe, 
welche  eine  Function  t/=f(x)  der  Reihe  nach  annimmt,  wenn 
man  der  unabhängig  Veränderlichen  x  saccessiv  ajlc  Werthe  bei- 
legt, anschaulich  zu  machen,  besteht  darin,  dass  man  zwei  recht- 
winklige Coordinatenachsen  annimmt,  von  deren  Anfangspunkt  aus 
die  betreffenden  Werthe  von  x  alsAbscissen  und  die  zugehörigen 
Werthe  von  y  als  entsprechende  Ordinaten  aufträgt.  Die  Endpunctc 
der  Ordinaten  bestimmen  alsdann  eine  Curve,  deren  Form  die  succes- 
sive  Werthveränderung  der  abhängig  Veränderlichen  t/  veranschaulicht. 

Besteht  die  Curve  aus  mehren  Aesten,  so  ist  jeder  derselben  beson- 
ders zu  betrachten. 

2)  Ist  die  Function  f{x)  von  x  =  a  bis  x  ^^  b  reell  und  stetig, 
so  werden  für  unendlich  kleine  h  und  k  die  Endpunkte  der  beiden 
Ordinaten,  welche  den  Abscissen  x  —  h  und  x -{- k  entsprechen, 
anendlich  nahe  zusammen  fallen  und  die  Curve  geht  daher  in  einem 
eontinuirlichen  Zuge  von  A  nach  D,    Umgekehrt  folgt  hieraus : 

Geht  die  Curve  in  einem  ununterbrochenen  Zuge,  der  aber  in  keiner 
endlichen  Strecke  eine  zur  Ordinatcnachse  parallele  Gerade  darstellt, 
von  A  nach  B,  so  ist  die  Ordinate  /  (x)  reell  und  stetig  von  x  =  a  bis 
X  =  6,  erleidet  der  Curvenzug  aber  innerhalb  dieser  Punkte  ein  oder 
mehre  Unterbrechungen,  so  ist  die  Ordinate  an  den  betreffenden  Stellen 
imaginär,  oder  discontinuirlich. 

3)  Aendert  eine  stetige  Function  innerhalb  der  Grenzen  x  =  a 
his  X  ^=  b  ihr  Zeichen ,  so  muss  sie  für  einen  gewissen  Werth  von  x^ 
der  zwischen  a  und  fliegt,  Null  sein.  Denn  alle  Punkte  der  die 
Function  innerhalb  dieser  Grenzen  repräsentirenden  Curve  liegen  offen- 
bar zwischen  den  unendlich  gedachten  Grenzordinaten,  und  da  wegen 
der  Stetigkeit  die  Curve  an  irgend  einer  Stelle  zwischen  x  =  a  und 
X  =  b  die  Abscissenachse  durchschneiden  muss ,  so  liegt  auch  diese 
Ucbergangsstelle,  für  welche  aber  /  (x)  =  0  ist,  zwischen  jenen  Ordi- 
naten oder  auf  der  Strecke  b  —  a. 

4)  Ist  K  =  f(k)  der  kleinste,  G  =f{g)  der  grösste  Werth,  den 
eine  stetige  Function  /  (x)  zwischen  x  =  a  und  x  =  b  annehmen 

_  und  ist  K  <C  M'<C  G,  so  wird  /  {x)  ftlr  einen  bestimmten  Werth 

X  =  7w,  der  zwischen  a  und  b  liegt,  gleich  M.    Denn  da  die  stetige 

"•%n  f{x)  —  M  für  rr  «=  fc  in  f  {k)  —  M  =  K  —  M,  für  x  =  g 

_    n  /(^)  —  M=  G  —  M  übergeht,  im  ersten  Falle  also  negativ, 

zweiten  positiv  wird ,  so  muss  nach  3.  tTir  einen  zwischen  k  und  g 

-**nden  Werth  m  der  Ausdruck  / {m)  —  M=  0  oder  / (?/?)  =  M 
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5)  Ist  für  irgend  einen  Wertli  von  a;  =  a  die  Function  unstetig, 
so  erleidet  der  Zug  der  beti'eflfenden  Curve  an  der  entsprechenden  Stelle 
eine  Unterbrechnng,  indem  daselbst  die  Ordinate  plötzlich  einen  Sprung 
macht,  so  dass  nun  die  Endpunkte  derOrdinaten  /  (a—  ä)  und  /  (a  +  fc) 
für  unendlich  kleine  positive  h  und  fc  nicht  mehr  einander  unendlich 
nahe  kommen. 

6)  Die  folgenden  Betrachtungen  setzen,  wenn  nicht  ausdrücklich 
das  Gegentheil  bemerkt  ist,  nur  solche  Functionen  voraus,  welche 
entweder  im  ganzen  Verlaufe  stetig,  oder  wenigstens  einwerthig  sind. 

7)  Analog,  wie  oben  mittelst  rechtwinkliger  Coordinaten  gezeigt 
wurde,  lässt  sich  der  Gang  einer  Function  auch  mittelst  Polarcoordina- 
t  e  n  oder  irgend  eines  anderen  Coordinatensy stems  graphisch  darstellen. 

8)  Um  in  entsprechender  Weise  eine  Function  von  zwei  unab- 
hängig Veränderlichen  z  =f{xy  y)  graphisch  zu  versinnlichen,  nehme 
man  drei  zu  einander  rechtwinklige  Coordinatenachsen  und  betrachte 
z  als  die  zur  -iTFEbene  im  Punkte  .r,  y  senkrechte  Ordinate.  Auch  hier 
könnte  man  wieder  jedes  andere  Cpordinatensystem  zu  Grunde  legen, 

§.  4.    Grenzwerthe  einer  Function. 

1)  Nähert  sich  eine  Function  bei  einer  fortgesetzten  Ab-  oder  Zu- 
nahme der  betreffenden  unabhängig  Veränderlichen  inuner  mehr  und 
mehr  einem  bestimmten  Werthe,  so  heisst  dieser  Werth  die  Grenze 
(bezeichnet  durch  Um)  der  entsprechenden  Function. 

jSo  ist  z.  B.  lim =  1 

a  —  X 

für  unendlich  klein  werdende  x,  dagegen 

lim  \a  -{•  —\  =  a 

für  unendlich  gross  werdende  x.     Ebenso  ist  der  Kreis  die  Grenze  des 
eingeschriebenen  necks,  wenn  man  n  ohne  Ende  zunehmen  lässt  u.  s.  w. 

Sind  P,  Q,  JB, . . .  Functionen  von  x^  welche  sich  flir  lim  x  =  w^ 

wo  w  irgend  einen  bestimmten  Grenzwerth  bedeutet,  bezüglich  den 

endlichen  Grenzen  p^q^r,  ...  nähern,  und  sind  a^ß^y^  ...  Werthe, 

welche  mit  x — w  gleichzeitig  sich  der  Null  nähern,  so  kann  man  setzen : 

P=p  +  «/  Q  =  ^  +  /^;         Ä  =  r  +  y;... 

wo  also         p  =  lim  P;         q  =  lim  Q;       r  ==  lim  R;  .  .  . 

Hieraus  folgt  unmittelbar : 

P±a±R±...=p±q±r±...  +  (a±ß±Y±...) 
oder  Zim  (P  +  Q  +  jR  +  ...)=  jo  +  g  +  r  +  ..  . 

=  lim  P  +  Um  Q  +  ftm  JB  +  .  .  . 

Damit  diese,  so  wie  die  nachfolgenden  Gleichungen  allgemeit 
Giltigkeit  haben,  muss  man  unter  der  Grenze  einer  Con stauten  \ 
diese  Constante  selbst  verstehen,  also  Um  (7=  C  setzen  und  umgekehrt 


Inderliche  n  beständig  und  bleibt  dieselbe 
eine  endliche  Grösse  g,  bo  nähert  sich  die- 
ndlichen  Grenze.  Denn  ist  toi  {g  —  y)  =a, 
=  lm(g  —  a  —  y)  =  0,m  mUBS  y  sich  der 
in'ß  Unendliche  nähern, 
ion  der  Gleichangen 
I  +  a  und  Cl  =  q  +  ß 
erhält  man 

PQ.  =  pq  +  qa^-pß+aß. 
Da  nun  die  Summe  q  a-\- p  ß  -\-  a  ß,  weil  p  und  q  endlich, 
mit  x  —  w  zugleich  unendlich  klein  wird,  so  folgt 

lim  {PQ)  =pg=^BnP.lim  Q, 
woraus  sich  unmittelbar  ergibt : 

äm{CP)  =  /m  C.UmP=  CUmP. 

4)  Durch  Division  der  Gleichungen 

/>  =  p  +  K  und  G  =  3  + /? 
Folgt: 

p  ^  ^_+:_?  ^p,2"^P(* 

ä         q  +  ß         q  qiß  +  q)' 

Bei  unendlicher  Abnahme  von  x  —  w  nähert  sich  aber  der  Zähler 
j  a  —  p  ß  der  Null,  der  Nenner  q(ß  +  <i)  dem  Werthe  g-^  und  es  ist 
somit 

P  _  P  „^^ 
,         Q,        q        Uta  Q,' 

5)  Nach  3  ist 

limP'  =^lim{P.P.P P) 

=  ImP  .  lim  P  .  lim  P  .  .  .  .  lim  P 
=  (Im  P)- 

6)  Setzt  man 

i«  =  (p  4-  «)'+"=  (p  +  «)»  (P  +  «)P 
and  bertlcksichtigt,  dass  wenn  a:  —  «>  unendlich  klein  wird,  sich  (?+«)' 
und  Co  +  «)"  bezüglich  p«  nnd  der  Einheit  nähern,  so  folgt: 

»»raus  unmittelbar 

■     lim  (pC)  =  (lim  Py. 

Aus      log  P  =  log  {ji  +  a)  =  log  p  -^  log  n  -\-  ~\ 

sich  sofort 


g  P)  =  log  p  =  hg  {&n  Fi. 
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« 

8)  Ist  Um      =0,  wo  a  eine  endliche  Zahl  bezeichnet ,  so  sagt 

a 

man,  es  sei  x  unendlich  klein  in  Bezug  auf  a. 

Ist  Um  a  =  0 ,  imi  ß  =  0,  Um  ~  =  Je,  wo  k  einen  von  Null  ver- 

a 

schiedenen  Grenzwerth  bedeutet,  so  sagt  man,  a  und  /?  seien  unend- 
lich klein  von  derselben  Ordnung.    Setzt  man  nun 

WO  €  eine  mit  «  gleichzeitig  sich  der  Null  nähernde  Grösse  bezeichnet, 
so  ergibt  sich: 

/^  —  «  {k  +  e) 

als  allgemeiner  Ausdruck  für  eine  unendlich  kleine  Grösse  derselben 
Ordnung. 

Ist  allgemein  Um    „  =  ^ 

also  ^^^  =  k  +  €,      /?  =  ««(Ä;  +  6), 

SO  sagt  man  ß  sei  unendlich  klein  von  der  nten  Ordnung  und  erhält  in  vor- 
stehender Gleichung  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  eine  solche  Grösse. 

Sehen  wir  z.  B.  den  Bogen  x  als  unendlich  klein  von  der  ersten  Ord- 
nung  an ,     so    wird   sin    x   von  derselben  Ordnung ,    dagegen  1  —  cos  a: 

X 

=  2  8171^   -  unendlich  klein  von  der  zweiten  und  x —  sin  x  von  der  drit- 
2 

ten  Ordnung.*) 

9)  Ist  Um  -^^  =  1 ;  Im  ^^  =  1 

so  ist  Um  J  ==  Um  -_. 

P\  P 

Denn  setzt  man  -^  =  i  -]-  6,  ^  =  l  +  e,  wo  6  und  c  unendlich 

«  p 


klein  sind,  so  folgt: 


a,         a   1  +  J 


und  hiernach        lim  _'  =  Im  „  .  lim =  Ihn  ^. 

ßi  ß  1  + «  ß 

10)  Nach  9.  ist  ..^g  21  =  ««,«, 

cc       ~'''  ß        ~* 

woraus  henorgeht ,  dass  «,  —  a  unendlich  klein  ist  im  V'^erhältnis' 
zu    «  und  ebenso  ß^  —  ß  im  Verhältniss  zu  ß.      Es  bleibt  hiei 

*)  Vergl.  mein  Lehrbuch  der  aphSr.  Trig.  §.  68. 
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nach  lifti    ■  ungeäüdert ,  wenn-  man  a  und  ß  um  Grössen ,  die  in  Be- 

zug  auf  a  und  ß  selbst  unendlich  klein  sind,  vermehrt  oder  vermindert. 

11)  Bezeichnen  A,  By  C, Z,  sowie  ^Werthe,  welche  sämmt- 

lich  von  Null  verschieden  sind,  ferner  «,  /?,  y,  ..,  A  ganze  positive 
Zahlen,  wo  a</^<y....<A,  so  kann  h  stets  so  klein  gewählt 
werden ,  dass 

•  [Ah^  +  Bk-f  _[_  C^y  +  .  .  .  +  L,h^\  <  [^] 
wo  wir  allgemein  durch  [JC]  den  Absolutwerth  des  innerhalb  der 
Klammem  stehenden  Werthes  X  bezeichnen. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  können  wir  h  •<  1  und  positiv  vor- 
aussetzen; denn  ist  h  negativ,  so  kann  man  sich  das  Zeichen  mit  den 
Coefficienten  vereinigt  vorstellen.  Bezeichnet  nun  [G]  den  Absohit- 
werth  des  grössten  der  Coefficienten  A^  B,  .  . ,  L,  ferner  [R]  den  Ab- 
solutwerth von  Ah"  +  Bh^  +  .  .  .  +  LÄ^,  so  ist 

[G]  (A«  +  hf^  +  hr  +  '  >  .  +h^)  >  [R] 
also,  wenn  n  die  Anzahl  der  Exponenten  a,  /9, .  . .  Ä  bedeutet, 

[G]  (A«  +  A"  +  *  +  A"-*-*  +  .  .  .  +  Ä«+«-0  >  [R\ 

Oder  [G]      i^,-  =  i^,-V=IT->f^] 

Da  nun  A  <<  1  und  a  und  n  positive  Zahlen  sind,  so  ist 


[Gl /*«+*»        [öl  A« 


folglich  um  so  mehr 


'°j '">[*] 


1   —  Ä 


Oder  da  [öJ_i>[Ol^" 

1  —  h       1  —  h 

auch  J^jA  >  [ß] 


Nimmt  man  nun 


w>fü: («> 

so  folgt  [-RJ  <  W (6). 

Ans  (a)  ergibt  sich  aber 

{[JC]+[G])h<[Ä] 

*  <  [jr]  +  [GJ 

itspricht  somit  A,  positiv  oder  negativ  genommen,  dieser  Be- 
■•ng,  so  ist  (b)  erfüllt. 

2)  Aus  1 1 .  jfiiesst  unmittelbar  für  ein  positives  r  und  ein  hin- 
«^nd  kleines  A  die  Ungleichung 


12  Erster  Abschnitt. 

[i4A«+''  +  Bh?-^""  +  . . .  +  Lh^-^'']  <  [Xhr] 

oder 

[^«1  +  j5ÄA  4- .  .  .  +  ^Ä^-^]  <  [^h^-] 
wo  r  <  öfj  <  /^^  <  .  • . .  <C  ^1  lauter  positive  ganze  Zahlen  bedeuten. 

13)  Hieraas  ergibt  sich  weiter,  dass  man  in  der  Reihe 

^Ä«  +  Bh^  -{-  ChY  + +  Lh^, 

wo  a<C/^<y<...<^  und  ganze  positive  Zahlen  sind,  stets  h  so 
klein  wählen  kann,  dass 

[Ah^]  >  \Bhß  4-  G^y  +  .  .  .  +  Lh^], 
also  das  Zeichen  der  ganzen  Reihe  mit  dem  des  ersten  Gliedes  tiber- 
einstimmt. 

14)  Nehmen  wir  in  11.  [X]  ==  rf,  wo  6  positiv  und  beliebig  klein, 
so  ist  fUr  ein  hinreichend  kleines  h 

[Ah^  ■]-  Bhß+ +  Lk^]  <  d 

und  es  kann  somit  der  Absolutwerth  von  ^ä«  +  B¥  +  . . .  +  M  ^ 
so  klein  gemacht  werden,  als  man  nur  will. 

Ist  Ahf^  +  Bh^  +  .  .  .  +  Lh^  positiv,  so  folgt 

^«  +  ^Ä/'  4-  .  .  .  -f  Lh^  <S 
und  wenn  jenes  Aggregat  negativ  ist,  so  kann  man  nach  13.  h  so 
klein  wählen,  dass 

[Ah<']  >  [Bhß  +  Chr  +  .  ,  .  +  Lh^l 

Nimmt  man  nach  11.  zugleich      h  <  ^       .    . , 

so  ist,  h  mag  positiv  oder  negativ  sein, 

[Ah^  +  Bhß  +  .  .  .-+-  Lh^]  <  rf. 
Ist  daher  a  ungerade,  so  kann  man  durch  entsprechende  Wahl 
des  Zeichens  von  h  stets  Ah"  4-  Bh^  4-  •  . .  4-  Lh^  positiv 
und 

Ah^'  +  BhP  +  ,  .  .+Lh^<S (c) 

machen.  Für  ein  gerades  a  kann  man  den  Zeichenwechsel  des 
Aggregats  in  der  angegebenen  Weise  nicht  erzielen ;  allein  da  das 
Positive  stets  grösser  ist  als  das  Negative,  so  kann  auch  in  diesem 
Falle  immer  die  Ungleichung  (c)  hervorgebracht  werden. 

§.  5.    Beispiele  Aber  Grenzbestimmnng^eii. 

1)  Limll  4-       flir  ein  unendlich  grosswerdendes  w  zu  bestimmcL 

Auflösung.  Nach  dem  binomischen  Satze  ist  tlir  ganze  positi^ 
a  und  ß: 
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1 


,    ^  aj  ^^1.2^  1.2.8  ^• 

Setzen  wir  nun  /?  >  «  voraus ,  so  hat  die  erste  dieser  Entwicke- 
Inngen  offenbar  mehr  Glieder  als  die  zweite  und,  da  beide  die  zwei 
ersten  Glieder  gemeinschaftlich  haben,  aber 

11  2^2  83 

/?*^  a'         /S'^  a'         /?>«••■ 

also   i_i>l_-,     i_>i_^,    i_^>i_^.... 

p  u  p  a  p  a 

80  ergibt  sich  hieraus  unmittelbar,  dasß 

(-;r>(-:r 

also     1  +  M  mit  wachsendem    n    selbst  wächst.    Nun  ist  feraer, 
wenn  k  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet, 

^  ak]  ^  iL-  ^      1.2     fc*  ^  1.2.3  ifc»  ^  •  •  • 

+ 


;('-:)(-^)(-:)si 


8Jt4 

1 

;■  H-  if*  <  (i^-;r 

'ese  Ungleichheit  besteht  aber  auch  dann  noch,  wenn  der  Expo- 
ses Ausdrucks  der  linken  Seite  nicht  durch  h  theilbar  ist.  Denn 
ihnet  r  <^k  eine  beliebige  positive  Zahl,  so  ist  nach  Obigem 


14  Erster  Abschnitt. 


oder  wenn  man  ah  —  r  =  n  setzt, 

nl  ^  m 


1  +  ^i<  i:.:  i-i) 


Nimmt  man  nun  fc  =  2,  8,  4,  ....  so  resultirt  bezüglich 
1  +  -M"  <  2,777  .  .  .;  |1  +  M"  <  2,744  U.  S.  w. 

Da  also  [l  +        mit  wachsendem  n  beständig  wächst  und  die 

endliche  Grösse  2,777  .  .  .  nicht  überschreitet,  so  ist  lim  [i  -}-     1  für 

lim  n  =  ^  nach  §.  4.  2.  eine  ganz  bestimmte  Grenze,  welche  zwischen 
2  und  2,777  ..  .  liegt. 

Wir  bezeichnen  diesen  Grenzwerth  durch  den  Buchstaben  e  und 
haben  somit  tllr  ein  unendlich  wachsendes  n: 

/ir«  (l  +   >  j"  =  ^ (1) 

Nehmen  wir  nun  an,  es  sei  n  eine  positive  gebrochene,  zwischen 
in  und  7)1  +  1  liegende  Zahl  und  setzen  n  =  m  +  /?,  wo  0  <  /^  <;  1 , 

so  ist  wj  <  n  <  fw  +  1 ,  also  —  >•      >  —  .-  . , 

m  n        7;i  -|-  1 

1+  ^->i  +  ^>i +  -!■-,, 

m  n  m  -f-  1 

/  1      \'"  +  » 

■-ir(-:r>K:r>  }™r 

l  m  +  1/ 

Nach  Obigem  nähern  sich  aber  mit  wachsendem  m  die  Ausdrücke 

1  +       \   und   1  +   -r-A        der  Grenze  e,  während   1  +      - 

"^*  I ^  +  ^r+  jj         ^^^^  ^^^  Einheit  nähern,  und  es  ist  somit  nach 
A.  A.  II.  §.  65.  10  auch  in  vorliegendem  Falle  bei  wachsendem  n 

lini    1  +        ==  e. 

Nehmen  wir  endlich  an,  es  sei  7*  negativ  und  setzen  statt  dessei 
—  y,  so  ist 
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1  + 


:)•=(■ -^) 


-r 


fy  —  A'^  ^ 


1  + 


1 


[y  — li 


7-  1 


y  —  1/      \"   "  y  —  1. 

und  da  dieser  Ausdruck  sich  ftir  ein  wachsendes  n '  ebenfalls  der 
Grenze  e  nähert,  so  gilt  obiger  Grenzwerth  auch  für  negative  n. 

Aus  Vorstehendem  folgt  unmittelbar  ftlr  ein  unendlich  wachsendes  n 


Hm  1  + 


X 


n 


lim 


n~ 

X 

7*1 

i 

- 

' 

1 

X 

,  1 

X 

1  + 

-^ 

Um 

1  +- 

n 

n 

\                 X, 

_ 

X. 

=  e^  .  .  .  .    (2) 


Anmerk.  Den  Qrenzwerth  e  hat  man  als  Basis  eines  Logarithniensystems  ge« 
wählt  und  dieses  im  Gegensätze  zu  dem  künstlielien  Systeme,  dessen  Basis  lO  ist, 
das  natürliche  oder  Neper'sche  Logarithmensystem  genannt. 

Für  natürliche  Logarithmen,  welche  stets  vorausgesetzt  werden,  wenn  nicht 
ausdrücklich  das  Gegentheil  bemerkt  ist,  und  die  wir,  um  sie  von  den  Logarithmen 
eines  beliebigen  Systems  zu  unterscheiden,  durch  l  andeuten,  ist  daher  le  =^  \. 


also 


2)  Man  soll  lim       -  für  Um  a?  =  0  bestimmen. 

X 

A  u  f  1  ö  s  u  n  g.     Da  bekanntlich 

j  1  X 

ig  x^  x^  sin  X  oder >  —    ->  1  ? 

cos  X        sin  X 

sin  X 

cos  X  < -  <^    1  , 

X 


somit 


sm  X 


X 


Stets  zwischen  cos  x  und  1  liegt  und  sich  bei  abnehmen- 


dem :r  der  Werth  von  cos  x  immer  mehr  und  mehr  der  Einheit  nähert, 
so  ist  nach  A.  I  §.  65.  10 

,.    sin  X 

hm  —  =1. 

X 

ff 1 

3)  lim  für  Itmxrr^-^  ZU  bestimmen. 

X 

Auflösung.    Setzt  man  a^  —  i  =     ,  wo  «  wächst,  während 


'ler  wird,  also 


a-^=  1  + 


a 


x 


%|l  + 
log  a 


cc 


^g  Erster  Abschnitt. 

(f  —  1  log  a 

SO  tolgt:         hra—^ -^^^  =  -^-^  =  Za*) 

^    1 

Hiernach  ist  ferner         1km =  fe  =  1. 

X 

4)  lim  -^  ^-"t_^  =  lim  log  {1  +  a^>  für  lim  x  =0  ZU  ermitteln. 
Auflösune.    Setzt  man  -  =  a,  x  =     ,    wo  also  a  wächst, 

^  X  cc 

wenn  x  abnimmt,  so  folgt  ^ 


U,n  !2lSi±^  =  Um  log  (l  +  T  =  log 


lim\  1  +  - 


=  log  e. 


für  natürliche  Logarithmen  folgt  hieraus  unmittelbar 

X 

(\    JL.x\^ 1 

5)  Man  soll  Um  ^--J-^ für  Um  x  =  0  bestimmen. 

^  X 

Auflösung.    Setzt  man  (1  +  x)"  =  c^,  wo  y  gleichzeitig  mit  ar 
sich  der  Null  nähert,  also 

nl{l      +      X)     =     t/y 

.,                 (1  +  x)«  — 1         €»~1         ney— ly 
SO  wird —     ==  --  —  s= = 

X  X  X       y      n 

l  n  -^  x)  =71  -^-— —  - 

X       y         ^  y  X 

,  r     (1+^r— 1  ,.      c»'  — 1  ..     l{\  4-x) 

also         hm ==  n  hm  Itm  — 

X  y  X 

oder  da  nach  3  und  4 

&m =  1  und  hm  -^ =  1, 

y  X 

(l+x)«-! 
Ztm ^ =  n. 

X 

An  merk.    Zu  demselben  Besnltate  gelangt  man  aucb  einfach  durch  Anwendung 
des  binomischen  Sattes. 

§.  6.    CoiiTerg:enz  der  unendHchen  Reihen, 

a)    Mit  lauter  reellen  Gliedern. 

1)  Nähert  sich  die  Summe  Sn  der  n  ersten  Glieder  einer  Eei 
immer  mehr  und  mehr  einer  bestimmtenGrenze  S,  je  grösser  mar 

•)  Vergl.  A.  A.  I  §.  137.  12. 
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werden  lässt,  so  heisst  die  Reihe  convergent,  S  ihre  Summe  und 
S—  Sn  das  Restglied  derselben;  im  anderen  Falle  wird  sie  diver- 
gent genannt. 

So  ist  z.  B.  die  geometrische  Reihe 

a  -{-  aq  -^  aq^  +  aq^  + 

convergent,  wenn  5  <C  1  und  divergent,  wenn  g'  >  1  ist.  Für  q  =  —  1  geht 

dieselbe  über  in  a  —  a  -{-  a  —  a  +  a  —  .... 

hat  also  o  oder  a  zur  Summe  und  heisst  dann  oscillirend. 

Convergirt  eine  Reihe  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Glie- 
der; 80  sagt  man,  dieselbe  sei  unbedingt  convergent^.  ist  dagegen 
zur  Convergenz  eine  bestimmte  Aufeinanderfolge  der  einzelnen  Glieder 
erforderlich,  so  ist  sie  bedingt  convergent.  Zuweilen  ändert  sich  die 
Summe  einer  unendlichen  Reihe  mit  der  Aenderung  der  Anordnung 
ihrer  Glieder. 

I.t..B..-.{l-|+|--^)  +  ... 

.  /_i i._  .  _  .1  _  _  M  - 

^  \4n  —  3        4n  —  2  ^  4«  —  1         4n}  ^  "  ' 

\  ■  ^-('+^^(i+ ;-:)+■■■ 

■^  (471  —  8  +  ^—1  "■  2n)  +  •  •  • 
;    und  bezeichnen  $n  und  Sn  die  Summen  der  n  ersten  Gliedergruppen  bei- 
der Keihen ,  so  wird 


^4w  —  2         474/         2       \2n  —  1         2nJ 

2  \  2^3         4^5        '  •  •        2nJ 

also  für  n  oA  oc 

;Sf  —  s  =  "  oder  iS^  =  -   j 
2  2 

woraus  hervorgeht,  3ass  4er  Werth  der  Reihe  s  durch  blosse  Abänderung 

der  Gliederfolge  sich  geändert  hat. 

2)  Ist 

«0  +  "1   +  «2  *+  «3   +  .  .  .  +  Un-i  +  W„    +  .  ,  .  =  Ä  .      .      .      .      (1) 

eine  convergente  Reihe  und  man  setzt 

Wo    +  «t    +  "3    +  .  .  .  +  Mn-l  =  Sn 

tio    +  Ml    +  M2    +  .  .  .  +  W«+r-l  ==  Äfi+r 

öo         *n  sich  Ä„  und  S«  ^.  r  einer  und  derselben  Grenze,  wenn  n  in's 
Ui         '^he  wächst..    Fti)*  ein  solches  n  wird  daher 

lim  {Sn+r  —    Sn)  =  0 

w        .^t  somit  für  eine  convergirende  Reihe : 

-    OLff,.  nnd  Int.-Rechining.  2 


Ig  Bnter  Abtchfiiti 

Hm(Un  4-  Mn  +  1  +  .  .  .  +  ««  +  r  -  l)  ==  0 

wenn  man  n  unendlich  wachsen  lässt. 

Setzt  man  den  willkürlichen  Werth  von  r  =  1 ,  so  folgt  ftir  die 
convergente  Reihe  (1)  als  nothwendige,  aber  nicht  genügende  Be- 
dingung : 

lim  Uff  s=  0. 

An  merk.    Für  eine  Beihe  mit  Unter  positiven  Gliedern  ist  femer  eine  noth- 

wendige,  aber  ebenfalls  nicht  allein  genügende  Conrergensbedingungy  dass  Um  nun  =  0 

sei.    Denn  nehmen  "wii  an,  ntin  nähere  sich  mit  wachsendem  n  einer  endliehen 

ff 
Grenze    g^     so    wäre    von    einer    gewissen    Stelle    an    nun  =  ff,  un  =^  ~,  also 

also  die  fieihe  difergent. 

3)  Setzen  wir  den  Best  der  Reihe  (i)  oder 

.w„  +  Vi  +  Vi  + =  ^ 

und  kann  [Rn]  für  ein  hinreichend  grosses  n  beliebig  klein  gemacht 

werden,  ist  also  Um  Mn  =0,  so  convergirt  (l).  Denn  bezeichnet  S« 
die  Summe  der  n  ersten  Glieder,  so  liegt  der  Werth  der  ganzen  Reihe 
zwischen  S„  —  [Rn]  und  Sn  +  [Rn\  und  wenn  wir  nun  annehmen, 
es  sei  [ä„]  =»  rf,  wo  i  mit  wachsendem  n  sich  der  Null  nähert,  so 
liegt  für  ein  hinreichend  grosses  n  der  Werth  der  Reihe  zwischen  Sn  —  i 
und  8n  +  ä. 

Da  also  S  stets  zwischen  zwei  endlichen  Grenzen  liegt,  die  ein- 
ander so  nahe  gebracht  werden  können,  als  man  nur  will,  so  ist  die 
Reihe  (1)  convergent. 

4)  Ist  /mi  i?„  für  n  »»  oc  nicht  Null,  sondern  eine  endliche  oder 
gar  unendliche  Grösse,  so  kann  sich  die  Summe  der  n  ersten  Glieder 
für  ein  unendlich  wachsendes  n  keiner  bestimmten  Grenze  nähern 
und  die  Reihe  ist  somit  nach  der  Definition  divergent. 


*)  Denn  da 

11, 1  1  l 

2ff  ■*■  2«  +  1  "^  •  •  •  •  "^"  2»  +  2i»  -  1  ^  ^^  *  4fi  ^  "2 
4»  "^  4«  +  1  ■*♦"  •  •  •  •  "1"  4ii  +  4n  --  1  ^  **  '  8ff  -^  Y 

8ii  +  8«  +  1  +••••+  8»  +  8»  -  l  ^  ^*  Te^  ^T 

io  ergibt  sich  hierans  durch  Addition: 

j     u  1        I  1  I  1  1 
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5)  Wenn  die  Eeihe 

mit  lauter  positiven  Gliedern  convergirt,  so  eonrergirt  auch  die  Reihe 

«0  —  **|  +  «*«  —  «8  + •    •    •    •    (2) 

mit  abwechselnden  Zeichen  der  Glieder. 
Nach  der  Voraussetzung  nähert  sich 

einer  endlichen  Grenze  für  ein  unendlich  wachsendes  n,  dasselbe  ist 
daher  der  Fall  für  jede  der  zwei  Partialsummen 

^i   +  Ws   +  «6   +  «7   +  .  •  .  .  4-  W2n-1 

also  auch  mit  deren  DijQPerenz 

^0  —  tt|  +  Wi  —  «3  +  .  .  .  .  +  tt2«_2  —  «in-l 

Nach  der  Definition  der  Convergenz  convergirt  daher  die  zweite  Reihe 
und  ihre  Summe  ist  kleiner  als  die  der  ersten. 

Dieser  Satz  gilt  aber  nicht  umgekehrt,  wie  sich  auf  analoge  Weise 
leicht  zeigen  lässt. 

Hiernach  ist  die  Convergenzbedingung  einer  Reihe  mit  alterniren- 
den  Gliedern  abhängig  gemacht  von  der  einer  Reihe  mit  nur  positiven 
Gliedern.  Genügtalso  eineReihemit  abwechselndenZeichendenfür 
Reihen  mit  lauter  positiven  Gliedern  aufgestellten  Gonvergenzbedin- 
gnngen,  so  ist  jene  nothwendig  auch  convergent. 

6)  Es  lässt  sich  die  Convergenz  einer  Reihe  mit  alternirenden 
Zeichen  einfacher  auch  nach  folgendem  Satze  ermitteln,  der  selbst 
dann  noch  zur  Entscheidung  führt,  wenn  die  vorige  Regel  nicht  an- 
wendbar sein  sollte. 

Die  Reihe  (2)  convergirt,  wenn  von  einem  bestimmten 
Gliede  u„  an 

und  u«  =  0  ftlr  n  ==  c»  wird. 

Um  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  nachzuweisen ,  stelle  AB  (Fig.  1 ) 

Fig.  i. 

mme 

Sün  =  Wq   —  W,    +  W,    —  t<3    -j-  .  .  .  W2n— 1 

repräsentiren 

AB^     -41,     A2,^A3,     A4.,  .  ,  .  Am,  .  .  . 

x^cihe  nach  die  Werthe 

^2«»       ^kn-^li       ^'In+Ii       'Sl2/^.3,       ^2n-|-tj  •  •  •       ^2n+m,  •  .  . 

»  der  Endpunkt  der  Strecke  hierbei  immer  kleinere  Oscillationen 

2* 
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JJl ,  12,  23,  34, .  .  .  macht  und  diese  wegen  Um  m«  =  0  in's  ünend- 
liebe  abnehmen,  so  wird  der  Punkt  schliesslich  in  eine  feste  Lage 
kommen  und  durch  seine  Entfernung  von  A  die  Summe  S  der  unend- 
lichen Eeihe  vorstellen,  woraus  die  Convergenz  der  Keihe  (2)  her- 
vorgeht. 

7)  Sind  Uo  -h  Wj  +  u,  +  U3  -f- .  . .  • 

^0  +^l   +^i  +^s    +  -  '  '  ' 

zwei  Reihen  mit  lauter  positiven  Gliedern  und  ist 

und  convergirt  die  erste  Reihe,  so  convergirt  notbwendig  auch  die 
zweite. 

Denn  da  Um  (m«  +  "n+i  +  ...)  =  0 , 

so  ist  um  so  mehr       Ihn  (vn  +  Vn^-i  +  ....)  =  ö- 

Ist  unter  derselben  Voraussetzung  beständig  Vn  >  Un  und  diver- 
girt  die  erste,  so  divergirt  auch  die  zweite  Reihe. 

8)    Ist       1*0    +  "1    +  Wf   +  ^8   +  .   .  .  +  Wn    +  W«  +1  +         .       .       (3) 

die  vorgelegte  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  und  Um  -'^^  =  g 
für  n  =  00 ,  wo  g  einen  echten  Bruch  bezeichnet,  so  muss  flir  ein  hin- 
reichend grosses  n  offenbar   *^"^^    <  a  sein ,  wenn  ^  <  «  <  1  und 

Un 

f 

a  — g  eine  endliche  Grösse  ist.  Denn  wäre  stets  — *^*-  >  a,  so  müsste 
Um  —^^  >  a,  ^Iso  um  so  mehr  >  g  sein  und  wäre  "*^^  bald  >  a 
bald  <  a,  so  hätte  Um     ""^^      entweder  keinen    bestimmten  Werth 

Un 

oder  den  Werth  a,  was  der  Voraussetzung  widersprechen  würde. 

Aus  — ^--  <  a  folgt  aber  unmittelbar  u„^.i  <Cccu„  und  es  ist 
daher  jedes  Glied  der  Reihe 

Un   +  Un^X  +  U  ^+2+    .   .   .  ==^  Ä 

vom  zweiten  Gliede  an  kleiner  als  das  entsprechende  Glied  der  geom. 
Reihe 

Un   +  aUn   +  a'^Un   +  CC^  Un   +  .  .  * 

und  somit  auch 

Un  +  ttn+t  +  Un^i  -^  ,  ,  ,  ,  ^  ^^  (i  ^  a  -{-  a^  +  a^  +  .  .  .) 

oder  Wn  +  «n+l  +  W«+2  +  . . .  —  Ä.  <  ; . 

1  —  a 

Lässt  man  nun  n  immer  grösser  und  grösser  werden,  so  ist,  da 
Umun  =  0  fllrn  «=  oo ,  Zim  Äi  =  0 ,  also  die  Reihe  convergent. 
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Ist  daher  allgemein  in  derBeihe(3)  für  ein  unendlich 
gross  werdendes  n  der  Absolutwerth  von  /iVn  ''"^*  <  1 ,  so 
ist  die  Keihe  stets  convergent. 

9)  Ist  lim  — —~  =  g ,  aber  ^^  >  1 ,  so  kann  man  n  so  gross  an- 

nehmen ,  dass  ^^-  >a,  wol<a<^  und  a  —  g  eine  endliche 


n 


Grösse  ist ;  denn  wäre  stets  — ^"tL_  <^  «  so  mtisste  auch  Ihn  — ^  -  <  « 

fiir  n  ^=  00,  also  um  so  mehr  <  g  sein,  was  mit  der  Voraussetzung  im 
Widerspruche  stünde,  und  wäre  — ^—  bald  >a,  bald  <a,  so  könnte 


n 


&rt  -_?^±i_  keinen  bestimmten Werth  haben  oder  müsste = «,  also  <a  sein. 
Man  hat  daher 

«n   +  **«  +  t  +  "«  +  2  +  •  •  •  >  "«  (1  +  ^  +  «^  +  «'^  +  •  •  •) 

und  da  die  Reihe  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  offenbar  divergirt, 
so  kann  die  Summe  u^  +  u^  ^  +  "„  .  2  +  •  •  •  ==  -ßn  unendlich 
wachsen.     Die    Beihe   (3)    ist   demnach    divergent,    wenn 

Un 


n4-l 
An  merk.    Ist  lim  — -^^--  -=  1  für  n==oo,  so  darf  man  hieraus  nicht  unbedingt  auf 

die  DiTergenz  der  betreffenden  Beihe  schliessen;   denn  es  lasst  sich  beweisen,  dass 

auch  in  diesem  Falle  die  Reihe  convergirt ,  wenn  lim  «11 -—  1  >•  I » dagegen 

diTergirt,   wenn   lim  «  1 1 ~^~"  1  "^  ^  ^•*'    ^'^^  ^*^  *•  |  ^ 1  =  U  m 


n 

bleibt  die  Sache  anentschieden. 
So  ist  s.  B.  die  Beihe 

^  +  2^  +  3«"*" +  ^  +  («~+  T)~«  +  •  •  • 

für  a  >  1  conTergent,  während  sie  f ür  a  »=  t  diyergirt*),  obgleich  lim  ^ 


% 


('^) 


Um  i  .     .     11=1  ist. 


10)  Ist 

Uq  +  U^   +  U2  +  •  '   •  -       +  Un   =  Sn 
ÜQ  +  r,    +  r.2  +  .  .   .  .       +  *'n   =  ^'n 

.  nähern  sich  Sn  und  Sli  mit  unendlich  wachsendem  n  den  endlichen 
"zen  S  und  S  in's  Unendliche,  so  convergiren  nach  1.  die  beiden 


Yergl.  die  Note  auf  Seite  18. 
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Reihen  und  deren  Suramen  sind  bezüglich  S  und  S\  Bezeichnen  nun 
a  und  b  endliche  von  n  unabhängige  Factoren ,  so  wird 

{au^)  +  Bvq)  +  (awj  +  hv^)  +  .  .  .  +  {au„  +  bvn)  =  aSn  +  ftÄ 

und  es  nähert  sich  die  Summe  (auQ+  hv^)  +  {au^ + 5vj )  + . . . + (a«n+  ^«) 
für  ein  unendlich  wachsendes  n  der  endlichen  Grenze  aS  -f-  ^S\ 

Die  Reihe 

convergirt  somit  und  hat  aS  +  ^'Sf'  zur  Summe. 

Analog  gilt  dieser  Satz  ftir  eine  beliebige  endliche  Anzahl  von 
Reihen. 

Multiplicirt  man  daher  die  allgemeinen  Glieder  u»,  v»,  u^n» 

einer  endlichen  Anzahl  von  convergirenden  Reihen  mit  den  endlichen 
von  n  unabhängigen  Factoren  a,  6,  c, . .  .  so  convergirt  auch  die  Reihe 
2  (aun  +  bv„  -f  ci^n  4- .  .  0  und  ihre  Summe  ist  aS+bS*-+'  cS'*  +. . . 

11)  Ist  a^  +  a^  +  Oj  +  •  •  •  +  On  +  On+i  +  .  .  . 

eine  convergente  Reihe  mit  positiven  und  negativen  Gliedern,  welche 
ihre  Convergenz  jedoch  nicht  dem  Zeichenwechsel ,  sondern  den  Be- 
dingungen lim  On  =  0  und  lim  ^^^^  <  1  verdankt,  die  also  convergent 

(Zfi 

bleibt,  wenn  man  jedes  Glied  durch  seinen  Absolutwerth  ersetzt,  und 
nehmen  wir  an,  es  seien  der  Ordnung  nach  a«,  aß,  ay, .  ,  .  die  positiven, 
««,»  «/?, ,  «y, ,  . .  .  die  negativen  Glieder,  wo  also  a  <  i^  <  y  •<  . . .  . 
<;  /A  •<  v;  a^  <C  ßi  <  /i  <C  •  •    .  <[  i^i  <  ^1  •  • .  lind  setzen 

-T  =  a„  +  «^  +  fly  +  aj  +  .  .  .  +  a^  +  a^  +  .  .  . 

-^1  =  «ai  +  ^ßi  +  «yi  +  «a,  +  .  .  •  -H  ö^,  +  a^4  4- .  •  . 

SO  ist  jede  dieser  beiden  Reihen  convergent.  Denn  zunächst  sind  die 
Bedingungen  Um  «^  =  O ,  Um  a^^  =  0 ,  wegen  Um  a«  =  0 ,  erfüllt  und 
um  zu  zeigen,  dass  auch 

lim <^  1 ,  lim <^  1 , 

wählt  man  n  so  gross,  dass  ^^  <A,    wo    0<i<l,    also 
On+i  <  ^  an,  SO  folgt: 


fly  _  l  •<  A  er,.  „  2 
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und  hieraus  durch  Mnltiplication 


«*  <V 

f-fi 

^fi     oder     ^ 

<r- 

-", 

oder  da  v 

>  A*  ist, 

—  <A<i, 

also  auch 

1 

lim 

—  <  1  und  ebenso  Um 

Setzt  man  nun 

Z  ^=^aa  +  aß  +  Oy   +  .  .  .  +  a^    +  Q 

^t  =  ««1  4-  «A  4-  Oy,  +  .  .  .  +  «n  +  9i 
und  nimmt  n  so  gross  an ,  dass  in  der  Summe 

alle  Glieder  der  Beihen  E  und  S^  und  ausserdem  noch  andere  deren 
Summe  er  sei,  enthalten  sind,  so  müssen  die  Indices  dieser  Glieder 
offenbar  grösser  als  v  und  v,  sein  und  da  man  v  und  v^  so  gross  wäh- 
len kann ,  dass  die  Summe  der  Absolutwerthe  aller  Glieder,  deren  In- 
dices grösser  als  v  und  v^  sind ,  so  klein  wird ,  als  man  nur  will,  so 
kann  auch  «r,  das  nur  ein  Theil  dieser  Summe  mit  positiven  und  nega- 
tiyen  Gliedern  ist,  beliebig  klein  werden.    Aus 

oder  2*2  —  2-  +  ^,  +  f 2  —  ?   —  f  ^  +  er 

folgt  daher  ftlr  ein  unbegrenzt  wachsendes  n 

woraus  hervorgeht ,  dass  die  Summe  der  Werthe  der  convergirenden 
Beihen  S  und  Z^  gleich  dem  Werthe  der  Beihe  I^  ist. 

Convergirt  also  eine  Beihe ,  deren  Glieder  nicht  einerlei  Zeichen 
haben,  auch  dann  noch,  wenn  man  jedes  Glied  durch  seinen  Absolut- 
werth  ersetzt,  so  convergirt  auch  jede  der  Beihen,  welche  die  positiven 
und  die  negativen  Glieder  illr  sich  bilden  und  die  Summe  dieser  bei- 
den Beihen  ist  gleich  der  Summe  der  gegebenen  Beihe. 
Hieraus  folgt  unmittelbar : 

ine  unendliche  Beihe  convergirt  unbedingt,  wenn  sie  ihre  Gon- 
,^iiz  auch  dann  noch  bewahrt,  wenn  man  jedes  Glied  durch  seinen 
'^lutwerth  ersetzt. 

I  Convergirt  die  Beihe 

Kq  -j-  M,  a;  +  Uj  Ä^  +  Ujj  o:^  -f-  .  .  .  .  =  Ä 

ualb  gewisser  Grenzen ,  so  ist  dieselbe  auch  stetig  innerhalb  die- 
-renzen. 
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Denn  setzen  wir 

S  =  Uq  +  U^  X    +  M2  a:^  +  .  .  .  +  Uf^i  x*"-^  +  Bn   =/(x)  +  En 
S'=  Uq  +  U^   X^+  tU^  X\   +  .  ,  .  +  UnU  Xi«-*+  K  =/(^i)+  ^n 

wo  x^  statt  ic  +  h  steht  und  x  und  a:j  das  Convergenzintervall  nicht 
tiberschreiten  und  wählen  n  so  gross,  dass  die  Absolntwerthe  von 
Rn  und  i?i  <;  <f ,  so  wird 

Da  aber  /  (x)  als  rationale  ganze  Function  stetig  ist,  so  kann  die 
Differenz  f{x^) — /(er)  für  hinreichend  kleine  ä  so  klein  gemacht  werden 
als  man  nur  will  und  weil  auch  [i2'«]  —  [Rn]  <  2  (f  beliebig  klein  ge- 
macht werden  kann,  so  wird  man  auch  S'  —  S^  es  mag  x^>x  sein,  be- 
liebig klein  machen  können.  Es  ist  somit  S  ttlr  jeden  Werth  von  x  stetig. 

ß)  Mit  imaginären  Gliedern. 

1)  Behalten  wir  die  in  a.  1)  für  die  Convergenz  der  Reihen  mit 
reellen  Gliedern  gegebene  Definition  auch  hier  bei,  so  wird  die  Reihe 

(oo  +  b^  i)  +  («1  +  *i  0  4-  («2  +  ^2  0  + 

convergiren,  wenn 

mit  unendlich  wachsendem  n  sich  einer  Grenze  A  +  Bi  nähert.  Die- 
ser Bedingung  wird  aber  entsprochen,  wenn 

und  b^-^h^-^b^^ ^  bn 

mit  wachsendem  n  sich  den  endlichen  Grenzen  A  und  B  nähern.  Als- 
dann convergiren  beide  Reihen  und  deren  Summen  sind  bezüglich  A 
und  B. 

2)  Wenn  A  oder  B  oder  beide  zugleich  unendlich  werden,  so  ist 
die  ursprüngliche  Reihe  divergent. 

3)  Bilden  die  Moduli  der  Glieder  der  Reihe  eine  convergirende 
Reihe,  so  ist  die  Reihe  selbst  convergent. 

Um  dieses  zu  beweisen,  bringen  wir  die  vorgelegte  Reihe  auf 
die  Form 

r^  (cos  (p^^  +  i  ^f^  %)  +  ^1  {cos  9)|  +  I  «n  ^j )  -f-  .  .  .  . 
=  r^  cos  (pQ  +  Tj  cos  y,  +  .  .  .  -f-  t  (r^  sin  y^,  +  r^  sin  5Pi  +  .  .  •) 

Da  nun  die  Glieder  der  Reihe      r^,  -\-  7^^  +  n,  +  .  .  . 
alle  positiv  sind  und  dieselbe  nach  der  Voraussetzung  convergirt,  ah 
die  Summe 

rn   +  »*«  4-  l  +  ^fi  -f  2  +  .  •  . 

und  somit  um  so  mehr  sowohl 

r»  +  i  C05  y»  4. 1  -f-  r^  4. 2  cc?5  y«  4. 2  +  •  •  • 
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• 


als  auch  r^^i  sm  ip«^.i  +  r^^^  «^  9n+%  +  •  •  • 

beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  so  ist  die  gegebene  Keihe 

convergent 

Beispiele. 

1)  Um  dieBeihe  Aq  +  a^  a:  +  Oj  a;^  +  •  •  •  +  «n  a:"  4~  •  •  •  auf  ihre 
Convergenz  zu  piüfen,  hat  man 

«n  On  af"  On 

also  Arn —^  =  a?  Zwi  ~  -- ,    damit    nun     die    Keihe    convergire,    muss 
Uu  an 

X  lim  — *"-  <C  1  oder  x  <^  Ihn  — ^  sein.  Ist  x  >  lini  —  — ,    so    divergirt 

dieselbe. 

2)  Soll  die  Keihe 

^  +  r.2  +  172T3  '^"'^nJ'^  (n+iy.  +  '  *  * 
auf  ihre  Convergenz  untersucht  werden ,  so  setze  man 

ttn+i n! 1_^ 

un    ~  {n+l)\~  n  +  i 

alsdann  folgt :  lim  -'*^-  ==  lim  — ; — -  =  0 ,  also  <1  1 ,  und  die  Keihe  ist 

Un  n+  1 

somit  convergent. 

3)  Auf  die  gleiche  Weise  findet  man  für  die  Reihe 


1.2         1.2.3    '  '    n!    '     (n+1)!  u„  n+1 

und  da  man  hiernach  das  Verhältniss  -    —  für  jeden  endlichen  Werth  von  x 

Un 

80  klein  machen  kann,   als  man  nur  will,  wenn  man  nur  n  hinreichend 

wachsen  lässt^  so  ist  jedenfalls  Im-^    <^  1  und  die  Keihe  somit  für  jeden 

endlichen,  positiven  und  negativen  Werth  von  x  convergent. 

4)  Zur  Ermittelung  der  Bedingungen  unter  welchen  die  Keihe 

"^"^  (t  )  "^"^'^  ^  "^  ( 2 )  "^^"^  ^^  ■+"•••  "^  ( r ) '"'"'""  '^^ + 

convergirt ,  wenn  m  eine  beliebige  Zahl  und  allgemein  (       j  den  Bruch 

m  (m  —   1 )  {m  —  2)  . . .  (m  —  n  +  l) 

1  .  2"T3  .  .  .  n 
Lfit,  setze  man 

Wn^i         m  —  n      h  I  m  +  l\    Ä 

Un  n+1       X  \  n  -\-  ij    X 

in  erkennt  alsdann  hieraus,  dass  für  einwachsendes  n  der  Ausdruck 

——-  sich  der  Einheit  nähert,  also  lim  — ~  <  1  ist ,  wenn  der  Ab- 
+  1  Un 
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< 

flolutwerth   von  —  <C  1.     Die  Bedingung  der  Convergenz  der  vorstehenden 
Reihe  ist  daher  [—1    <C  !• 

5)  Um  die  Reihe  ^^  +  ^^  +  ^^  +  .  .  .  +  -^^^  + auf 

ihre  Convergenz  zu  untersuchen ,  wenn  a  positiv  vorausgesetzt  wird ,  setze : 

+  ;m:i  <  2  .  rrr;:  oder 


2i+«    '     31+«  ^        2^-H»  ^   2* 

1.1.1.1..         1  .1 


41+a  +    51+a  +    ßl+a  +    71+a  <  ^  •  41+a     »'       ^    ^2«)^ 
gl+a  "T-   gi4.ß  T   •  •  •  -r     151+«^°  •  gl+a      »»      ^    (2*^)^ 

SO  geht  daraus  hervor,  dass  die  Summe  obiger  Eeihe  l^leiner  ist  als 

1  +    2^  +  "(2^  +   (2^  +  •  •  • 

Diese  Eeihe  ist  aber  für  ein  positives  a  convergent,  also  ist  es  auch  die 
vorgelegte. 

6)  Ist  in   vorhergehender  Reihe  a  =  0   oder   negativ   und  absolut 
kleiner  als  1,  so  setze 

j^i^  =  1 

1  11 


a 


2^+«  2      2 

+   riTT;  >2-  -;^"Oder 


31+«    '     41+«  -^         41+a  ^  2      (2**)'^ 

1    4.  J_4._L+J.    >4       »  -     1        1 


5J+0  ^^   ßi+a  ^^  71+a  ^^   8^+"  ^  8^+"     "     ^'^  2       (2«)^ 

Daher  ist  die  gegebene  Reihe  grösser  als 

1  4.  1  .  J_  +  1  ,  .  _  1  _  +  1  .  J  _  _  +  1  .  _i_    . 

^  ^   2      2«  ^  2      (2«)^  ^   2      (2«)3  ^  2      (2«)^  ^  •  •  • 

Diese  Reihe  divergirt  aber  unter  den  gemachten  Voraussetzungen ,  also 
auch  die  gegebene. 

7)  Um  die  Convergenz  der  Reihe 
X  sin  X  H —  sin  2x  +  - — -—  «n  3a:  +  . . .  H sin  nx  -i-  ,  ,  . 

zu  untersuchen,  vergleiche  man  sie  mit  der  Reihe 

^  +  1T2  ^  17273  +  •  •  •  +  »n  +  •  •  * 
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Da  nun  diese  nach  Aufg.  3  convergirt,  so  convergirt  die  vorgelegte 
Beihe  noch  um  so  mehr ,  da  offenbar  allgemein 


8)  Um  den  Werth  von  Z»7i  [1  -1 1  =  e  für  ein  unendlich  wachsen- 
des n  tu  berechnen  (§.  5,  1.),  setze  man 


( 


1_1         i_l     i_2 

1  + 1  =1 +1+ __f  +  L__4Lj!i +  ... 


n 


1  — 


+ 


n 


1  .2 


1--^|...|1- 
nj 


1.2.3 
m  —  1^ 


n 


m\ 


+  B, 


vo  der  Eüize  halber 


m\ 


so  ist  offenbar 


R 


-ä-l-" 


m 


ml 


m+l^  (m+  1)  (w  +  2) 

+ 


[m  +  l 


oder  da 


+ 


.+ 


TO  +  1    '    (m  +  iy'^  (m+  ly 

('-^('-3-(--^l 


(«  + 1)' 

"T"    •    •   •    ^^  ""> 


+ 


•••] 


m! 


m 


wo  0  <  ff  <  1.  • 

Lässt  man  nun  n  unendlich  wachsen,  so  nähert  sich  der  Bruch 


immer  mehr  der  Grenze 


m\ 


und  man  hat  daher 


Um  R  ^= 


^tir  wachsende  n: 

1\« 
1  +       =  1  +  1  + 


n 


1  .  2 


+ 


m !     m 

- — - — -  +  .  .  H +■  — -  •  — 

1.2.3  m !  ml     m 

1     s 


isen  wir  nun  auch  m  unendlich  werden ,  so  ist  Um  — ■  •  —  =  o  und 

ml  m 


Um  |1  +  ij  =  1  +  1  -f  Y~2  "•" 


1 


1.2,3 


o       '       •    •    •    • 
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Durch  Summirung  einer  entsprechenden  Anzahl  von  Gliedern  dieser 
Reihe  findet  man 

lim  fl  -f  ^\  =  e  =  2,718281828459045. 


n 


9)  Die  Reihe 


1 


1  \ 


J^l        1^2 


+ 


r  1 


1  \ 


irs    iTi 


+  ...+ 


y2n  — 1         l/2n 


+  ... 


wo  X  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  convergirt,  weil  die  Zeichen  der  Glieder 
abwechseln  und  diese  ins  Unendliche  abnehmen. 


10)  Um  die  Convergenz  der  Reihe 

1 


1 


+  f_i_  +  ,._j ^-1  +  .  .  -  . 

\/4n  — 3         /4n  — 1         /2n/ 


I    •  •  •  • 


zu  untersuchen,  schliessen  wir  dieselbe  zunächst  mit  der  nten  Gruppe  ab 
und  bezeichnen  die  Summe  der  n  ersten  Gruppen  durch  iS'n,  die  der  n 
ersten  Gruppen  der  in  Aufg.  9  gegebenen  Reihe  für  x  =  2  durch  An,  so 
folgt: 

S*n  —  Sn  =  — -f-      y^  +  .  .  .  -| , + 


/2n  +  1         /2n  +  3 


/4n 


|/4n 


Da  1,  3,  5,  .  .  .  2n  —  1  zusammen  n  Zahlen  ausmachen,  so  enthält 
diese  Differenz  noch  n  Glieder  und  man  hat  somit 


^n  —  «Sit  > 


n 


l/in  —  l 


oc 


also  für  n  = 

Um  S\  =  lim  Sn  +  \  f^oc  =  oc, 

indem  nach  Aufg.  9  lim  Sn  endlich  ist.  Die  vorgelegte  Reihe  divergirt 
demnach,  obgleich  sie  dieselben  Glieder  enthält,  ^ie  die  convergente  Reihe 
der  vorhergehenden  Aufgabe. 


§.  7.    Differentialquotient. 

Nehmen  wir  an,  es  bewege  sich  ein  Punkt  gleichförmig  von  A 
aus  in  einer  Geraden  und  gelange  nach  der  Zeit  x  zur  Stelle  B ,  nach 
der  Zeit  x^  "^  x  nach  C,  er  habe  also  innerhalb  der  Zeit  x  den  W  ; 
AB  =  1/y  während  der  Zeit  x,  den  Weg  AC  =  y^  zurückgelegt,  so  fc 
der  während  der  Zwischenzeit  Xy  —  x  von  ihm  gleichförmig  dur<  - 
laufene  Weg  J5C  =  y,  — 3^  und  somit  die  Geschwindigkeit*),  n   I; 


*)  Geschwindigkeit  ist  der  Weg  in  der  Zeiteinheit. 
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welcher  die  Bewegung  erfolgte  =  ^ -,  Es  ist  klar,  dass  der  Werth 

dieses  Quotienten  unabhängig  ist  von  der  Zwischenzeit  ar,  ~  x  und  bei 
derselben  Bewegung  sich  gleich  bleibt,  wie  gross  oder  wie  klein 
man  auch  x^  —  x  annehmen  mag. 

2)  Erfolgt  die  Bewegung  des  Punktes  von  B  nach  O  nicht  gleich- 
förmig ^  aber  doch  eontinuirlich '*') ,  so  kann  man  die  Zwischenzeit 
ar,  —  ar  so  klein  annehmen,  dass  der  Punkt,  während  er  den  entspre- 
chenden Weg  BC  zurücklegt,  seine  Bewegungsrichtung  nicht  ändert 
und  sich  dann,  um  diese  Bewegung  in  Bezug  auf  ihre  Schnelligkeit 
mit  einer  bekannten  Bewegung,  der  gleichförmigen,  zu  ver- 
gleichen, einen  zweiten  Punkt  denken,  welcher  die  Strecke  BCm  der- 
selben Zeit  aTj  —  X  gleichförmig  durchläuft.    Die  dazu  erforderliche 

Geschwindigkeit  ist  alsdann  wie  vorhin  ^ ^ ,  aber  natürlich ,  nun 

nicht  ftlr  jede  Zwischenzeit  x^  —  x  dieselbe.  Da  bei  den  betrachte- 
ten Bewegungen  für  ein  unendlich  kleines  x^  —  x  der  Weg  i/^  —  y  von 
derselben  Ordnung  ist  wie   x^  —  rr,  so  nähert  sich  der  Quotient 


ar,  —  X 


bei    unendlich  klein    werdendem  x*  —  x  einer  bestimmten 


Grenze,  welche  dann  dicGeschwindigkeit  des  sich  ungleichförmig 
bewegenden  Punktes  in  B  abgibt.  Je  nachdem  die  Bewegung  in 
positivem  oder  negativem  Sinne  bei  -B  erfolgt,  wird  das  betreffende 
Wegelement  und  damit  auch  die  entsprechende  Geschwindigkeit 
positiv  oder  negativ.  Nimmt  man  in  dieser  Weise  Rücksicht  auf 
das  Zeichen  der  Wegelemente,  so  ist  y,  —  y  die  algebraische  Summe 
der  während  der  Zwischenzeit  Xy  —  x  zurückgelegten  Wege,  die  Zeit 
mag  gross  oder  klein  sein. 

3)  Wie  wir  wissen,  ist  der  gleichförmig  zurückgelegte  Weg  y  stets 
eine  Function  der  Zeit  x  nämlich  y  ==  Cx.  Man  kann  nun  aber 
allgemein  jede  continuirliche  Function  y=/'(a:^)  als  den  Ausdruck 
für  den  Weg  ansehen,  welchen  ein  Punkt  in  der  durch  die  unabhängig 
Veränderliche  x  repräsentirten  Zeit  durchlaufen  hat. 

wen  wir  darum  x  sich  um  Jx  ändern  also  in  x^  =  x  -i-  Jx 
ül  ^.üen  und  bezeichnen  den  Werth,  welchen  dafür  y=f{x)  annimmt, 
dl    ^  Vi  =^/(a?  +  ^a?),  ferner  die  entsprechende  Functionsänderung 


l).  h.  Bo,  das«  in  unendlich  kleiner  Zeit  ein  unendlich  kleiner  Weg  zurückgelegt 
vi  f  mit  der  Zeit  Ton  einerlei  Ordnung  ist» 


V.  • 


Wt 


t'*" 

:•>». 


r-N- 
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oder  Differenz  y^  —  y  durch  J'y ,  so  ergibt  sich  aus  dem  Mitgetheilteu, 
dass  der  Differenzeuquotient 

^  =  y\—y  =  /(a^  +  ^3?)  —fix) 

Jx         x^  —  X  Jx 

bei  fortgesetztem  Kleinerwerden  der  Differenz  Jx  sich  immer  mehr  der- 
jenigen Grenze  nähert,  welche  das  Mass  der  Schnelligkeit  aus- 
drückt ,  mit  welcher  der  Werth  der  Function  y  =f{x)  sich  ändert, 
wenn  x,  von  einer  bestimmten  Stelle  ausgehend,  eine  unendlich 
kleine  Aenderung  erleidet.  Es  ist  diese  Schnelligkeit  nicht  allein  bei 
verschiedenen  Functionen,  sondern  auch  bei  der  nämlichen  Function 
verschieden,  je  nachdem  man  bei  dieser  von  dem  einen  oder  anderen 
Werthe  der  Function  aus  die  Aenderung  der  unabhängig  Veränderlichen 
vornimmt. 

4)  Um  nun  diesen  bestimmten  Grenzwerth  zu  kennzeichnen, 
vertauscht  man  nach  Leibnitz  den  Buchstaben  J  mit  dy  setzt  also 

^  _  /;;« yy-^y  __,  ^y  ^  ^/(^) 

dx 


Um 


Jx 


=  Im. 


X, 


X 


dx 


s/« 


und  nennt  denselben  den  Differentialquotienten  oder  die  deri- 
virte  (abgeleitete)  Function  der  ursprünglichen  Function  y  =/{x). 
Man  liest  dafür :  „DifFerentialquotient  von  /  (x)  nach  a:". 

Angenommen,  es  sei 

y^f(x)  =  a;3  —  5a?  +  7, 
so  wird,  wenn  x  in  x^  übergeht, 

yi  =  /(^i)    =  ^\^  —  bx^+7 

yi  —  y  =  Jy  ^^  x^^  -^  x^  —  5  (x\  —  x) 

y\  —y     ^y 


also 
und 


Xt 


X 


Jx 


a:^*  -f-  Xj  X  '\'  X' 


5. 


Lässt  man  nun  x^  dem  x  immer  mehr  sich  nähern,  so  muss  schliesslich 
X  statt  x^  gesetzt  werden,  so  dass  man  erhält 

um  -^  =  ar^  +  tr*  +  a*'  —  5 
Jx 

oder  ^  =  3a:2  -  5. 

dx 

Es  wäre  somit  Sa?^  —  5  der  Difterentialquotient  von  a?'  —  5a:  +  7. 

5)  Nach  Lagrange  bezeichnet  man  den  Differentialquotienl 
einer  Function  y  =  f{x)  auch  durch  y*  oder  /  {x).    Wir  werden  vi 
dieser  Bezeichnungsweise  der  Kürze  wegen  bei  Entwickelungen  häul 
und  insbesondere  dann  Gebrauch  machen ,  wenn  in  Bezug  auf  die  u 
abhängig  Veränderliche  kein  Zweifel  entstehen  kann. 
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6)  Das  Aufsuchen  des  Differentialquotienten  einer  Function  ge- 
schieht durch  das  Differenziren  oder  die  Differentiation  der- 
selben. 

7)  Nach  Vorstehendem  ist  für  sich  klar,  dass  gleichen 
Functionen  gleiche  Differentialquotienten  entsprechen. 

8)  Findet  die  Gleichung  y  =f{x)=  C  für  jeden  Werth  von  x 
statte    so    gilt    dieses  auch  in  Bezug    auf   die   daraus  abgeleitete 

df(x) 

\r     =  0;  denn  ein  Punkt,  welcher  sich  in  Ruhe  befindet,  hat  die 

CUV 

Geschwindigkeit  Null. 

9)  Der  Differentialquotient  der  unabhängig  Veränderlichen  ist 
stets  =e  1 ;  denn  man  hat 

dx  a:^  —  a? 

-~  =  lim  —^ =  Um  1  =  1. 

dx  rcj  —  X 

10)  Wie  wir  oben  gesehen  haben,  ist  die  Geschwindigkeit  -^ 

dx 

eines  Punktes  JegatTv^  ^^°^  ^^  Bewegung  im  J^g^[[^^^ 

weil  dann  aber  auch  flir  ein  hinreichend  kleines  Jx  der  Quotient 

—^  negativ  ^^^lallt,  indem  yi  ^  y  ist,  so  kann  man  jederzeit  Jx  so 
klein  wählen ,  dass  -~  und  — ^  einerlei  Vorzeichen  haben.     Hieraus 

Jx  dx 

folgt  unmittelbar,  dass,  je  nachdem  -~  positiv  oder  negativ  ausfällt, 

dx  '  ./        ' 

die  betreffende  Function  bezüglich  im  Zu-  oder  Abnehmen  begriffen 
sein  wird,  indem  im  ersten  Falle  die  entsprechende  Bewegung  im  posi- 
tiven, im  anderen  Falle  im  negativen  Sinne  erfolgt. 

11)  Ist  /{x)  für  x  =  a  discontinuirlich,  d.  h.  ändert  sich 
der  entsprechende  Abstand  für  den  betreffenden  Zeitmoment  a  plötz- 
lich um  einen  endlichen  Werth,  so  ist  die  Geschwindigkeit  für  eben 
diese  Zeit  a  unbestimmt.*)    Da  man  aber  auch  die  Geschwindig- 


»wegt  siehcB.  der  Punkt  stetig  tonO  aacli^  (Pig.2),  macht  derselbe  aber  bei^ 

P2     2  plötslich   den  Sprung  AJB  und   bewegt 

**,.-.'..  sich  alsdann  wieder  continuirlich  gegen 

O  und  bezeichnen  ^i,  £{  Bwei  unend- 

ir~A  Ä~S fl    ^*®^  ^^^  ^  -^  ^^^  ^  ^^  ^^^  Strecken 

^^  **  "*  ^    OAmU  BC  gelegene  Punkte,  so  sind 

die  Geschwindigkeiten   bei  A{  und  Bi 
Jien  bei  A  und  B  unendlich  wenig  Terschieden  und  da  jene  im  AUgemeinen  un- 
L  sein  werden,  so  sind  auch  diese  ungleich,  so  dass  also   der  Punkt  an  der  Un- 
'"*>^4steUe  zwei  verschiedene  Geschwindigkeiten  besitzt. 
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keit  ausdrücken  kann  durch "^  /  .    ^^^'^^\  wo  d  und  s  un- 

endlich  kleine  Zahlen  bedeuten  ^  und  der  Zähler  dieses  Bruches  daftir 
endlich  und  etwa  gleich  h  wird,  der  Nenner  sich  aber  der  Null  nähert, 
so  wird  die  Geschwindigkeit  auch  unendlich.  Wir  schliessen  hieraus, 
dass  dem  Diflferentialquotienten  einer  Function  an  jeder  Unstetig- 
keitsstelle  drei  Werthe  entsprechen,  von  welchen  im  Allgemeinen 
zwei  endlich ,  der  dritte  unendlich  ist. 

12)  Da  im  Allgemeinen  der  Differentialquotient  einer  Function 
wiederum  eine  Function  derselben  imabhängig  Veränderlichen  seui 
wird ,  so  lässt  sich  in  Bezug  auf  ihn  abermals  der  Differentialquotient 
bestimmen  u.  s.  f.  Man  unterscheidet  hiemach  den  ersten,  zweiten , 
. .  . .  nten  Differentialquotienten  einer  Function  y  =/{x)  und 
bezeichnet  diese  nach  Leibnitz  der  Beihe  nach  durch 

dy         äh/          d^y  d^y 

di'       1^'       1^'    'dbc^ 

oder  ^IS^  ^^^^-1  ^(^)  ^/(^) 

dx  ''     dx~'^   '     dx^'' dx» 

und  nach  Lagrange  durch 

y',     y,      y", y^«^ 

oder  f{x),  r  (^),  r\^\  .  .  . .  A«^  {x\ 

An  merk.     In  manchen  FäUen  bezeichnet  man   die   auf  einander  folgenden  Dif- 
ferentialquotienten auch  durch  D,  i^,  i>",  D"',  .... 

13)  Vom  zweiten  an  belegt  man  die  auf  einander  folgenden  Dif- 
ferentialquotienten mit  dem  gemeinschaftlichen  Namen  Differential- 
quotienten  höherer  Ordnung.  Die  Aufsuchung  derselben  ge- 
schieht durch  wiederholte  Differentiation. 


Zusatz. 
Ist  y  —  f{x)  und  wir  setzen 

"^? =^« + • 

wo  6  eine  gleichzeitig  mit  Jx  sich  der  Null  nähernde  Grösse  be- 
zeichnet, so  folgt 

J/{x)  =  Jx  /'  {x)  +  sJx. 

Die  Aenderung  Jf{x)  der  Function  besteht  somit  aus  der  alg< 
braischen  Summe  zweier  Ausdrücke,  von  welchen  der  eine  Jx  f{x 
das  Differential  von  f{x)  genannt  und  durch  df{x)  bezeichne 
wird.    Man  bat  daher 
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^f{x)  Jx  f(x)  +  ^^x  _, 


df{x)  Jxf(x)  '     f{x) 

also  Ihn  f^H  =  1 

Bei  Grenzbestimmungen  (§.  4, 10)  darf  man  somit  immer  Jf  {x) 
durch  df  {x)  ersetzen^  ohne  dass  dadurch  das  Eesultat  geändert  würde. 
Wir  machen  hiervon  bei  gewissen  Herleitungen  der  angewandten 
Mathematik  oft  mit  Vortheil  Gebrauch. 

§.  8.  .  Dffferentialquotlent  von  Functionen  von  Functionen. 

1)  Bezeichnet  y  eine  Function  von  u^  u  eine  solche  von  Xy 
ist  also 

so  hat  man^  wenn  x  als  die  unabhängig  Veränderliche  angesehen  wird, 

^  c=  y\~y  :^  y\  —  y   ^i  —^ 

Jx  X^  X  ttj    —  u'oTj    X 

und  somit  Um-^  ^^Um  ^^       ^  .  Um  *^^  ~  " 

JX  tt|    —  U  X^  X 

ete         <2u  db;  da         dx 

oder  nach  der  anderen  Schreibweise 

y=/'(u)y'W (la) 

Der  Differentialquotient  einer  Function  von  einer 
Function  ist  also  gleich  dem  Producte  der  Differential- 
quotienten  der  einzelnen  Functionen. 

2)  Ist  allgemein 

80  erhält  man  auf  analoge  Weise : 

dy  dy  du  dv    dw  ,  . 

dx        du  dv  dw    dx 

oder  y'=r{u)9'{v)xlJ'(w)x'(oo) (2a) 

3)  Ist  y=^f(u),  a:  =  9)(M), 


SA  vritd 


-^  «  yi~y  _  "i~^ 

aJX  Xt  '         iC  iC|      "     37 

Uj  —  u 


toch  den  Uebergang  zur  Grenze  erhält  man  somit 

dy        dfju) 

^y_^  ^ ^     ^    ^  f  (^)  (3) 

dx        dx         d(p  {u)         SP'  (**) 
du  du 

\  % ,  Ditf.-  und  jlnt.-Ilecbnttn;.  3 
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(4) 


4)  Setzt  man  in  (3)  u^=y^  so  folgt : 

^  =  1- 

dx        dx 
dy 

Der  Differentialquotient  der  umgekehrten  Function  ist  daher  dem 
Differentialquotienten  der  directen  Function  reciprok. 

§.  9.    Bedeutung  des  ersten  Differentialquotienten  in  der  Geometrie« 

1)  Stellt  die  Curve  MN  (Fig.  3)  den  nach  §.  3  construirten  Ver- 
lauf der  continuirlichen  Function  y  =y(x) 
dar;  und  repräsentiren  die  Abscissen  OAy 
OA^  die  Werthe  x  und  x^ ,  dagegen  die 
Ordinaten  AB,  A^B^  die  zugehörigen 
Werthe  y  und  y^  der  Function ,  so  drückt 


der  Quotient  ^ 


y 


B,C 


x^  —  X         BC 


den  Werth 


OB 


der  trigonometrischen  Tangente  des  Win- 
kels aus,  den  die  Secante  BB^  mit  der 
Abscissenachse  bildet  Lässt  man  nun 
den  Punkt  A^  sich  dem  Punkte  A  immer 
mehr  und  mehr  nähern,  also  x^ — x  immer  kleiner  werden,  so  wird  jBj 
gleichzeitig  dem  Punkte  B  näher  rücken  und  die  Secante  BB^  um  B 
sich  drehend,  sich  der  Lage  der  in  B  an  die  Curve  gezogenen  Tangente 
DE  nähern. 

Sobald  also  A^  dem  Punktet  unendlich  nahe  gekommen,  oder  die 
Differenz  x^  —  x  unendlich  klein  geworden  ist,  geht  die  Secante  BB^ 

in  die  Tangente  des  Punktes  B,  und  der  Werth  ^2       ^  iJa  die  trigono- 


X, 


X 


metrische  Tangente  des  Winkels  EDA  über,  welchen  jene  Tangente 
mit  der  Abscissenachse  bildet  Da  aber  Um  ^^       ^  für  lm(x,  — a:)=0 

X|    X  ' 

^     Fig.  4.  der  Differentialquotient  der  besag- 

ten Function  ist,  so  ergibt  sich  hier- 
aus unmittelbar  dessen  geometrische 
Deutung. 

An  jeder  reellen  Unstetigkeitsste 
hat  nach  §.  7.  11.  f  {x)  im  Allgemein 
zwei    endliche   und    einen    unendlicht 
-    Werth.    Die  zwei  endlichen  Werthe  sin 

V  %F  A 

(Fig.  4)  ausgedrückt  durch  die  trigon«, 
metrischen  Tangenten  der  Winkel,  welche  die  Berührenden  ABj  A^  B 
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der  Punkte  C  und  C^  mit  der  Abscissenachse  bilden,  der  dritte  Werth 
ist  durch  die  Tangente  des  Winkels  dargestellt ,  den  C^  C  mit  dieser 
Achse  einschliesst. 

2)  Denkt  man  sich  die  Gurve  durch  stetige  Bewegung  eines 
Punktes  erzeugt,  so  kommt  diesem  im  Allgemeinen  an  jeder  Stelle  nur  ^ 
eine  Bewegungsrichtung  zu*),  die  bestimmt  wird  durch  die  trigono- 
metiische  Tangente  des  Winkels,  welchen  die  an  jener  Stelle  zurCurve 
gezogene  Tangente  mit  der  Abscissenachse  bildet.  Ist  daher  die  Ordi- 
nate y  eine  stetige  Function  von  x^  so  geht  aus  Vorstehendem  her- 
vor, dass,  specielle  Fälle  ausgenommen,  der  Quotient  ~  =  ^^  ~  ^ 

sich  einer  endlichen  Grenze  nähert,  wenn  Jx  unendlich  abnimmt,  was 
mit  dem  oben  in  §.  7.  2.  Ausgesprochenen  übereinstimmt. 

Ist  die  Bewegungsrichtung  des  Punktes  an  einer  bestimmten  Stelle 
parallel  der   FAchse,  so  entspricht  dem  betreffenden  Quotienten 

-~-  keine  endliche  Grenze ,  geschieht  dagegen  die  Bewegung  parallel 
zur  -XAchse,  so  ist  dafür  Ivm  -^  ==  0. 

'  Jx 

Wir  schliessen  hieraus  auf  folgende  zwei  Satze: 

a)  Ist  der  Quotient  -    der  Function  y  =f{x)  von  a;  =»  a  bis 

x=^b  stetsNull,  so  bewegt  sich  der  die  betreffende Curve  erzeugende 
Punkt  von  a-  =  a  bis  a:  =  6  in  einer  zur  Abscissenachse  parallelen 
Geraden,  oder  y  hat  von  /  (a)  bis  /  {b)  einerlei  Werth,  ist  somit  inner- 
halb dieser  Grenzen  constant,  somit  keine  Function  von  x.    (§.  l.  2.) 

ß)  Ist  -y-  von   a?  =  a,  y  ^=  b  bis  a?  **=  «    y  *=^  ß  immer   un - 

dx 

endlich,  so  ist  die  Bewegungsrichtung  stets  parallel  mit  der 
Ordinatenachse.  Dieses  ist  nur  dann  möglich ,  wenn  einer  der  Punkte 
(a,  6),  («» /^)  im  Unendlichen  liegt,  die  Curve  also  mit  einer  zur  FAchse 


*)  Wenn  der  Punkt  an   der  Stelle  z  sprungweise  seine  Bewegungsrichtung  ändert, 

/(ari)  —  f{x) 
.ingt  diselbst   lim von    dem    Zeichen    des 

Xi  —  X 

dfix) 
*Vtt   Xi  —  X   ab  und  der   Differentialquotient  -^ —     hat 

üx 

•d  diesem  Falle  awei  Werthe  (yergl.  Fig.  5). 


t 
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Fig.  6. 


Paralleleu  zusammenfällt;  also  x  =^  C  und  somit  abermals  x  keine 
Function  von  y  ist.  Aus  Vorstehendem  erhellt  zugleich,  dass  x^  — x  und 
y^  — y  bei  stetigen  Functionen  im  Allgemeinen  von  derselben  Ordnung 
des  unendlich  Kleinen  sind;  denn  wäre  dieses  nicht  der  Fall,  somüsste 

innerhalb  eines  bestimmten  Intervalles  der  Quotient  ^^       ^  stets  Null 

oder  stets  unendlich  sein,  also  die  Gurve  innerhalb  dieses  Intervalles 
eine  mit  der  X-  oder  yAchse  parallele  Strecke  sein. 

3)  Bewegt  sich  ein  Punkt  in  einer  oontinuirlichen  Linie  y  =f{s^) 

(Fig,  6)  von  A  nach  B  und  ist  /  (x)  von 
X  ==  a  bis  o;  =  &  eindeutig  und  stetig, 
femer  f  {x)  einwerthig,  ändert  also  der 
die  Curve  beschreibende  Punkt  immer 
stetig  und  niemals  plötzlich  seine  Rich- 
tung, so  bewegt  er  sich  wenigstens  ein 
Mal  zwischen  A  und  B  parallel  zur 
Sehne  AB. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung 
ergibt  sich  leicht  aus  folgender  Betrach- 
tung. Im  Allgemeinen  wird  der  Punkt 
die  Sehne  AB  beliebig  vielmal  überschreiten.  Bezeichnet  nun  P  die 
erste  Uebergangsötelle,  so  muss  der  Bogen,  welcher  der  Sehne  AP  ent- 
spricht, auf  einerlei  Seite  von  AP  liegen.*)  Denkt  man  sich  nun  durch 
jeden  Punkt  der  continuirlichen  Linie  AP  eine  Parallele  mit  der  FAchse 
bis  zur  Sehne  ilP gezogen,  so  können  diese  Ordinaten  nicht  beständig 
wachsen  und  nicht  beständig  abnehmen,  sondern  müssen  wenigstens 
einmal  vom  Wachsen  in's  Abnehmen  oder  umgekehrt  übergehen.  Es 
sei  nun  E  ein  solcher  Cukninationspunkt  zwischen  A  und  P  (diese 
Punkte  ausgeschlossen),  so  ist  die  Bewegungsrichtung  daselbst  parallel 
zu  AB.  Denn  bezeichnen  D  und  E  zwei  unmittelbar  zu  beiden  Seiten 
von  R  gelegene  Punkte  der  Curve ,  a  und  ß  die  Winkel  j  unter  wel- 
chen RD  und  RE  die  Sehne  AP  schneiden  und  es  würden  sich  nun  a 
und  ft  nicht  der  Null,  sondern  einer  endlichen  Grenze  nähern,  wenn 


*)  Alle  Funkte  der  Linie  über  AP  liegen  in  dem  Streifen  der  von  den  Grenzen 
naten  A\A%^  P\Pt  gebildet  wird.     Wären  nun  iZ  und  S  zvei  Punkte  der  Linie  auf  ▼ 
schiedenen  Seiten  der  Strecke  AP^  so  mässten  auch  alle  Punkte  der  Linie  RS  zwiacl] 
AiA%  und  P{P\  liegen.     Da  aber  der  den  Bogen  ARSP  in  continuirlicher  Bewegung  l 
achreibende  Punkt  von  der  einen  Seite  von  AP  auf   die   andere  übersetzt,   so  mnss  d 
ITebergangBstelle,  als  Funkt  der  Linie   ARSP  ebenfaUs  zwischen  A\A\   und  PkP^  liege 
und  da  die  Uebergangsstelle  auch  auf  der  Geraden  AB  liegt,   so   ist  dieselbe  jedenfaU 
auf  der  Strecke  AP  zu  suchen.     Die  Linie  ARSP  schneidet    daher  zwischen  A  und 
die  strecke  AP^  was  gegen  die  Voraussetzung  ist. 


Differentialquotient  eines  Bogens. 
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Fig.  8. 


D  und  JE  deni  Punkte  R  unendlich  nahe  rücken ,  so  müsste  die  Be- 
wegongsrichtung  in  R  plötzlich  eine  Aenderung  erleiden  (Fig.  7),  um 
^  y  =  ^  «  4-  -4^  /^,  d.  h.  um  eine  endliche  Fig.  7. 

Grösse,  was  der  Voraussetzung,  dass  die  Curve  ^ 
continuirlich  verlaufe,  widerspricht.  Es  muss 
somit  Um  a  ^  Im  ß  ^  0  oder  die  Bewegungsrich- 
tang  bei  R  parallel  zu  ^^  sein.  Liegen  daher 
n  Uebergangsstellen  zwischen  A  und  i5 ,  so  ist  die 
Bewegungsrichtung  wenigstens  an  n+1  Stellen  q 
parallel  zur  Sehne  AB, 

§.  10.    Differentialquotient  eines  Bog^ens. 

Es  sei  y  =  /  (a?)  der  allgemeine  Ausdruck  für  die  Ordinate  PQ 
(Fig.  8)  einer  Curve  MNy  x  die  entspre- 
chende Abscisse  Oö,  so  ist  der  Bogen  T 
APj  gezählt  von  dem  festen  Punkte  A  bis 
zum  beweglichen  Punkte  P,  eine  Function 
von  X ,  deren  Differentialquotient  nun  zu 
ermitteln  ist.  Lässt  man  x  in  a?,  über- 
gehen und  bezeichnet  PyQ^  =  y^  die  der 
Abscisse  x^  entsprechende  Ordinate,  so 
wächst  der  Bogen  um  PP^.  Man  kann 
aber  den  Punkt  Q^  so  nahe  an  ö ,  oder 
die  Differenz  x^  —  x  so  klein  wählen, 
dass  der  Bogen  PP^  der  Abscissenachse 
stets  die  concave  (Fig.  8)  oder  stets  die 
convexe  Seite  (Fig.  9)  zukehrt. 

Zieht  man  darum  in  den  Punkten 
P  und  Pj  die  Tangenten  an  die  Curve  und 
bezeichnet  R  deren  Durchsohnittspunkt, 
so  ist  bekanntlich 


Fig.  9. 


aIao  auch 


PR  +  P^R  >  Bog.  PP^  >  Sehne  PP^ 
PR+JPyR  ^  Bog.  PP^       Sehne  PP^ 


näher  nun  P^  dem  Punkte  P  rückt,  um  so  mehr  nähert  sich  der 
el  PRP^  einem  gestreckten  und  Pi2  +  P^JK  der  Sehne  PP^ 
^enn  man  daher  Q  QL^  unendlich  klein  werden  lässt,  ist 


Um 


^omit  auch 


PR  +  P^R 


5=»  Um 


Sehne  PP^ 
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,.    PR  +  P,R      ,.    Bog.  PP,       ,.    Sehne  PPj 

hm ^^      -  =  ^^w  — ^- — ^  =  hm z——  -  • 

QQ^  QO,  ao. 

Bezeichnen  wir  nun  das  Bogenstück  AP  dui-ch  s ,  also  AP^  durch 
5, ,  setzen  die  Abscisse  0€i  =  x,  OQ^  =ar,  ,ßo  folgt : 
Bog.  PP^  __   5,  —  g 

Sehne  pp^  =  ^{^^  -  x^  :{:i^~^y 

also        zmi  ^1-^^  =  Um  l/l  +  K^' 

x^  —  X  y  \Xy^  —  x] 

oder  nach  §.  4.  6. 

woraus  sich  unmittelbar  für  den  Differentialquotienten  des  Bogens  ergibt : 


doo        1/  ^  +  (ij 


Wir  haben  bei  vorstehender  Entwickelung  vorausgesetzt,  dass  * 
mit  wachsendem  x  ebenfalls  wachse.     Nimmt  s  mit  wachsendem  x 

gleichzeitig  ab,  so  wird  -^ also  auch  —  negativ  und  man  kann 

Xt  ^"~~  X  ctx 

darum  allgemein  setzen : 


l'±\/ 


ä,      -  1/  '  +   £l 


M 


§.  11.  Differentialqnotient  einer  Fläche. 

^'     '  Ist  y  =/(a:)  die  Gleichung  einer  Curve 

MN  (Fig.  10)  in  Bezug  auf  rechtwinklige 
Coordinaten,  so  ist  das  zwischen  irgend 
\X  zwei  Ordinaten  liegende  Flächenstück  AB  QP 

=  u  eine  Function  von  x.    Lässt  man  nun 

OQ  =  a;  in  OQi  =  x,  übergehen  und  be- 

^_      ^N    zeichnet  das  der  Abscisse  x^^  entsprechende 

Flächensttick  ABQ^P^  durch  m,  ,  die  Ordi- 


sl  -iß 


B      Oi      ik. 


-X 

nate  Pj  Qj  durch  ^j  ,  so  hat  man 


x^  —  X  Q,Q^ 

Nun  kann  man  aber  das  Bogenelement  PPj  so  klein  annehmen, 
dass  die  Ordinaten  der  von  P  gegen  P^  auf  einander  folgenden  Punkte 


Differentialquotient  der  Oberfläche  eine«  Rotationskörpers. 
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desselben  immer  kleiner  (Fig.  10)  oder  immer  grösser  werden  (Fig.  11) 
oder  wenn  man  PR  und  PyS  H  QQ,  zieht,  dass  bezüglich 


oder  (a:,  —  x)  y^ 
oder 


u, 


"   <  (^1  —  ^)  ^ 


y^  <ri — v<i  y  ^^^' 

^*>.     X^    X    ^"^ 


Da  sieh  nun  y^  dem  y  immer  mehr  und  mehr 
nähert,  wenn  man  die  Differenz  x^  —  x  der 
Null  sich  nähern  lässt,  so  folgt  allgemein 
flir  den  Differentialquotienten  der  Fläche : 

du        _.     M.  —  u 
dx 


Fig.  11. 


R 


0 


B     a     a< 


i 


X 


y- 


n: 


Der  Differentialquolient  einer  Fläche  ist  somit  die  zur  betreffenden 
Abscisse  gehörige  Grenzordinate. 


§.  12.    Differentialqnotient  der  Oberflädie  eines  RotationskSrpers. 

Es  sei   y  =  /  {x)    die  Gleichung  der  erzeugenden  Curve  MN 
(Fig.  12),  die  Abscissenachse  OX  die  ßota-  Fig.  12. 

tionsachse,  so  ist  die  von  irgend  einem  Cur- 
ventheil  AP  bei  der  Umdrehung  beschriebene 
krumme  Fläche  u  eine  Function  der  Abs- 
cisse X,  Bezeichnen  wir  nun  die  den  Abs- 
cissen  OQ>=x  üod  00,^^=  a?,  entsprechenden 
Ordinaten  PQ  und  P,  Q,  durch  y  und  yj, 
die  Sehne  PP^  durch  «,  so  beschreibt 
diese  bei  der  Umdrehung  die  Mantelfläche 
m  eines  abgekürzten  Kegels  und  man  hat : 

m=^n{y  -{■  y;)s  =  n(y+y{)  j/(a:,  —  xY  +  (^i  —  vY 

m 


oder 


X. 


X 


=  7r(y+yjl/l  + 


1^1  —y? 


\X 


1 


•a? 


Je  näher  man  nun  P^  gegen  P  rücken,  je  kleiner  man  also  a?,  — a; 

werden  lässt,  um  so  mehr  nähert  sich  der  Bogen  PP^  der  Sehne  PP^. 

r  eine  verschwindend  kleine  Differenz  x^  —  x  muss  y  statt  y, ,  die  Sehne 

«tatt  des  Bogens  PP^ ,  somit  statt  der  vom  Curventheil  PP^^  be- 

*benen  Kotationsfläche  die  oben  erwähnte  Mantelfläche,  -—  statt 

dx 


-  und  endlich  Im 


X 


_i__-_.  =s  ---  statt  des  Quotienten 

Xa     ^"^    »^  dX  X 


m 


l 


X 


gö- 


40  Erster  Abschnitt. 

setzt  werden.     Man  erhält  hiernach  fltr  den  fraglichen  Differential- 
quotienten 

§.  13.    Differentialquotient  des  Inhaltes  eines  Rotationskörpers. 

Ist  wieder  y  ==f{x)  die  Gleichung  der  erzeugenden  Curve  MN 
(Fig.  12),  80  beschreibt  bei  der  Umdrehung  derselben  um  die  Achse  OX 
die  Curvenfläche  AFQB  einen  Kotationskörper,  dessen  Inhalt  eine 
Function  von  x  ist.  Behalten  wir  wieder  die  in  voriger  Entwickelung 
angeftlhrten  Bezeichnungen  bei,  bedeuten  aber  nun  u  und  u^  die  In- 
halte der  den  Äbscissen  x  und  x^  entsprechenden  Kotationskörper, 
und  wählt  man  dasBogenelementPP^  so  klein,  dass  die  Ordinate  y  beim 
Uebergange  in  y^  stets  abnimmt  oder  stets  wächst,  so  hat  man  bezüglich 

{x^  —  x)ny^  ^u^  ~  "  <  (^i  ~  ^^  ^^1^ 
oder  ;,y2>^_^>^y^2. 

Mit  verschwindendem  {x^  —  x)  geht  aber  y^  in  y ,  also  ny\  in  ny^ 

über  und  es  ist  daher  derDififerentialquotient  des  Rotationskörpers  oder 

da       ,.    Wi  —  u  « 

-~-  z=s  Um  —« B=  nyK 

dx  x^  —  X 

Der  Differentialquotient  eines  Rotationskörpers  ist  somit  der  dem 
betreffenden  x  entsprechende  Querschnittsinhalt. 

Dieses  Resultat  gilt,  wie  auf  ganz  analoge  Weise  gezeigt  werden 
kann,  für  jeden  Körper,  wenn  man  nur  statt  Tty^  dei/ einem  gewissen 
oTj  entsprechenden  Querschnittsinhalt  setzt. 


K. 
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DiflEbrentiation  entwickelter  Functionen  von  einer 

unabhängig  Veränderlichen. 

A.    Entwickelnng  des  ersten  Differentialquotienten. 

§.  14.    Differentlalqaotlent  einer  Gonstanten. 

Ans  §.  7.  8.   ergibt  sich  unmittelbar : 

Der  erste  und  alle  folgenden  Differentialquotienten 
einer  Constanten  sind  Null. 

§.  15.    Differentialqnotient  einer  Summe. 

Tai  UyVyW,  .  . .  eine  endliche  Anzahl  von  Functionen  der  unab- 
hängig  Veränderlichen  x  und 

80  bat  man  nach  Früherem : 

-^y      ^  i  *^i  i  *^i  i  •  •  •  •  —  ("  i  '^  i  ^  i  •  •  •) 

^x  a?j  —  X 


t' N§.4.  2. 

2vn  -"  -  =  lim  -* +  ^*^ i  •  •  • 

0  ^  =  ^'i  +  ?^  +  ^^  + (1) 

efa?         efa?  —  dx  —   dx  — 

d  :>r  Differentialquotient  einer  algebraischen  Summe 

?  nctionen  einer  und  derselben  unabhängigVeränder- 


7% 
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liehen  ist  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Dit'feren- 
tialquotienten  der  einzelnen  Summanden. 

§.  16.    Differentialquotlent  eines  Prodactes. 

1)  Ißt  y^  Cu 

WO  C  eine  Gonstante  und  u  eine  Function  von  x  bezeichnet,  so  hat  man: 

Jy  Cuy . —  Cu  Mj  —  w 

also  ^^  =  C^ (1) 

dx  dx 

d.  h.  der  constante  Factor  kann  stets  dem  Differential- 
quotienten  der  Function   als  Coefficient  voran   gesetzt 

{^'^  werden. 

j|>  2)  Bezeichnen  w  und  v  zwei  Functionen  von  x  und  ist 

P?  y  =  MV 

?  '     ,  so  folgt  -;-    =    -^ =  U  -«^ Y  V.    -J . 

^:  *  "  -Jit-  a?j  —  x  rTj  — o:  a?j   —  x 

^J  Berücksichtigt  man  nun,  dass  mit  x^  —  x  gleichzeitig  auch  r,  — » 

unendlich  klein  wird,  also  beim  Uebergang  zum  Grenzwerthe  in  dem 
zweiten  Gliede  der  rechten  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  v  statt 
*  des  Factors  v,  gesetzt  werden  muss ,  so  ergibt  sich : 

dy         d(uv)  dv    .       du  ... 

-  ^    =  — ^ — ^  =  u  —    4-  V  — (2) 

dx  dx  dx  dx  ^ 

d.  h.  der  Differentialquotient  eines  Productes  ist  gleich  der 
Summe  der  Producte  aus  jedem  Factor  in  den  Differential- 

1^*  quotienten  des  anderen  Factors. 

^  3)  Sind  u,VyW,r  mehre  Functionen  von  x  und  ist 

|rj'  y  =  uvwr, 

^  SO  folgt  aus  Obigem  unmittelbar : 

dy                 dr     ,           dw    ,            dv     ,  du  ,. 

—  uvw  -—  +  uvr  - — [-  uivr    , [-  vwr  -        ...    (3) 


V 


dx  dx  dx  dx  dx 

wofllr  man  auch  schreiben  kann: 

•^-  =  -+  -H h- (4) 

y  u  V  w  r  ^ 


fc;  Dasselbe  gilt  natürlich  auch  itir  mehr  als  vier  Factoren,  wie  1<   '.ht 

P .  durch  den  Schluss  von  n  auf  n-f- 1  gezeigt  werden  kann. 

%-'  dz 

■  ■  dx  z 

\h  Nennen  wir  allgemein  das  Verhältniss  —  oder  —  den  logaritl  ni- 

z  z 


sehen  Diflferentialquotienten  der  Function  r,  so  sagt  die  GL  (4): 


\ 


t 
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Der  logarithmische  Differentialquotient  eines  Pro- 
daetes  ist  gleich  der  Summe  der  logarithmisqhen  Dif- 
ferentialquotienten  der  einzelnen  Factoren. 

§.  17.    Differentialquotient  eines  Bruches. 


1)  Ist  y  = 


u 


C 


1 } 


so  hat  man  §.  15.  1.  unmittelbar 

^y-^  "^    (1). 


dsc        C    doc 


2)  Ist  2^  =  ^, 


C_C 
so  wird    -7^  =  -^ =  C  — V ^-^  =  —  C  — y -c 

Jx         a-j  —  X  w^  (x^  —  X)  tw^  [x^  —  X) 

und  hiemach  y  da  beim  Uebergang  zur  Grenze  v  statt  v^  gesetzt  wer- 
den musS; 

^.  =  _--  = — (2) 

dx  dx  v^ 

Für  C  =  1  ergibt  sich  somit 

%  ^  _J!^  ^ L  ?^    .  (3) 

dx  dx  v^    dx ^ 

und  fttr  v  =  07,  also  y  =  — : 

X 

dy  X  1 


dx         dx  X 


, (4) 


3)  Ist     y  =  ^. 


t«,         u 

also  -/  =>  -^ =-  S ^-r  =  —  \v  -i u-^ 

Jx        x^  — X         ^  (^1 — ^')         ^i^  \     ^1  — ^  ^i — ^1 

g^  r-i_x  -i^Ych  den  Uebergang  zur  Grenze 

_  u  du  dv 

d  —         V u     - 

dy  V  dx  dx  , 

dx         dx  v^ 

0  iziehungen  führen  zu  folgendem  allgemeinen  Schlüsse : 

*•  Differentialquotient  einesBruches  wirderhal- 
ti  'nn  man  vom  Producte  aus  dem  Nenner  in  den 
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Differentialqnotienten  des  Zählers  das  Prodact  aus  dem 
Zähler  i^  den  Differentialqnotienten  des  Nenners  snb- 
trahirt  und  die  Differenz  durch  das  Quadrat  des  Nenners 
dividirt. 

Schreibt  man  statt  der  Gl.  (3) : 

so  folgt  nach  §.'  16  (4);       ^  +  ^'  «.  - 

^                       ^  ^          V         y          u 
und  hieraus :  iL  «=  —  —  — (6) 

y  u  V 

Diese  Gleichung  besagt : 

Der  logarithmische  Differentialquotient  eines  Bra- 
ches ist  gleich  dem  logarith mischen  Differentialqnotien- 
ten des  Zählers  weniger  dem  des  Nenners. 


§.  18.    DUferentialqnotient  einer  Potenz. 

Es  sei  u  eine  Function  von  x  und  y  =  u''. 
Erster  Fall.    Der  Exponent  n  sei  eine  ganze  positive 
Zahl. 

Nach  §.  15  (3)  folgt  aus 

1      S      B      4  f* 

s^    O    «>>    %^  ^^ 

unmittelbar 

dv  "f  du  ^  du  ^  du 

ax  dx  dx  dx 

,                 dy         du^           ^   A  du  ,  . 

oder  -"^  =  -     =  ntt"-i  - (1) 

dx         dx  dx  ' 

wofllr  man  auch  schreiben  kann 

(w«y       u' 

^    ^    —  n- (2) 


1*"  u 


Zweiter  Fall.     Der  Exponent  sei  eine  gebrochene 


m 


positive  Zahl  oder  n  =  - 


Aus 

y  «»  u^  BS  iTu« 

ergibt  sich 

^    CSS  u"* 

also  nach  (2) 

y'             u* 
p^-  =  m  - 

y           u 

und  hieraus 

y 

m      u'        VI      -r  u' 
=  -  y       =  -   ttP 
p  ^  u         p         u 
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m 


*  dy         m    ~v  "    cbi 

oder  -^  =  -  tt'^        — 

CUV        p  dx 

Dritter  Fall.    DerExponent  sei  eine  ganze  oder  ge- 
brochene negative  Zahl  oder  n  =  —  q. 

Ans      '  y  =»  u-^  ==»  — 

ergibt  sich  nach  §.  17  (6)  nnd  obiger  GL  (2)  sofort 

^^«^  £ = — ^~'~'  ^ 

oa:  ax 

Wir  erhalten  hiernach  fttr  sämmtliche  Fälle  folgende  Sätze :    ' 
Der  Differentialquotient    einer   Potenz    ist   gleich 
dem  Prodncte  aus  dem  Fxponenten  der  ursprünglichen 
Function  in  die  Potenz,  wenn  deren  Exponent  um  die 
Einheit  vermindert  ist    und  dem  Differentialquotien- 
ten der  Basis; 
oder: 
Der     logarithmische     Differentialquotient     einer 
Potenz  ist  gleich  dem  Producte  aus  dem  Exponenten  in 
den  logarifhmischen  Differentialquotienten  der  Basis. 


Zusätze. 
1)  Für  «  ==»  a?  oder  y  =  a:"  folgt  aus  Obigem 


dy  _da^ ,_i 


dx         dx 

2)  Für  den  speciellen  Fall,  dass  «  =  1?  also  y  =  Y^^  ist;  er- 
hält man 

dy         dY^u         1       1    <?u  1        du 

dx  dx  2  dx         2J^u     dx 

d.  h.  der  Differentialquotient  einer  Quadratwurzel  wird 
gefunden,   wenn    man    den  Differentialquotienten  des 
Kadicanden  durch  die  doppelte  Wurzel  dividirt. 
u  =  X  folgt  hieraus 

dy d^x 1 

dx  dx  2Y^x 


Beispiele. 


Ttlxa. 
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2)  '^- Sx-^^  =  -  Sx-^  =-  —  -u 

dx  x^ 

^      dx  3  3  3    ' 


d(7x*)  dx^ 

"^J.  =  7  ^    =  7.  4  x3  =  28x3. 

d 

(a-f-öx**  —  c 

4c 


dx  '    dx 

d  *  2 

dx  5 


d 

6)  Cm   -7-  (a^  4"  ^^)^  zu  bestimmen,  kann  man  zuerst  u  ^=^  a^  -^^  x^. 

dx  ^ 

also  -—  =  — -  (a^  4-  ^^)  =  Sa;^  setzen.     Man  erhält  alsdann  -r-C«^  +  ^*)^ 

du^  du 

«»  _  =  6tt^  —  =  6  (a»  +  a:3)ß  3^2  =  18a?«  (a^  +  x^)K 
dx  dx  ^  ^  ^  ^ 

Es  ist  jedoch  dem  Studirenden  anzurathen,  hier  und  in  ähnlichen  Fällen 

die  erwähnte  Substitution  nur  in  Gedanken  vorzunehmen  und  unmittelbar 

zu  setzen: 

^  (a3  +  x^y  =»  6  (a3  +  x^y.  Sx^  =  18a:«  (a»  +  x^)\ ' 

7)  Soll  der  Differentialquotient  der  Function  y  =  (5  -^  x'')  (7  +  x^) 
bestimmt  werden,  so  setze  man 

u  =  b  —  x'  und  v  =  7  +  x^ 

also  T^  =  —  7x^  und  -:r-  =  3x«. 

dx  dx 

Nach  §.16  erhält  man  alsdann: 

dy         d(uv)  dv    ,       du         ,,  -x  «   •        /«    .      o\  -  «        -  ^    o 

"  =  -\  -^  =  w  -  -  +  ü   -  =  (5  —  xO  8x«  —  (7  +  X»)  7x»  =  15x* 
dx  dx  dx  dx        ^  ^  ' 

—  49x»  —  lOx». 

Bei  einiger  üebung  kann  man  jedoch  auch  hier  die  Einführung  der 

Functionen  u  und  v  umgehen  und  unmittelbar  das  Ergebniss  von 

niederschreiben. 

8)  Um  den  Differentialquotienten  von  1/  = r-7   zu   bestimmen, 

0  ""*■  oX 

entwickle  man  nach  §.17 


cix  (5  —  3x5)« 

Man  erhält  alsdann 
dl/  ^  (5  —  3x5)  loa,  ^  (4  ^  5a;2)  15^,4  50x  +  60x^  +  45. 

dx  ~  (5  —  3x5)2  —  (5  —  3x5)2~  ~ 
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9)iBt  y=^.|/?;±_i, 


80  folgt 

dx 


^.^^  1  A-l±±  +  \/t±l.  .  ^  (§.  16.) 

i==-=  .  ^  K+^\  +  l/^±-l  .  2x  ($.  18  Zus.  1) 

1  /x2  +  1      dir  \a:i  —  1/  ^    J/  a:l  _  1  ^'  ^ 

2  ^  a;*  —  1 

—  2a:»  ,    2a:^  Z^*^"^—  ^'^^'^*'~'^*'~^^ 


1  A»  +_1 

y    x^—  1 


(x»  - 1)  /irz.j[  ^  '-^  1/  ^T--i     (x^  -  1)  /a:i  _  1- 


§.  19.    DifTerentialqnotieiit  einer  ExponentiaIfp*8sse. 

ErsterFall.    Es  sei       y  =  a* 


^«        a*i  —  ««       o*  (o*'--*  —  1) 
so  ist  -  = ==  — ^^ 

Setzt  man  hierin 


Jx         a?j  —  X  x^  —  X 


,     .     1 

o^i-'  =  1  4-  _, 


WO  a  mit  abnehmender  Differenz  x^  —  x  in's  Unendliche  wächst ,  so 
erhält  man  hieraus  durch  Logarithmiren  nach  einem  beliebigen  Systeme : 


and  hiernach 


(ic,  —  x)  log  a  =  log    1  +  - 


.          o*  .  -                -loga  , 

^y «  _  ^  __J? ^x         %^ 


Je  grösser  man  aber  hierin  a  werden  lässt,  um  so  mehr  nähert  sich  nach 
{  L^cisp.  1  derWerth  [l  +  —  1  der  Grenze  e.  Durch  den  Ueber- 
I  'im  Grenzwerthe  erhält  man  somit 

dy         d(f  (f  log  a  .  ^ 

dx         dx  log  e        r     '     \  J 

dy         dcf 


dx         dx 


a"  la (2). 


/^r-      *•-. 


^\i 


1 


48  Zweiter  AbBchnitt 

Setzen  wir  e  statt  a  ^  so  folgt  hieraus  unmittelbar 

dy        de'        ^  /^  V 

-^  =  -—  =  e^ (2a). 

dx         dx 

FUr  ein  Logarithmensystem  von  der  Basis  a  ist  nach  (1) 

dx^   dx^     ('^> ^  ''• 

log  e 

Zweiter  Fall.    Ist  allgemein 
wo  u  eine  Function  von  x  bedeutet,  so  hat  man  nach  §.  8 

dy         da^   du 
dx         du     dx 

oder  da  nach  (1) 

da"         a"  log  a 
du  log  e 

ist  f  far  ein  künstliches  System : 

dy  da^  a^  log  a  du  >  . 

dx         dx  hgedx''**^ 

und  ftir  das  natürliche  System : 

^y.^^^O'la—  (5) 

dx         dx  dx     '     * ^  ' 

Ist  a  die  Basis  des  Systems  y  so  wird  nach  (4) 

dy        da^            a"     du  ,  . 

dx         dx         log^^^e  dx ^ 

für  y  =  c- 

folgt  aus  (5)  unmittelbar 

^^^^^i'i (7). 

dx         dx  dx ^  ^' 

Beispiele. 

1)  Ist  y    =»  o*',  so  folgt  nach  (5),  wenn  man  öa?  =  m  setzt, 

f  =.  r^' la<P  ^  5c^  la 
dx  dx 

2)  Ist  y    =  a^**,  so  erhält  man,  wenn  8a:*  als  u  angesehen  wird, 

^f  =  a^la  ^  =  12a»^  x^  la. 
dx  dx 

8)        y    =a^'; 

dy  y/x  j    dy^x a      la 

dx  dx  2^x 

4)         y    =  a:"  n' ; 

•|=..J!  +  „    ^^(§.16.2.) 
dx  dx  dx 

s=  n*  a:**  Zn  +  n  .  n^  ar«*— *  a=  n'  o;*""^  (xln  +  n). 


»rr 
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5)  y    —  a"; 

dx                      dx 

m                      t^ 

6)  y  —  K'ß'*^  —  «"'; 

,  nx                   nx                             m 

dy           "*  ,         m          na'^Ha          nla}/d!'^ 

3-  —  a^  la     -     — —     - 

dx                      dx                'in                     in 

7)  y      \. ; 

3 

,  de^'           ^,  da:3 

dy                  dx                  dx 

^            ^ß        -          (§17) 

3«^' 

X^                                                              X* 

(x*        9)  e^' 

3x* 

§.  20.    Differentialqiiotient  einer  loj^arithmiscben  GrOsse. 

Erster  Fall.    Es  sei    y  =  lo^^'^x, 
so  ist  flJ'  =  X 

also  ,—  ==  1 

dx 

oder  nach  §.  19  (5)  a^  Z«  -^^  =  1 , 


da: 


woraus  folgt  / 


dx  o?  la 

oder  c?y_  dZosrC-)^  _      1 

da*  dx  xla 

Setzt  man  hierin  la  =^  ~  ---    *)  so  bekommt  man 

dy         dlog^'^^x  1  ^    ,^.  .^, 

;-  =     -  ^-        =  -  Zoö<«>e         (2) 

dx  dx  X 

al  agrundelegung  des  natürlichen  Systems 

dy  __    dlx   __    1  ,   . 

■  — —  -  —  ,         ,  .         .  .  .         •         •         .  \^  f 

dx  dx  X 

\  ,  1 

I  -  t  fl  «•  (f«,   80    ist  fe  Ä  2^    lD^a)a  =*  z  log^^)e  =  1  ,  also   la  = 


Iff.-  and  Int.'Rechnnng.  4 


^ 


1 
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Zweiter  Fall.    Ist  allgemein  u  eine  Function  von  x  und 
so  folgt  nach  §.  8 

dy         dlog^^^u dlog^^^u  du 

dx  dx  du      dx 

oder  da  nach  (1)  — f-—  =  —-- 

du  u  la 
ist;  auch 

dy         dlog^^^u  1     du 

dx             dx  u  la  dx 

oder,  wenn  man  wieder  ia=^  -    -r-  setzt, 

flfy  dlog^^^u        log^^h  du 

dx  dx  u        dx 

Für  natürliche  Logarithmen  fliesst  hieraus  unmittelbar: 

dy  diu l    du 

dx         dx  u   dx ^  ' 

d.  h.  der  Differentialquotient  des  natürlichen  Log.  einer 
Function  ist  gleich  dem  logarithmischen  Differential- 
quotienten dieser  Function. 


(4) 


(5J 


Beispiele 

9 

1)  Ist 

y  =  l'x*) 

so  erhält  man  nach 

(6), 

wenn 
dy  __ 

dx 

man  Ix  =  w, 
dx 

l^x  = 
APx 

■• 

X 

u^ 

setzt. 

2)  Es  sei 

y  =»  üx. 

Sieht  man  hierin  Ix  als 

u  an,  1 

90  folgt  nach 

(6) 

dy 
dx" 

1 
Ix 

dlx          1 
dx           Ix 

1 

X 

1 

xli 

3)  Aus 


y  x+1 


folgt  nach  (6),  wenn  man  | /-— -  \  als  u  ansieht, 

r_  a-  +  1 

^_^_  1^  ._   _^.l/^i  = 1^ 1         rf  Ar—  r 

^       I  A-—  l'  dxy    ^^  i        1  /^^l  "     I  /V^\  '  dx\x  -\- 

_     a:+  1  2 1 

~  2  (x  —  1)  •  (a:  +  1)2  ~  x^—\ 


*)  Hier  steht  l^x  statt  (i!ar)^  und  ist  wohl  von  /;H  zu  ttnterscheiden. 


Differentialqnotient  toh  sinx  und  sinu.  5X 


An  merk.     Berücksichtigt  man,  dass 


iat,  so  kann  rorstehende  Aufgabe   auch   auf  kürzere  Weise  gelost   werden.     Denn  man 
findet  dann  sofort 

dy 

dx 


=  X  (-J L.)  =.  _'_ 


§.  21.    Differentialquotient  von  sinz  und  sinu« 

Erster  Fall.    Ist  2^  =  sinx, 

wo  X  den  veränderlichen  Bogen  bezeichnet  (E.  T.  §.  18),  so  ist 

jjy         sin  Xj  —  sin  x 

cos  \  (x,  +  a?)  sin  I  (x|  —  a?)  ,^   ^   ^    ^ 
^^---T^"^"^ ^  ^^-  ^'  §•  ^'  ^^>J 

=  ««  I  (X.  +  X)  f^yi^i— ?).    ■ 

T  (^1  —  ^) 

Wird    nun   a?j  —  x    unendlich    klein,    so  geht  nach   §.  5  (2) 
—7^7^-' ~  in  1  und  x,  +  x  in  2x  über.    Man  hat  daher: 

dy         dsin  x 

dx^'dx-^''''' (1) 

Zweiter  Fall.    Ist  allgemein  u  eine  beliebige  Function  von  x 
und  t/  =  sin  Uf  so  hat  man  nach  §.  8: 

dy         dsin  u        dsin  u  du 
dx  dx  du     dx 

oder  nach  (1) 

dy         dsin  u  du 


Beispiele. 

1)  Soll  y  =  sin  (a  +  bx^) 

differenzirt  werden ,  so  denke  man  sich  in  (2)  a  +  bx^  statt  u  gesetzt.  Man 

erhält  alsdann : 

^'"  d 

=  cos  (a  +  bx^)  ~~  (a  -f-  bx^)  =  2bx  cos  (a  +  bx^). 


=  a  sin'^x] 


dsin^x  .       .      dsinx 

ö  "~^"  =  ansin«-»x  -  -—    =t=  ansin'^-^xcosx  [§.18.(l)J. 

oFsinlx] 

,  dsin  Ix    ,      .    ,     dc^     , 
«--^    +««?x--^-    (§.16). 

4» 


J 


1 
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dlx 
a^  coslx  —-'{'  sinlx  cc'  la 
dx 


a^  coslx 

— \-  er  ia  sinlx 


X 


jcos  Ix 


§.  22.    DiiTerentialquotient  von  cosz  and  cobu. 

Erster  Fall.    Es  sei      y  =  cosx. 
Setzt  man  cosx  ^=  sin  |—  — x\ 

d  sin  f-    -—  x\ 
,   ,  dy         dcosx  12 

SO  Wird  /  =  — ,      =» 

dx  dx  dx 

also  nach  §.  21  (2) : 

dy         dcosx  /^  \      \2         /  In 

-  du         dcosx 

oder  --^  =  _  -  —  z=  —  sinx (1) 

dx  dx  ^  ' 

Zweiter  Fall.    Ist  allgemein  y  =  cosu 

«  ,    .         1    o    o         ^V         dcosu         dcosu  du 

SO  folgt  nach  §.8:      -f  =  — —  =  -— -  — 

aar  ox  e/u      dar 

odernach(l)  ^=^    =-*"»«  dr (2) 

Beispiele. 

1)  y  =  co«mar; 

Setzt  man  in  (2)  mx  statt  u,  so  folgt:    • 

dv  dmx 

-r-  =  —  5tn  Twor  -— —  =  —  msin  mx, 

dx  dx 

2)  y  =  cos  Ax  sin  3ar  ; 

dy  ;         d^mSo-  .  dco5  4a;  .^        . 

-^  r=  co^io-  — \-  stn^x  -----  (§.  16) 

dx  dx  dx 

d  So*  .     d  4ar 

=  cosAx  cosSx  -_ «nSor  sin^x  — r  - 

aar  dx 

=  3co«3ar  eo«4x  —  4^*7180:  sinAx, 
S)      j^  =  («na)*^"; 

f  =  («na)--  /«na  ^'''-     [§.  19  (5)] 

CIX  CLX 

==  —  *inx  (sina)"""  Isina. 


J 
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4)  y   =  cos  (j/fl  _  bx^) 


t  =  -«•»(/«-*-')  ;^  K'^  i-^ 


bx  sin  (/a  ^  hx^) 


§.  23.    Differentialquotient  von  tgii. 
Aus  y  =  ^«  =  "~  , 

^  ^  C08U  ' 

folgt  nach  §.  17  unmittelbar: 

dsin  u         ,       d  cos  u  du         ,        ,      du 

f,0gjji  — smu  — ; —       cosu  cosu  - — Y-smu  sinu  ^^ 


dy  dx d^_       ^ ^ 

dx  coshi  coshi 

(cos\  +  sinhi)  - 

dx 

coshi 

oder  da  coshi  +  srn^u  =  1  ist, 

dy  dtgu  ___      1      du  ,  . 

däi  dx  cos^  u   dx  '     ' 

Fttr  u  =  a:,  also  X  =  1  ergibt  sich  aus  (1) 

dx 

dy         dtgx 1_  ^^x 

dx  dx  cos^x 

Beispiele. 

1)  y  *=  atghx'^ 

dy  dtghx a         dbx ah 

di  dx  cos'^bx      dx  co8%x 

2)  y  =  tgsinax\ 

^y  1  dsinax  acosax 

dx        cos^sin  ax         dx  cos^sinax 

y  c=  I  ^3a;  +  I  tg^cc  +  Itgx] 

Jx        ^       dx  dx  tgx     dx 


V^'r^^^.^^^^^%^Hn)]. 
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§.  24.    Differentialqnotient  von  cotn. 


Aag 


y  ss=s  cotu  = 


C08U 

sin  u 


folgt  anf  analoge  Weise  wie  in  §.  23  : 

dy         d  cot  u 
dx  dx 

Für  u  =  0?  wird  nach  (1): 

dy         dcotx 

dx  dx 


du 


sinhA    dx 


sin^x 


Beispiele. 


1)  y  =  cot{ix] 

dy 1 

dx 


dcLx 


a 


sin^ax   dx 
2)  y  ssss  cot  Itgx  \ 


sin^ax 


(1) 


(2). 


dx 


1  dltgx 

sin}  Itgx     dx 


cos^x 


2 


tgxsinHtgx 


8m2x  sin?  Itgx 

Anmerk.    Will   man  die  im   Allgemeinen   überflüssigen  Functionen  teeu  and 
cosecu  berücksichtigen,  so  findet  man  auf  analoge  Weise  wie  oben: 

dseeu  äaeou  du         d      \      du        sin  u  du 

dx  du      dx       du  eo8  u  dx        eo8^  u  dx ' 

deoseeu        dcoseeu  du         d^      l      du  cosu   du 

dx  du      dx        du  sinu  dx  ain^u  dx' 


§.  25.    Differentialqnotient  von  arcsina.'*') 


Ans 
folgt 
also  nach  §.  21  (2) 


y  =  arc  stn  u 


dy 


siny 
du 


u, 


dx        dx 


nnd  hiemach 


dx 


1     du 


cosy  dx 

oder  da  cosy = \/i—sinh/  =  /i  -^\ 

dy         d  arc  sin  u 
dx  dx 

du 


anch 


du 


f^l—u^   dx 


Setzt  man  in  (1)  m  «=  x,  also  --  =  1,  so  folgt: 

CIX 

dy        d  arc  sin  x  1 

dx  dx  ^\ 


'X* 


(1) 


*)  Wir  nehmen  stets  an,  dass  der  Bogen  iwischen .-  und  -f"  -äi^^bo  coiy  po 


tir  sei.     Man  hat  alsdann  arcUn{ — u)  =  —  aroainu. 
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Beispiele. 


1)  Um  y  =  ciarc  sin  j/1  — x^ 

zu  dijtforenzircn,  setze  man  in  obiger  Gl.  (1) 

M  =  ^1  —  x^ ,  M^  =  1  — 
also  nach  $.18  Zus.  2 

du  X 


X 


2 


^         Vi—x'^ 

so  folgt: 

dy  1  X  1 

An  merk.    Bei  einiger  Uebung  kann  man  die  Substitution  von  u  umgehen  und 
das  Resultat  unmittelbar  anschreiben. 

2)     y  =  arc  sin  ~r ^  -  —  \ 

yx^  +  1 

dy  1  d    I        X 

Äc  ""  I  /        I     ^^    Y  dx  l|/^-f  i^ 


K'" 


Vx^  +  ll 


3)  y  =  arc  sin  Isinx] 

dy  1  dlsinx  cosx  cotx 


dx        /i  —psinx  *      ^  sinxf/i  ^psinx        J^l  —  f^Wna:' 

§.  26.    Differentialqiiotient  von  arc  cos  a.*) 

Aus  y  =  arc  cös  u 

folgt  C05y  =  u, 

also  nach  §.  22  (2):         —  sin  y  f ^  =  ^ 

dx        dx 

und  hieraus  --  = ; 

dx  sin  y    dx 

*  dy  darccosu  1  du  .  . 

dx  dx        "^        (/i  i^'i  är ^    ' 

Für  ti  =  a;  erhält  man  aus  (1): 

dy         d arc  cosx  1 


dx  dx  ^i a;' 


•     •     • 


•     (2) 


n 
.  k.   Zu  dem  Resultate  ( I )  gelangt  man  auch,  indem  man  arecosu  =  —  —  are  8in  u 


)er  Bogen  wird  immer  zwischen  0  und  n  genommen,  ain  y  also  stets  als  positiv 


öÖ  Zweiter  Abschnitt. 

Beispiele. 

1 )  y  ■=  arc  cos  Ix ; 

^^__' 1 ^^_  1 

dx       /r--zi2^  dx       :^7r=i^' 

2)  y  =  arc  cos  x* ; 

_^2^  ^  _   1 ^*  _  _        4x3 

3)  y  =  arc  cos  (5  —  Sx^  +  4a:*) ; 

^ : 1_  d  , 

^ ex  —Ux^ 

/l  —  (5  —  3x^~-{^x^' 

§.  27.    Differeutialqnotient  von  arctgu.*) 

^^^  y==  arctgu 

also  ist  nach  §.  23  (I)        ~-  ^^  ^ 

cos^y  dx        dx 

und  hiernach  ^  =  ^oshi  ^ 

oder  nach  E.  T.  §.  6  (11) 

dy  _     __1 du 

oder  ^l  =  d arctgu  ^  1^      rf^ 

i^Uru  =  a:  folgt  aus  (1); 

ö^^ darctgx  1 

^ar  ^^^        "^  r+1r2 (2) 

..  Beispiele, 

l;   y  =  arc^  f^ar; 

^y  ^         1_   djTx  _  1 

\  a: 


^  2a:  ir  -—x  _^  ^  (2it:  —  1 ) 


t^x 


*  Der  Bog«!  ist  immer  «wiechen  -  ^  und  +  -»  m  nehmen,  damit  y  eine  einwerthi 
Function  von  u  ist. 
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§.  28.    Differentialquotient  von  aro  cot  a.*) 

Aus  y  ==  arc  cot  u  =  arc  tg  — 


folgt  nach  §.27: 

dy          d               1 
~-  =  -     arc  tg  —  =^ 
dx        dx              u 

1              u 

1  4-  -     "^ 

^^^^                     dg         d  arc  cot  u 

dx               dx 

1         du 
1  +u^   dx 

Für  u  =  X  folgt  aus  (1) 

dg          d  arc  cot  X 

1 

dx                dx 

1  +x^ 

• 


(1) 


(2) 


n 


An  merk.     Um  die  Gl.  (1)  zu  erhalteD,  kann  man  auch  areeotu^=  -  — arctgu 


setzen. 


Beispiele. 

1)  y  =  arc  cot  a^; 
dg 1__  d^ Za^la 

ax~        1  +  a^     dx  F+o*^* 

nx  1  „ 

2)  y  =  "  arccotap^^ 

dg  1  da^  a^-^ 

3)  y  =  arccot  '^       ^  • 

X  ' 

^  ^ i__     d^  //n-~^^\  ^ 1 

dx  1  _i    ^  —  x^  dx   \        X        I        ^\.^x 


2 


A  n  m  e  r  k.     Analog  erhält  man  nocB,  wenn  «  =  sec  y  = ,  also  y  =  are  see  u  ; 

cos  y 

du  ^^  siny  äy 

l 
dy        008^  du  M*  du  1  rfw 

<ic         «Vi  y  dx        ^  /         j"  eic        ,^  Vi^*  -ITi  <ic 


id  hiernach ,  wenn  y  =  arc  cosec  u  ist, 

dy         d     I  n                         \  1 

-_    ,—         I       —  arc  aecu]    =  —   j=:^==z 

dx        dx   \2                        I  uVu^  —  \ 


du 
dx' 


}  Der  Bogen  soll  «tets  zwischen  0  und  n  liegen. 


58 


Zweiter  Abachnitt. 


r»  ( 


m . 


n 


'.  t- 


1 1  k 
,♦ 


9  .. 


fr 


§.  29.    Diiferentialquotient  von  u^. 
Sind  allgemein  u  und  v  Functionen  der  unabhängig  Veränder- 


lichen X  und  ist 


so  folgt : 


y  =  tt 


V 


U, 


-^^   =    JÜ 

Jx 


u' 


X, 


X 


und  hieraus 


lini 


Jy 
Jx 


Ihn 


U,"' 

«•• 

», 

-  0? 

u,'« 

«l' 

Ml 
X 


1 


U' 


X. 


X. 


a? 


+  Üffi 


u, 


W 


X*  X 


M/i 


Berücksichtigt  man  nun,  dass  nach  §.  19  lim  -^- L  der  Dif- 

i'erentialquotient  von  u/  oder  auch,  wegen  der  unendlich  kleinen  Dif- 
ferenz U]  —  u,  von  u*'  nach  x  ist,  wenn  man  u  als  constant,  und  v  als 
Function  der  unabhängig  Veränderlichen  x,  dagegen  nach  §.  lö 

^ — — —  der  von  u"  ist,  wenn  man  v  als  constant  und  u  als  Function 


lim 


von  x  ansieht;  also 


u^lu 


X 


X 


dv 
dx 


und 


lim  — 


tt' 


Xj  —  X 


t?u*^S 


so  folgt : 

dx  dx         ^  '^  dx    *  dx        "^        \         dx 

Für  den  speciellen  Fall,^das8  u  =  v  =  x  ist,  folgt  aus  Vorstehendem: 

...     (2) 


du"  ,     dv     ,  ,  du  .   1  /    ,     dv     ,        dM\  .   , 


dar* 

-  -  =  a:^-l  (xlx  +  x)  =  x^  (Zx  +  1) 

VtdC 

An  merk.    Zu  der  Ol.  (l)  gelangt  man  auch  auf  folgende  Weise: 
Aus  y  =  u*» 

folgt  ly  zsstffflu 

also  nach  §.  16  -r-^   =  t;  -, r  '•*  ^ 

dx  dx     *  dx 

oder  nach  §.  20  (6) 

1   <fv         V   du     .     ,     dv 

-{•  lu 


y  dx 


u   dx 


dx 


und  hieraus  wieder  ~  =  ««?— i  (r  —   +  "^'^  t^  l- 

rfjc  \     zip  dx] 


1)  Ist 


Beispiele, 
y  =  x*^ 


und  man  setzt  in  (1)  u  =  x ,  v  «==  2x,  so  folgt: 

^  =  x«'-!  (2xte  +  2x)  —  2x^  {Ix  +  1). 
dx 
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2)  y  =  «na:*^^'^; 


4-  =  sinaf^'^-^ 
dx 


sinx""^*^^ 


,  ,        dcosx    ,  dsinx 

stnxlsm'x  — ; h  cosx 


dx  dx 

—  stn^xlsmx  +  cos^a;]. 
3)  2^  =  0;''; 

1^  =  x'^i  Üa?  ^  +  ^a;  )  =  x'^l  (/o:  -f  /a:)  =  2x'^-^  Ix. 

An  merk.  Zum  Schlüsse  dieser  Betrachtungen  wollen  wir  noch  auf  einige  Be- 
ziehungen, welche  iwischen  einer  gegebenen  Reihe  und  der  durch  Differentiation  der- 
selben abgeleiteten  Reihe  bestehen,  so  wie  auf  die  Bestimmung  der  gleichen  Wurzeln 
einer  Gleichung  aufmerksam  machen. 

1)  Gonyergirt  eine  Reihe  Ton  der  Form 

Oo  4-  «1  ^  +  ««  «*  +  «3  a:^  + •     (0 

für  —  9  '*^  ^  <i  -\'  9  y    Bo  convergirt  innerhalb  derselben    Grenzen   auch   die  Reihe, 
welche  die  DüTerentialquotienten  der  auf  einander  folgenden  Glieder  bilden,  d.i.  die  Reihe 

ai  +  2ä«  ;p  +  3a3  a;«  +  4ä4  ^'  + (2) 

Denn  es  ist  die  ConTergenzbedingung  fdr  (t): 


und  für  (2): 


lim  — ^  =  lim  -—^ •<  1  oder  z  <  lim  


««4-1  («  +  t)  a^.  a;"  n  ^n 

Um  -~^-  =  lim  -^-i <C  1  oder  z  <  lim  — r  ,   .  lim 

n  ^n 

oder  da  lim   j — -  =  1 ,  auch  z  <  lim 


Für  beide  Reihen  gelten  somit  dieselben  Gonvergenzbedingungen  und  die  Gonyergenz 
der  ersten  zieht  somit  auch  die  der  zweiten  nach  sich. 
2)  Besteht  die  Gleichung 

/  (a;)  «s  oq  +  ai  a;  +  at  ar*  +  <*»  ^  + C'^) 

für  alle  Werthe  von  z,  welche  zwischen  — g  und  -f-^  liegen,  so  hat  auch  die  Gleichung 

/  (ar)  =  Oi  +  2«4  a:  +  3as  ar«  +        (4) 

für  alle  Werthe  Ton  a;«»  —  ^bisa;  =  -f~^  Giltigkeit ,  wobei  die  Grenzen  —  ff  ^d 

•4'  g   selbst   eingeschlossen    sind ,    im    Falle    beide    Reihen    an    diesen    Grenzen    noch 

oonTergiren. 

Setzen   wir,   um   die  Richtigkeit  dieses  Satzes  nachzuweisen,  zunächst  Toraus,   es 

seien  a^,  oi,  at,  .  .  ,  sowie  z  positiv  und  bezeichnen   durch  h   eine  positive  Grösse, 

so  beschaffen ,   dass  z  und  a;  -)-  ^  ^^ots  innerhalb   der  Grenzen  —  g  und  -|-  g  liegen, 

so  ist  /  (^  +  A)  =  ao  +  ai  (a;  +  Ä)  +  fl,  (a?  4-  Ä)«  +  .  .  . 

•^  h ^»  (r+'h)-^-z  +  ^    iz  +  h)^z    +'" 

wo  die  Reihe  rechter  Hand  nach  §.  6.  10  cenTcrgirt. 

Hieraus  folgt,  weil     (f_+J^LZl5jL  <::  n  {z  +  Ä)«-l  aber  >  «a;«-!*), 

/  (^  +  A)^  -  /  (^j  <  «^    +  2«,  (a;  +  Ä)  +  3«8  (^  +  /»)«  +  ..    . 

>  «I  +  2«t  a;  -}-  3fl3  **  +  •  •  • 
[»eihen  rechter  Hand  nach  1.  oonyergiren. 


Denn  ist  a^i  >>  a;  und   sind   zi  und  z  positiv,   so  folgt  aus   der  identischen 

nng 

j»  —  xit=^  {zi  —  z)   (ari»— 1  -|-  afi»— 2  a;  -|-  Zi^-^  af*  +  .  .  .  +  a;»— 1) 

aji*  —  ar** 

Ibar <  na;i>»— 1  aber  >  nz^*—i. 

Zi  —  z 

Ut  man  nun  a;i  «i  a;  -^  A,  so  resultirt  obige  Beziehung, 


«•■ 


1/*   ,  >» 
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1.:  ■  \ 

c  . 


r<' 


tf. 


Setzt  man  daher 


80  folgt 


ai  -}-  2a«  a;  4-  3a3  a;*  4-  .   .  .  =»  9  (^) 


v  (^)  < r <  9  («  +  Ä) 


Ist  /*  negativ,  also  a;  +  A  <  a:,  «o  wird    t^  +  ^)'* ^     >   «  (x  +  Ä)«-» 

aber  <  «:r*e-l,  also   9  {£)  >  /  (^  +  ^^iZi^)  >  y  (,;  +  h\  woraus  hervorgeht, 

daas  in  beiden  Fällen  für  unendlich  klein  werdende  h 

(p  {x)  =  f  {x) (5) 

wird,  weil  tp  {x)  und  f{x)  stetig  sind  (§.  6.  12). 

Convergiren  beide  Reihen  noch  für  a;  ==  +  ^ ,  so  ist  Ä  negativ  zu  nehmen,  damit 
man  das  Convergenzintervall  nicht  tiberschreitet. 

Sind  die  Glieder  der  Reihe  (3)  theils  positiv,  theils  negativ,  und  verdankt  dieselbe 
ihre  Convergenz  nicht  dem  Zeichenwechsel,  sondern  den  zwei  Bedingungen 

lim  ~  —  <  l  und  lim  o«  .=  0 , 
an 

so  kann  man  doch  stets  x  als  positiv  voraussetzen.*)   Denkt  man  sich  nun  alle  positiven 

Glieder  zur  Summe  x  W,  alle  negativen  zur  Summe  ^  {x)  vereinigt,  so  ist 

wo  nun  durch  x  W  und  v  W  nach  §.  6.  11.  convergirende  Reihen  ausgedrückt  werden. 
Setzt  man  entsprechend 

^    S      A-      CS  ..  9    W    =   /4    W   —    V'l    W. 

wo  xi  {Jr)    die  Summe  aller  positiven  Differentialquotienten,   V'i  (x)   die  aller  negativen 
andeutet,  so  ist  nach  (5) 

^'  (^)  ^  ^  ^  W'     v^«  (^)  ="  ^  ^  (^> 

Xi  M  -  v/1  W  =£:  Lt  (^)  -  V  W]  =  £/W  «/  W 

Obiger  Satz  gilt  somit  allgemein. 

3)  Enthält  eine  algebraische  Gleichung/  (.r)  =  0,  amal  die  Wurzel  a,  ßmtl  die 
Wurzel  b  u.  s.  w.,  so  ist  bekanntlich 

/  {x)  =^  {x  —  a)a  (x  —  b)ß  (x  -^  e)Y.  .  . 
also  /  (x)  «  «  (a:  —  a)a-i  {x  —  ^)/*  (ar  —  <j)y  .   .   .   . 

+  /?  (;r  —  a)a  (a:  —  *)/9-l  (a;  —  c)y  .   .   .   . 
4-  y  («  —  «)«  («  —  6)ß  {x  —  c)y— l  .... 

I         •      •      •      • 

«  (a;  —  a)«-l  {x  —  ^)^-l  ....  [a  («  —  *)(«  —  tf)  ...  . 

+  /?  (a:  —  a)  (x  —  e)  .  ,  +  y{x  —  a)  {x  —  b  {x  —  d)  +  .  .] 
woraus  hervorgeht,  dass  /  (a-)  und  f  (x)  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
(^  -  a)«~l  (2;  —  b)ß-t  (x  -  r)y-l  .  .  .  haben. 

Ist  daher  /(jr)  ^  0  eine  gegebene  Gleichung  mit  gleichen  Wurzeln  und  man  ent- 
wickelt hieraus  /  (a;) ,  bestimmt  dann  zu  /  (x)  und  /  (x)  den  grössten  gemeinschaft- 
lichen Theiler,  so  lassen  sich  hieraus  die  gleichen  Wurzeln  erkennen. 

Ist  z.  B.  /  (a;)  =  a:'  —  5a;«  +  7«  —  3  =  0 

also  •   /  (ar)  ~  3a;«  —  10a:  +  7 

so   findet  man  a;  —  l  als  grössten    gemeinschaftlichen  Theiler  und    die  Gleichung  hat 
demnach  zweimal  die  Wurzel  l. 


also 
oder 


•)  Denn  ist  z  negativ,  so  kann   man   das  negative  Zeichen  mit  den  CoeCßcientei 
vereinigen. 


ZuMmmenstellung  der  Differentialquotienten  der  einfachsten  entwickelten  Functionen.  ß\ 

§.  30.    Zasammeiistellimi?  der  DifTerentialquotienten  der  einfaelisten 

entwickelten  Functionen. 


1) 

d  (u  --  V  -f-  w  -^  ,  .  ,) 
dx 

du     ^     dv     ^     dw 
dx        dx         dx 

2) 

d(u+  C)         du 
dx               dx 

3) 

d  UV             dv    ^       du 
dx              dx           dx' 

4) 

d  Cu         ^du 
dx                dx' 

5) 

d  uvwr                 dr     , 
-    —      =  uvw    --    + 
dx                    dx 

dw                 dv 
uvr   -     +  utvr         +  tyurr 
dx                 dx 

6) 

du""             „   X  du 
dx                     dx 

du 
dx 


dx** 
a)  — — -  =  wx"""*. 
dx 

dvy^   ji    ^ 

^^     dx  2  "fu  dx' 

dYjc         Jl 


_  u             du           dv 

d  -         v u  —^ 

A.  \ 

V             dx           dx 

7) 

dx                   v^. 

d  a"             ,     du 

8) 

— -—  =  a^la  ~-, 

dx                   dx 

d^          ^du 

dx              dx' 

,   de' 

^^  ä.-  "■ 

9) 

dlogu        logu  du 

dx              u      dx' 

diu  _\    du 
dx          u   dx' 

dlx         1 

^.    dsinu  du 

ö)  — -. —  =  cö*w  —-. 
dx  dx 

.   dstnx 

CC)   —- =  C08X. 

dx 
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V   dcosu  .       du 

AI j  — -z —  =  —  sinu  --. 
dx  dx 


«) 


dcosx 


dx 


—  sin  X, 


12)  ^^^       1       «*^ 


V  dtgx 


13) 


da;  cos^x' 

dcotu  1       (2u 

^  sinhi  dx' 

V   dcotx  1 


14) 


eZarc^nu                1  du 

dx  |/i  ^  da: 

.    d aresin X  1 

a)   - 


15) 


16) 


17) 


dx  j/i  _  ^2* 

darccosu  1          (fu 

.   darccosx  1 

darctgu              1  efu 
^'              1  +  w2  ^* 

.    darctqx  1 

^         da;  1  +  a-z* 

d  arc  CO/  u  1         du 

da:                     1  -f  w^   ^ 

.    darccotx  1 

da:  1  +  a;^ 


§.  31.    Anfraben  znr  lleban;« 

1)  ^  ==!  a  +  6a:  +  cx^  +  da:^; 

Aufl.      j^  =fi  +  2ca:  +  3drl 
dx 

2)  y  =  4.a;7  — 10:8  +  43:*  — 8a:2  +  ar+  1; 

Aufl.      ^  ==  a;«  —  ar''  4-  IGa^»  _  6x  +  1. 

3)  y  =  6  +  5|^x2  —  Sy^x^; 

A     ri       %             lö               24 
Aufl.      -.     = -. 


dx 


8f"x        byx^ 
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4)  y  =  o' 5 ^ 

yx^         X  Y^x 

Aufl.     -J ^—  +   —3-. 

xY^x*^         x'^yx 

5)  y  =  (a:2  +  Sx^  5)  (2a:2  _  ar  —  1); 

dx 
^.  5  +  a: 


Anfl.     ^-  ==  8x3  _j.  i5a;S  _  28a:  +  2. 


Aufl.     T  = 


dy  10 


dic        (5  —  x)^' 

^^  ^~  X»  +  X  +  1  ' 

.      «,       (%( 8a?^  —  a:^  —  2x 

dx^         (x^+V+lf' 

^x  4x  +  1 

.     „,      dy  8xH-3x*  +  4 

3x2  +  5x  —  2 

.     ,.      dy  5x*  +  14x  +  15  ,      ' 

^""-     di;~  (x2  -  Zf        * 

.       x^  -^  x*^  —  Ix  —  5  ^ 

^^  ^  ""       2x2—  3a:  +  2~' 

dy  _  2x^  —  6x3  ^  t7>g2  ^  24ar  —  29 

11)  yr=(3  +  4x2)4; 

Aufl.     f^  =  32x  (3  +  4x2)3. 
dx 

12)y  =  (x+l)2  (2x  — 3); 

Aufl.     1^  =  6x2  +  2x  -  4. 
ox 

3)y  =  (x-l)2(x-8)3; 

Aufl.     ^  =  5x4  _  44^3  j^  133^2  _  i80x  +  81. 
dx 

14)  y  =  /öi»  +~8x2  +  a;  —  1 ; 

.  „^,       ^  15x2  +  16x  +  1 

d^        ^1^5x3  +  8x2  +  X  —  1 
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15)  y==   »^^2^:1. 

Aufl.      ^^=    -    2^_ 


''^y-V-^h^ 


Aufl.     *^ (1_115!)       . 

Ann.     '^^^    2l^r  +  « 

«'^         2  K'7a^  4-  3' 
.t[  18)  y=  xVar;t+  1; 

<^  /x2  +   1 

x—1 


19)  y  = 


/x«  4-  2x  +  3  ' 


Aufl. 


dy  2  («  +  2) 


dx         (a:2  +  2x  +  3)J' 

20)  y  ==  x»  ^x  +  X»  f^x  +  X  f"xS; 

Aufl.      /  =  -  x^  +  X-  'r    +       a;* 
<ir         2  '3  4 

3 

21)  y=  /x2(a— Jx); 

Aufl.      ''«'  =  .  2«^  -  3ftx» 

22)  ^  =  (4  +  3a:)  ^b^T^^', 

Aufl.     -^^-=     45x+J^^ 
^        2^bx —  2 

r  a  4-  a^'  +  >^a  —  X 


23)  y  « 


K  a  +  :c  —  YcL  —  X 

A  ü  f  1     ^y  ^  —  ?ifL±/^^^^^) 

Andeutung.     Mache  den  Nenner  rational. 


24)  y  =  \^\  +  .r  4-  f\'—  x\ 


Aufl.     T  = 


dy  /i  _  a-  —  /l  -f. 


a: 


'i«^         4|/l-x2.    [//f  +  ^+^TJIV 


Aufgaben  zur  Uebong.  65 


25)  y  =  a"»«+»; 


Aufl.       /  =  nia"»^+"  la. 
dx 


.■n 


26)  y  =  o*' ; 


A  u  f  I.     1^  =  n^«-i  a^"  Za. 


27)  y  =  a'*'; 


Aufl.       f  =  a^^n"^  laln, 
dx 

28)  ^  =  a**+'*; 

Aufl.     "^^  =  (2x  +    Ma-'-^+'^/a. 

29)  y  =  j/a-'a;*»;  , 

Aufl       ^^  =  (^_  "t-^ M  J^^""  5"* 
da:  2x 

30)  y  =  e"'; 

Aufl.     -f  =  3ae"^'x2. 

31)  y  =  a«**''e^'^; 

A  U  f  1.     "J^  =  e^^'  (a«**'  /  e-  +  a«"^  a«"  a-  Po), 
dx 

32)  ^=/(3a^2_  5). 

Aufl.    J=,/V 

33)  y==il+x)l{l  +x); 

Aufl.     ^-  =  l+l(l+x). 
dx 


34)  ^  =  Y4a;3_  7; 

Anfl      ^^^ — 

^""'     dx        ix^  —  r 

Aufl.    f=-Ao-   .^. 

y  =  a*  /a' ; 

Aufl.     ^^  =  (1  +xla)aUa. 
dx 

AufL     f-  =  e^/a. 

6*ar 
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38)  ^  =  a^  tc™; 

Anfl.      ■^  =  — . 

lic  a-/ar 

40)  y=^ima:; 

Aufl.     '^^  =  ^..  . 

(ic  xlxUxUlx 

Aufl.    !f.^ i--.-. 

ii)  S  =  sin  (a  +  x>y, 

Aufl.     *_..,„(„  +  ..,. 
43)  j- «»(<■  + fe"); 


44) 

j  =  ra 

2a'  —  cos  2x 

Aufl. 

l  =  ^(" 

n  2x  +  a 

.2^). 

45) 

,  =  nn' 

5^; 

Aufl 

dx 

71^  5x  cos 

5x, 

4G) 

y  ^  sin 
Auf! 

1 

47) 

r=  -  ')'. 

™  |/iä  ^"i" 

Aufl. 

|=- 

cos^x  (2  - 

-  5  dn'x). 

48) 

l-cxlcx; 

Aufl. 

,x{lc..x 

+  >)■ 

«)ä 

—  i™ 

(<a  +  t); 

Aufl. 

dx 

(<«  +  ») 

60)  j 

+  i/,i  Tl . 

Anfl. 

t=v^^ 

„S.+   (i+^ 

4|/.,-  + 
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51)  y  =  cos  {x^  —  Y"^^)] 

Aufl.      ^  =   —  (3^^   -  \  x^\  sin  (x3  —  Y^x-'). 

52)  y  =  sin  l{x^  —  a) ; 

.     x»!       ^y  2ir;  cos  l{a:^  —  a) 

dx  x'^  —  a 

58)  y  =  -  -  «Vi*  x^\ 

du 
Aufl.      —  =  x^  sin^  x^  cosx^. 
dx 

54)  y  =  a'»'»''; 


Aufl.      -  ^  =  sin  2x  a*"*'^  la. 
dx 


55)  ^=3  c**""*; 


Aufl.         f   =  C^'*'  C05X. 

dx 
56)  y  =  a'"*'; 

Aufl.     -f  =  —  cf'""'^  tax  la. 
dx  ^ 

Aufl.     t^  ^  1 


COS^  —      -~i.-  r         /      r 

1   —  f^^' 

58)  3^  =  5m  a''^-'; 

Aufl.     /  =    .-    cosd^^'^d^^^  la. 
dx       sinzx 

59)  y  =  tg\x^  -  a); 

Anfl       ^y  _     8a-  <^3(a.2  _  ^) 
dx  cos\x^  —  a) 

60)  y  =«(a  — O)'^""; 

Aufl.     ^^=  (^~K.^Z'-'-L(«-0). 

y  =^  cos  (x  tg  j?) ; 

A      p,      dy  2x  +  «n  2ar 

Aufl.     f  = V-^^ — . 

dx  X  sin  2x 

5* 
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63),_%,'l±ii 

Aufl 

rf,                       2.«                         1 

G4)  j  — «<(;».«»»■>); 

65)  j  -  n™ 
Aufl. 

.«■  +  o' 
*             2ra 

CG)  y  =  orc 
Aufl. 

* ^1 

^        (1  —  »«)  1^1  —  2j '■ 

67),-«™ 

Aufl. 

68)  y  =  arc 

1  +.«       ' 
■  *  _                     ^  -  1 
"^        2  (1  +  i)  Kl  (1  +  *  +  .,■')' 
.■■       '''      . 

i  +  ri' 

Aufl. 

d,               1 

69)  3,  -  or»  c 
Aufl. 

■fc         2(l+ra)t'i(l  +2K'x)' 
(/,  _                    3  j-3  —  1 

Aufl. 


*_ 


ix'  +3i  —  5)  (/»■"  +  6i' —  2x'  —  3ÖI  +2 


'2)  y—^<•"'3^i 

Aufl      -'  _  ' 

rfi        3(16  +  x')' 
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73)  y  =  }/ arc  tgx\ 


Aufl.     t=  * 


dx         2  (1  +  x'^)  ^arcigx 

74)  y  =  arctg  --  ; 

A       f  1  ^^  1    Ix 

dx        x^  -{-'  fix' 

75)  y  =  arc  <^  j/*^!p|;   . 

rfy  1 


Aufl.     -?  = 


76)  ,y  =  arc  tg  i+ /^S. 

Aufl.      ^=       .  1,_^_. 

de         2  (2  +  .r)  K  1  +  £t 

2x 

77)  y  =  arctg  z-^j^-^\ 

.     /.,       % 2 

78)  ^  =  (1  -{-  a?^)  rtrc  ^^  x] 

A  U  f  1.       r  ==^  1  +  2x  arc  /^  o*. 

4d)y  =  arctg   ,- : 

-^  '^  ft  +  ccosx^ 

A     Ol       dg  a  {b  cos  x  +  c) 

rix"         (h  +  ccoÄif)^  +  «^  sin^x' 


80) 


1/^3  +  ^,2+1 

y  =  arctg   J/       -^.2—1    "    » 


.     ,.,       du  x^  —  3a:  —  4 

Aufl.       ^ 


^^         2x  (x  4-  2)  f{x'^  —  1)   (a*«^  +  ^'^  +  1)" 
81)  y  =  arc/!^  {tg  x^); 

Aufl.      f^  =  2x. 

Andeut.     Berücksichtige,   daas    arc  ig  (tgx^)  =  x"^  ist,  oder  direct 
nach  §.  27. 

^)  y  =  arc  tg  (ntgx); 
Aufl.     -^^  = 


83)  y  =  (1  +  a:^)  f^x  .  arc  tg  x\ 

Aufl.     -7^  =    ■  ^^^ arc  tg  x  -\-  yx. 

dx  2yx 
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84) 


y  =  arc  ig  a?l/  -TL^; 


Aufl.     %^ 

dx 


1  +  ^  —  ^^ 


(1  _  ic  ^-  a;2  ^  ^3)  j/i  _"^2- 


85)  y  =  a*  +  Z  («no:)  +  arctgc?^  +  «n^a:; 

Aui  1.      -  -  =  a-^  ^  +  co^a:  +  - — -. r-  -f-  ^stvrx  cosx, 

dx  1  +  ar 

86)  y  =  arc  cot  (1  —  arc^) ; 


.      „,       dy 2ax 

^^^^'      dx  ^  2  —  2ax^  +  a^x'~' 


87)  y  =  arc  cot  ^ ax  +  ^\ 


a 


Aufl      ^^ 

<fc  [1  +  ox  +  6]  2/aa:  +  b 

88)  y  =  arc  cot  j^fa;; 


Aufl. 


dy 


dx  (l4-fcc)2xf'&' 

89)  y  =  (x  +  1)-^« ; 


Aufl.     -f^  =  (x  +  l)«Vi 


a?^  +  1 


a; 


----  +  2arZ(a;  +  1) 
H-  1 


Andeut.    Durch  Substitution   in  §.  29  (1)  oder  direct  nach  der 
Anmerk.  zu  §.  29,  indem  man  setist: 
ly  =  (ic*  +  1)  l{x  +  l) 

-i  -  -!  J  -"•  +  •>  i '"  +  "  +  "-  +  '> i<"'+'>- 


1 


90)  y~{x^+  ly' ; 


Aufl. 

91)  y  =  a:*»»^; 


dfy         (x'^  +  1)**  c 


rfx" 


^2+1-     [2^  +  (^'  +  1)  K^'  +  !)]■ 


^3/ 


stnx 


X 


+  Zar  cOÄa; 


Aufl.      -/-  =  a:**»' 

92)y  =  f«n(x2+l)]'; 

Aufl.      ^  =  [««(x'+l)]»^  [Wn(x»4-l)  +  2x''co< («2  +  1)1 

93)  y  =.  (1  -|-  cosx)'*'"'; 

Aufl.      ^  =(1  +awa;)"»*  [~1  +(1  +i(l  +awa;))  cosi 

94)  y=-{tgxy'; 

dy 


Aufl.     ^  =  (C^a;)" 


1,  .       2Za: 

-  Zf^a;  +  -^— 

X  sinzx 
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95)  y  =*  (1  +  ^  sin  a:)*; 

Aufl.      ^-  =  (1  -^  X  «ncc)^""*  [x  (sin  x  +  x  cosx) 

^  +  (1  +  a-  sinx)ll  (l  -{'  x  sinx)]. 

96)  y  =  {arc  tgx) 


cos  X  • 


A  U  f  1.      --"  =  {arc  ig  x) 
dx 


fiOSX 


cos  X 


(1  -{-x^)  arc  tgx 


sinxlarcigx 


cosx 


97)  y  =  {sin  X  -{-  Ix)''  ; 

dy 


cos  X 


Aufl.     —^  =  {sinx  +  Ix) 


dx 


cosx  {xcosx  +  l) 


x^  {sinx  +  ^x) 

X sin X  -{-  cosx  ^  .  .        .    ,   v 
-   l  (sinx  +  Ix) 


X' 


^"'^-z+2. 


98)  y  =-  e 

^^^^'      dx~   x'^  +  2x  +  2 

99)  y  =  arc  cot  l  {arc  sinx)\ 


e-rctg—^ 


100)  y 


.     -,       dy  1 

^  ( 1  +  ^^  arc  sinx)  arc  sinx  y  \  —  x^ 

X  '\-  ^nx 
=  arc  cot 


1  +  Zo:  ' 
sinx 


Aufl. 


d\j 


X 


—  (1  +  Ix)  cosx  —  Ix 


\^\)y 


dx.  (1  +  ^^y  +  (a:  +  ^nxY 

=  «n  w ,  u  =  V'x  \ 

dy         2lx  .  cosflx 
dx  oc 


Aufl. 


Andeut.     Nach  §.  8  (1)  oder  direct,  indem  man  y=sint^x  setzt. 


102)  y  =  y^u,  M  =1=  «n  2?,  ü  =  arctgx] 

.     ^,       dy  cos  {arc  tgx) 

dx        2  (1  +  x'^)  Vsin  {arc  tg  x) 
Andeut.    §.  8  (2). 

lOa^  y  =  sin  u,  a:  =  u"  ; 

n 

Andeut.     Nach  §.  8  oder  auch  dixect 
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§.  32.    Differentialqnotient  von  f  (n,v). 

1)  Sind  u  und  v  zwei  Functionen  der  unabhängig  Veränderlichen 
Xy  ist  ferner 

eine  Function  von  u  und  v  und  bezeichnen  «^  ,  t?,  die  Werthe,  welche 
u  und  v  annehmen,  wenn  x  in  a?j  tibergeht,  so  hat  man 

'       — ^— — — — — — — ^— —  • 

Wj  —  M  a^i  —  X  Vj  —  v  iCj — X 

Nun  drückt  aber  offenbar  f(u^  ,v)  —  f{u,  v)  die  Aenderung  aus, 
welche  f(u  ,  v)  erleidet,  wenn  u  in  u^  übergeht,  dagegen  v  unverändert 
bleibt.    Lässt  man  darum  x^  sich  unbegrenzt  dem  Werthe  x  nähern, 

so  stellt  nach  früherem  lim  "^  ^^  '  ^^ LSÜLill  denjenigen   DifiFeren- 

tialquotienten  von  y  ^=^f{u  ,  «)  vor,  welchen  man  erhält,  wenn  man  in 
dieser  Function  u  als  unabhängig  Veränderliche ,  dagegen  v  als  eine 
Constante  betrachtet.  Ebenso  bezeichnet  /(mj  ,  i\)  — /(wj  ,  v)  die- 
jenige Aenderung,  welche /(wj ,  v)  erleidet,  wenn  man  v  in  v^  übergehen, 
dagegen  u^  unverändert  lässt.  Berücksichtigt  man  nun,  dass  mit 
a-j  —  X  zugleich  Mj  —  u  unendlich  klein  wird,  in  diesem  Falle  aber  « 

statt  u,  zu  setzen  ist,  so  ersieht  man  hieraus,  dass  Uinr^^^ '  ^^  ^ — ^ -' '-' 

denjenigen  DiflFerentialquotienten  der  Function  y  ^=^f{u,v)  ausdrückt, 
welchen  man  erhält,  wenn  man  in  /  (m  ,  v)  v  als  unabhängig  Veränder- 
liche, dagegen  u  als  eine  Constante  ansieht. 

Man  nennt  den  DiflFerentialquotienten  einer  Function  zweier  oder 
auch  mehrer  Veränderlichen,  welcher  so  bestimmt  wird,  dass  man  von 
den  Veränderlichen  eine  als  Unabhängige,  die  anderen  aber  als  Con- 
stante ansieht,  den  partiellen  Differentialquotienten  der  be- 
treffenden Function  nach  der  als  unabhängig  Veränderliche 
angenommenen  Variabein  und  deutet  denselben  nach  Jacobi 
dadurch  an,  dass  man  d  statt  d  schreibt. 

Wir  erhalten  hiernach  unter  Berücksichtigung ,  dass 

,.     M.  —  u         du       j  ,.      i\  —  V         dv 

Ivm  — — —    =   ,-  und  lun   ^ = 

x^  —  X        dx  iCj  —  X        dx 

ist,  aus  obiger  Gleichung  (1)  unmittelbar: 

!^  =    (^/(WjrJtO  ^    r/Cu  fV)     du  ^f(Uf  v)     d^ 

dx  dx  ru  dx  cv  dx      '     ' 
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Den  Gesammtwerth  von  ~  nennt  man  den  totalen  Differen- 

dx 

tialquotienten  der  Function  y  =/{u  ,  v). 

2)  Sind  u ,  V  ,w  drei  Functionen  von  x  und  ist  y=if{UfV^w)  eine 
Function  derselben,  so  hat  man : 

Jx  X^  X 

a?|        X 
Uj  —  u  x^ — X  Vj  —  V  Xj  —  X 

w^  —  w  a*,  —  X 

und  hiemach  durch  analoge  Schlussfolgerung  wie  oben,  wenn  man/ 
statt/ (u  ,  V  ,w)  setzt: 

4/"         cf   du    ,     cf  dv    ,     r/   rfw?  .^. 

oac  cu   dx         fvdx         cw   dx 

3)  Ebenso  folgt  allgemein,  wenn  wir  kurzhin  durch /eine  Function 
beliebig  vieler  von  x  abhängigen  Veränderlichen  u,v,w  ...  bezeichnen, 

df        ff    du        cf     dv         dfdw^  ... 

dx        Cu     dx        cv     dx        cw  dx 

Beispiele. 

1)  Es  sei  y  =  «in  M  cos  r,  wo  u  und  v  Functionen  von  x  sind. 

Da  /  = 

cu 

und  ^^  = 

so  erhält  man : 

dy  ^ 

dx 

2)  Man  soll  den  Differentialquotienten  von 

y  =  a^'  -\-  l  {sin  x)  -}-  arc  tg  c^  -f~  sin^x 
nach  Obigem  bestimmen. 

Setzt  man  zu  diesem  £nde 


c 

sin  u  cos 

V 

cos  u  cos  V 

?u 

d 

sin  u  cos  V 

—  sin 

u  i-iri 

^'? 

cv 

du 

dv 

cos  u  cos  V 

dx 

-  stn  u 

stn  V 

da' 

.X 


M: 


a'=  u  ,  stn  X  =  Vy 
y  =  u  +  Zi?  +  arc  tg  u^  +  ^* » 

dy  2u  du 

^  =  1  +  1 — i— i  ,    ,    =  d^  la\ 
du  1  +  M^  '  cZa;  ' 

^y  ^1^3^^ 

-—  = h  4y^,  --  =  cos  X, 

cv  V  '  dx 

^  =  (l  +  _i^_l   -  +  (-  4-  4«3l  - 
dx        \    ^  l  +  u*]  dx^  \v  ^       \  dx 
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=  |l  +  -z — ; — Äz\  ö*  ^  +  \-' h  ^sin^x]  cos  x 

\  1  +  a^*/  \smx  f 

=  a'  Za  -|-  --- — i"  +"00^  a?  +  4  siTrx  cos  x 

wie  wir  schon  §.31,  Aufg.  85  auf  directem  Wege  gefunden  haben. 

A  n  m  e  r  k.     Mittelst    obigen   Satzes    lassen    sicli  leicht   die  früher  entwickelten 

Formeln  auf  anderem  Wege  finden. 

Ist  z,  B.  ^  BS  Mf,  so  folgt: 

dl/        ?Hv  du    ,    CUV  dv  du    .         ^^     ,     ^    ,^y 

-   =  ,        ,    +   vs—    _-   ==  v  —   +  1*   —     (s.  §.  16). 
dx         cu   dx    ^     cv    dx  dx  dx 

« 

u 
Für  y  =  —  erhält  man : 

V 

c  —  c 

dy  V    du   ^.        V    dv         \    du        u    dv 

dx         du     dx  cv    dx         V   dx        «*  dx 

du  dv 

dx  dx 

=  -       j-         (••  §.  IT). 

Der  Studirende  mag  zur  Uebung  die  noch  übrigen  einfachen  Formeln  auf  diesem 
Wege  herleiten. 


§.  33.    Anf^ben  zur  lleban;^. 

Folgende    Functionen    nach    den     vorstehenden    Regeln    zu 
differenziren: 

1)  1/  =  Vtgx  +  «w  6^  +  6^^  +  ß~^  ^^? 

Aufl.     -^^- ^--^+e-cose-  +  2e'''-+    -^-. ^. 

«^        2cos^xVtgx  e^cos^x         c* 

A n d e u t.     Setze  ig  x  =  u\  c-i:  =  v. 

2)  y  =  xsinx  -{-  Sx^sin^x  +-  xlsinx] 

Aufl.      -  -  =  sinx  +  xcosx  -j-  Qxsin^x 
dx 

-}-  12x^sin^  xcosx  +  Isinx  +  xcotx. 
An  den  t.     Setze  sin  x  =  u. 


3)  y  =  /2^  -|-  2  sin^x  +  5  tg^x ; 


Aufl.       f-  = h  ßstn-xcosx  H V  — 

dx  X  cos^x 

Andeut.     Setze  Ix  ^^  u^  sinx  «=  v,  Igx  =-  w. 


4)  y  =a  fl^**'*^  + 


cos'^x 

• 

a 


A     ri       ^!/        l  2stnx\  .    /  ,  .  cos^x\  _ 

Au  IL      -p^  =«=    a-^ -—   cosx-}-  ia^smx -—   la, 

dx        \  a"^    ]  \  o^   ' 

Andent     Setze  a'  =»  u,  sinx  «»  «. 


b)  y  ==>  Ix  .  arc  ^  a;  + 
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Px 


(arctgx)^^ 

Aufl.      /  =  larctgx  + ,J  -  +  llx  —  7 — r^     7~r~2' 

^         \  '    (arctgx)^  X         \  {arctgxy     l  +  x^ 


§.  34.    Homogene  Functionen. 

1)  Eine  Function  fix,y,z,...,)  heisst  homogen  vom  nten 
Grade  oder  von  der  nten  Ordnung,  wenn  dieselbe  die  Eigenschaft 
hat,  dass 

/ (ax  ,  aij  ,az  ,  .  .  .  .)=^  a"*  f(x  ,y  ,  z  ,  .  .  .  ,) 

WO  a  irgend  eine  neue  Veränderliche  bezeichnet  und  ax  ,  ai/ , . . .  statt 
^  #  y  /  ^  /  •  •  •  gesetzt  ist. 

-    Ist  z.  B.    /{x,i/,z)  =  a^yx;  —  bxi/V  +  cx^i/z^  +  dx^yh^  und 
man  setzt  ax,ai/,az  statt  x,i/ ,Zy  so  wird 

f(ax,ai/,az)  =  aa^x^yh  —  ha^xy^z^  +  ca^a^'^y-?*^  +  da^xhjh'^ 

=  a®  {ax^g^z  —  bxgh^  +  cxhjz'^  +  dxhßz'^^ 

2)  Ist  f^x'^if, 

so  wird  /  =  mx"*-*^  1/:  :^  =  rw?'"  v*~^ 

cf  df 

also  ic  ;r-  +  y  /  =  (m  +  n)  a;^  w**  =  (7?i  +  n)  /. 

Analog  folgt,  wenn 

f^=a^  x"*t  y"i  4-  «2  a;"*«  y"«  +  •  •  •  . 
wo  friy  -f-  n|  =  7712  "t"  '*2  "^^  •  .  •  •  =  fi 

und  n  eine  constante  Zahl,   die  Function  /  also  eine  homogene 
isty  dass 

'i+«%-'<f (■' 

Dieser  Satz  gilt  natürlich  auch  ftlr  mehr  als  zwei  Veränderliche 
nndheisstgewöhnlichderSatz  vondenhomogenenFunctionen. 

^.B.  F  ^=^f  (x  ,  y  ,  z  ,  .  .  ,)  eine  Function  nter  Ordnung,  so  folgt; 
^4-y^  +  2^-  +  ...  -=nf{x,y,z,  .  .  .)  =  nF      .  .  (2) 

Ist  F  =  j,  y,  wo/  eine  homogene  Function  der  772 ten  und  y 
^üiche  der  nten,  also  F  eine  Function  der  {m  +  n)ten  Ordnung 
■"«l^net ,  so  hat  man  nach  §.  32 : 
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dx  ex  dx 

dF  dif  df 

^y        %         <^y 

==  n/y  +  7??/(5p  ==  (m  +  w)/5p  =  (m  +  w)  ^• 
4)  Behalten  wir  die  eben  angeführten  Bezeichnungen  bei,  so  resultirt 

ferner  aus  F  =     sofort 

rF  _  ^  ex        -^  rx^  ^F  _  ^_dy        -^   ry 
dx  {fr  '   dy  ifP' 

und  hiernach         ^r  >,-  +  y  ^  =  (m  —  n)   -=  im  —  w)  F, 

ex  cy  <p 

5)  Ist /eine  homogene  Function  der  mten,  also/**  eine  solche  der 

mnten  Ordnung  und  F  =  /»,  so  hat  man: 

dF  ,df     cF  ,  df 

Cx  ex       cy  dy 


cF  dF  I    df  dA 

also  X  ^    +  y  -  =  w/"-*  [x  /  +  7/  i^    =  nf-^  .  mf  =  mn/*  «=  mnF. 
dx  oy  \    €x  cyj 


B.    Wiederholte  Differentiation. 

§.  35.   Bedeatmig  des  zweiton  Differentialquotienten  in  der  lUechauik, 

Nach  dem  Beharrungsgesetze  behält  ein  sich  in  Bewegung  befind- 
licher Körper  seine  Geschwindigkeit  v ,  sowohl  der  Richtung  als 
Grösse  nach  so  lange  unverändert  bei,  als  nicht  eine  störende  Ursache, 
Kraft  genannt,  auf  denselben  einwirkt.  Umgekehrt  lässt  sich  aus 
der  Geschwindigkeitsänderung   auf  das  Vorhandensein   einer  Kraft 

schliessen  und  da  der  Quotient    ^    —  für  den  Fall,   dass  das  Zeit- 

Xt   """"   X 

Intervall  x,  — x  unendlich  klein  ist,  indieBeschleunigung/>  tiber- 
geht*), so  folgt  unmittelbar    p  ^=  -f- 

dX 


*)  Denn  ertheilt  eine  constante  Kraft  einem  Körper  in  der  Zeit  T  eine  Geschv 
digkeitsänderung  ==  f ,  so  ist  nach  bekannten  Gesetzen  der  Mechanik  die  entspreche 

Beschleunigung  oder  Verzögerung  =    —  und  da  man  jede  Kraft  innerhalb  eines  une. 

lieh  kleinen   Zeitintervalles  als  constast  wirkend  ansehen  kann ,    so  ist  obige  Annah 
gerechtfertigt. 
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oder  nach  §.  7,  12  ^  =  — -    =  --^ 

dx  dx^ 

d.  h.  die  Beschleunigung  wird  ausgedrückt  durch  den  zweiten  Dif- 
ferentialquotienten des  Weges  in  Bezug  auf  die  Zeit. 

Da  nun  nach  bekannten  mechanischen  Sätzen  die  Grösse  einer 
konstanten  Kraft  P  gleich  dem  Producte  aus  der  Masse  M  des  beweg- 
ten Körpers  in  die  Beschleunigung  ist,  so  folgt  aus  Vorstehendem : 

§.  36.    Beispiele  Ober  wiederholte  Differentiation. 

Die  Bestimmung  der  auf  einanderfolgenden  Differentialquotienten 
einer  Function  geschieht  genau  nach  denselben  Regeln,  wie  die  Be- 
stimmung des  ersten. 

Zur  näheren  Erläuterung  lassen  wir  nachstehend  einige  Beispiele 
folgen. 

1)      /•(a,)  =  a:« 

/'  (x)  =  n  (n  —  1)  x'»-^ 

f'*{x)  =  n  (n  —  1)  (n  —  2)  x»"» 


/<«)(x)  =  n(7i—  1)  (n  — 2)  .  ,  (n  — m  +  l)x«-»»=  ---^l—a:«-«* 

/(«)(a')  =  n  (n  —  1)  (n  —  2)  .  .  .  3  .  2  .  1  =  n ! 

2)  /  (x)  =  x^  —  5x3  +  3x  —  8 
/'  (x)  =  4x3  _  15^2  _|_  3 

/"(a)=  12x2  — 30x 

/'"(.r)  =  24x  —  30 ;     f^^\x)  =  24 

3)  /  (x)  =  rt'" ;     /  (x)  =  a^  la 

f*  (x)  =  a^  t^a,  ,,  /(«)  (x)  =  a'  Va 
**)    /(^)  =  sinx 

/'  (x)  =     cos  X    =  sin  Ix  +     - 
/"  (x)  =  —  smx  =  sin\x  -\ — —  1 
/"'  (x)  =  —  cos  X  ^^^  smVx  -\-    ^    I 

f^\x)  ==^  sin  X    =  «71  Ix  H 

Anmerk.    Je  nachdem  n  durch  4  dividirt    0,   1,  2   oder  3  als  Rest   lässt,  ist 
">  (ar)  becfigUch  sinx,  cosx^  — sinx,  — coax. 
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5)/(a;)  = 
/'  (^)  = 

/" (^)  = 


—  2sinycos^y 


f"  (x) 


f'^{.^) 


aretgx  =  y,  also  tgy  =  x 
1_     _         1         _       j 

_         2x        ^  _        2  /</y 

=  —  sin2ycos'^y  =  s/n   2y  H — -     co5^^ 

=  -  '-fe^J?  =  -  2  (1  -  3^^V)  co.«y  = 

—  2  (co«^y  —  ^siri^y)  cos'^y  =  —  2  (1  — ^mC^y)  cos^y 

=  —  2cos3ycos^y  =  1  .  2  ^w  |3y  +    —1  cos^y 

iy  -\-    "\  cos^y 


Um  die  allgemeine  Giltigkeit  dieses  Bildungsgesetzes   nachzuweisen, 
nehmen  wir  an ,  dasselbe  sei  für  n  richtig  und 

/•(»)(x)  =  (n —  1)!  sin  Iny  +    -    cos^y 

so  folgt  hieraus: 

jin+i)  (x)  =  (n  —  1)! 


neos  \ny  +   -     cos^y  ^  — 


nn\ 


nsin  \ny  +  "-"1  cos^~'^ysiny  - 


==n! 


cos  \ny  +    -1  cosy  —  sin\ny-{-    ^  |  siny 


(nTt\ 
(n  +  1)  y  +    \^     cos^^^y  cos^y 

=  n\  sin  Un  +  1)  y  + 


^  da 


(n  +  1)  tt) 


co5"+*  y. 


Ist  obiger  Werth  also  für  n  giltig ,  so  ist  er  es  auch  für  n  +  1   und 
somit  allgemein  richtig. 

§.  37.    Aufgraben  zar  llebmi;. 

1)  /•(^):^5a:4; 

Aufl.    f{x)  ==  20a:3 ;  f\x)  ==  60ar2;  /''(a-)  =  1 20x;  /^(a)  =  120. 
2)/(^)  =  (a  +  a'2)2; 

Aufl.     r  (ic)  =  4x  (a  +  x^) ; /'  (a-)  ==  4  (a  +  Sx^) ; 
/'"  (ic)  ==  24a:;  f^^^  (x)  =  24. 

3)/(^)-r^; 

Aufl.    /' (.)  =.  ^;  r'(.)  =  ^  ^-^-;,- ;  rV)  =  3-^^- 
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A  Ufl.     f  ix)  =  •—  (x  +  a)-2;  /"  (ar)  =  —  1 .  -  2  {x  +  aY^; 
f'"(jc)=—l.—2 d(x+a)-*;..f^"\x)={—iyn](x+a)-''-K 

5)  /  (x)  =  (6  +  5ar)* 

Aufl.    /'  (x)  ==  20  (6  +  5x)»;  /"(x)  =  300  (6  -f  öx)^; 
/"'  (x)  =  8000  (6  +  bx);  f'^{x)  =  15000. 

Aufl.  fix)  =  (fl^,).;.r(.)==  (-^ ^-Ip; /'"(.)=  (V--^, 

.^,    ,        2.2.3.4  .,„.  ,  .  2  .n! 

Aufl.    /'  (x)  =  y-,  /"(x)  =-  ],;  /'"  (x)  =  i^; 
fiv  (^)  =.  _  L^^;  8 ;  .  .  .  .  /•(") (x)  =  (-  1)"-'  (^  -_JiJ. 

8)  /  (a:)  =  cosx] 


Aufl.    /'    (a:)  =  —  sinx  =  cos  hc  +  J 

/  27r\ 

y*"  (ic)  ===  —  cosx  =  cos  \x  + 

y*'"  (x)  =     »in  X     =  cos  U  +    ^  / 


Aufl.     /    W  —  ^j^^^'i    ^^.2—        (a  +  bx/' 
10)  /  {^)  =  a''c  «no:. 

Aufl.   /'(-)=»yf=p!/"(-)-(r-f;iy|5 

-,  9  +  72x2  +  24x* 

/  W  =    - 


tat* 


(1   —  X«)S 


•      *      •      • 
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Aufl.    /'(x)=/"(a^)  =  .../<«>(^)  =  e*. 
12) /(er)  =5tn 3rr 

Aufl.       /  (x)  ==  3cos 3x  =  3 «n [Sx  +  ^ 


/"  (^0 


32«n3A'  =  32^/71  |3x  +  -|^ 


/'"(a;)  =  —  3Vo5  3a;  =  33  si7i  Isx  +  y 


/f«)(a:)  =  3«  sm    3a;  + 


WTTi 


13)/(x)  = 


7  —  a; 


a;  —  1         a:  4-  2         a.'-*  +  a:  —  2 
.     ^,         ,/  X       ar^  —  Hx— 5    ^,,,  -       — 2a:»4-42a*4-30x4-S8 

Aufl.  /'(-)= (-2-+- _ 2).; /"(-)=      (,2^_-_2)3--  - 

oder  allgemein 

/(«;(a,.)  =  (~i)».2.n!  (iT-T-l)-"-^  — (— l)«,3.7i!  (a-+2)-»-i 
=  /__  lY    n^  \ ? ^  _  _ 

_4 3 4x+  1 

1.4)  /(^)  —  ^  ^  1         (^  +  1)2         ^.2  +  2a:  +  l' 


Aufl.    f'{x) 


—  4ar2  —  2«  +  2 


4a:  —  2 

Or  +  1)^ 


(a-2  +  2a:  +  1)2 

///      _  2  (4a:  — 5) 
/   W  -    (^  +1)4   5  •  •  • 

15)  /(a?)  =  stn^ac 

A  U  f  1.     /'  (x)  =  Asin^x  cosx 

/"  (x)  =  45m2x  (3  —  Asin^x) 

/'"(x)  =  4*m2x(3— 85/«2^)  =  4«w2ar(4— 8«n2a— 1)  = 
4  «Vi  2x  (4  cos  2a:  —  1 )  =  4  (  2  sin  ix  —  sin2x)  .  .  . 


§.  38.    Diflrereittialqnotieiiten  des  Prodactes  uv. 
Sind  u  und  r  Functionen  von  x  und  ist 

SO  hat  man  nach  §.  16 

dy  dv    .      Ju 

-^-  =*  M  —  -f- 1?  — 
dx  da:  dx 


Bifierentialqüotienten  des  Productes  uv.  gl 

Und  da  im  Allgemeinen  -    und  -    wiederum  Functionen  von  x  sind, 

dx  dx 

<jPy  cPv         du  dv  cPu         dv  du (fiv  _^  ^du  dv  dPu 

da:'  dx^        dx  dx  dx^         dx  dx  dx^  dx  dx  dx^ 

Ebenso 

d^y  d^v  _i    ndu  dh  dhjL  dv  dßu 

dx^  dx^  dx  dx^  dx^  dx  dx^ 

woraus  wir  allgemein  schliessen ,  dass 

d^i/   cP^v         ln\  du  d^-'^v         ln\  d^u  d^^^v 

^»  ~  "  ^  "*"  \1/  ^  do^^  "*"  \2/  ^  d;^ 

In]  dT'-^u  dv         d^u 

oder  nach  der  kürzeren  Bezeichnungsweise 

Die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  lässt  sieh  leicht  mittelst  des 
Schlusses  von  n  auf  w  +  1  beweisen.  Wir  nehmen  zu  diesem  Ende 
an  y  es  gelte  dieselbe  für  n. 

Differenzirt  man  nun  nochmals ,  so  folgt : 

4-  W  u<^-^>v''  +  li\  tt^"V  +  u(»+i)t;  +  ttC«V 

=  „„(«+t)  +  (l  +  ^)  mV«)  +  (y  +  ^^-7-^—)  w"^^""'^  +  •  •  • 

+  j-^  +  1]  tt(«>t?'  +  u<«+^)t? 


"^  Ml"  i  "^'*^'''  "^  "^'^^^''' 


Zu  demselben  Resultate  i^elangt  man  aber  auch,  wenn  man  in 
Glchg.  (1)  n  +  1  statt  n  setzt,  woraus  unmittelbar  deren  allgemeine 
^=»^TpVeit  heiTorgeht. 

'tt  der  obigen  Gleichungen  kann  man  symbolisch  schreiben : 

.  jiian  nun  jeden  der  in  den  Entwickelnngen  auftretenden  Expo- 

'  •    Diff.-  ond  Int. -Rechnung*  g 


•.•« 
./■" 

Uy 


%i 


iiweiter  Absctinitt. 


kÄ." 


;r* 


nenten  als  Index  des  entsprechenden  Diflferentialquotienten  anzusehen 
und  u  und  v  statt  u^  und  v®  zu  setzen  hat. 
Man  findet  ebenso,  wenn 

ist,  dass  der  nie,  Differentialquotient  davon  in  analoger  Weise  symbo- 
lisch ausgedruckt  wird  durch 

Denn  nach  Vorstehendem  ist  symbolisch 

Irgend  ein  Glied  dieser  Entwickelung  sei  nun  C  — -  (uv)      "1    so  ist 

dieses  symbolisch  ausgedrückt  durch  C  (u  +  v)«  wß  und  da  die  Ent- 
wickelung .  . .  +  C  (w  +  i;)«  w;/^  +  .  .  .  offenbar  nichts  anderes  ist 
als  (m  +  r  -+- 1^;)",  60  ist  auch  symbolisch 

Allgemein  kann  man  symbolisch  setzen : 


d 


9 

^  {uvw  .  .  .)  =  (u  +  V  +  w;  -f.  .  .  .)«. 


dx 

§.  3ü.     Anwenduiis   dieser   Cleichimgen  auf  die  Aiifstellunif  von 
Recursioiisformelp  zui*  Bestinmiuii^  höherer  Differeiitialquotienteit 

1)  Ist  y^^arcsinx  und  man  soll  die  höheren  Differentialquotienten 
bestimmen,  so  hat  man  zunächst : 

—  f^\—x)    ^,    — -  =  a;  (1  —  a:2)-i , 


dx 
folglich 

und 


|/l  —X' 


^^-""^  dx^ 

Setzt  man  nun  in  §.  38  (1) 

du  .       d'^u 


% 

dx 


2^  f?i' 


^^_  .   2      ""  --.  2  ■     '^  =  9    ^^  ^*"   


so  erhält  man: 


^^-^^)S 


&■. 


(«  -  2)  («  -  3)  ij^^ 


I 


Anvendung  dieser  Qleichungexi  auf  die  Aufstellung  von  litecursionsformelh.  g3 


Uüd  aas  derselben  Gleichung,  wenn  man  u  ==  x^  v  =  y-,n  —  2  statt 
n  setzt, 


rf»~2 


Nach  (a)  ist  demnach 


['i]-'£-^+("-^)S 


1/ 

— « 

-2 


(l--^)0-2(«-2)-'""' 


d"-^ 


dy-i    -  ("  -  2)  («  -  3)  ^»-. 


dx* 


dx^'^ 


(2  n  —  3)  a?    c^^    ,     (w  -~  2)^  d^V 


woraus  folgt : 

^=  _ 

da:'*  1  —  x^         dx* 

Mittelst  dieser  Formel  kann  man  leicht  irgend  einen  höheren  Dif- 
ferentialquotienten aus  den  beiden  nächst  vorhergehenden  bestimmen. 
Da  nun  der  erste  und  zweite  Differentialquotient  bekannt  sind,  so  sind 
darnach  auch  die  darauf  folgenden  gegeben. 

2)  Es  sei  y  =  arc  tgxj  SO  ist 

d^  _     1 

dx 


1  +a;2 


(1  +  a:2)-i 


dhj 


dx^ 


5  =  — 2a;(l  4-^^)~•^ 


also 


und  somit 


-         2    '^^ 


X 


dy 

dx 


iß) 


Mittelst  der  Glchg.  §.  38  (1)  erhält  man  daher  wie  vorhin,  wenn 
mau  einmal 

dx'^ 
dy 


u=l+x2,   i;a=— ^ 


und  dann 
setzt,  beztiglich 


U    =    XyV 


dx 


("-2)(«-3)S- 


2)  -  ;^-i; + 


ds^' 


d^^ 


dx 


ji-2 


a? 


dy 


dx 


d"~^v     .    .  _.   d!"'^y 


.s  ist  somit  nach  {ß) 

dTy 2(n—\)x  d^-^y  _  (n  —  1)  (n  —  2)   O'-'-y 

F+  x^  di:"-5l- 


dix^ 


1    +  x2         d^»-l 


6* 
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Fig.  13. 


§.  40.    Zusammenhang  einer  Function  von  einer  Ter&nderlichen  mü 

iliren  Differentialqnotienten. 

1)  Es  sei  y  =/(^) 

die  Gleichung  einer  Curve ,  welche  durch  die  zwei  Punkte  A  und  B 

(Fig  13)  geht,  f(x)  eindeutig  und 

stetig,    /'  {x)    aber    einwerthig. 

Sind  nun  a  und  ß  die  Winkel,  welche 

die  Sehne  AB  und  irgend  eine  Tangente 

'  mit  der  Abscissenachse  bilden ,  so  liegt 

zwischen^  u.  B  nach  §.  9, 3.  wenigstens 

einPunkt  R  der  Curve,  für  welchen  a  =^, 

also  tga  =  tgß  ist.  Bezeichnet  daher  J 

die  Abscisse  dieses  Punktes ,  so  folgt  . 

f{h)-f{a)    _ 

b  — '  a 

J  =  a  4-  <^,  wenn  tf  <  (ä  —  a), 

0  <  ö  <  1 ,  cT  =  (9  (6  —  a), 

$  =  a  -j-  (9  (&  —  a) 


/'(?) 


oder  da 

also  far 

somit 

gesetzt  werden  kann,  auch 

f{h)-f  (a) 


a 


=  /'[a+ö(ö-a)] 


(1) 


^ 


Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar: 

f(h)^f{a)  +  {h^a)  f*[a+e{h^a)]  ...  (2) 
welche  Gleichungen  aber,  wie  schon  bemerkt,  voraussetzen,  dass/(x) 
innerhalb  des  Intervalles  x  =  a  bis  x  =  h  stetig  und  /'  {x)  ein- 
werthig sei. 

2)  Der  durch  die  Gl.  (1)  ausgedrückte  Satz  kann  nun  leicht  ver- 
Fig,  14  allgemeinert  werden.     Es  seien  zu  diesem 

Ende  /,y  stetige,  f*  ,<p*,  einwerthige 
Functionen  von  /,  ausserdem  aber  sei  y' 
innerhalb  des  Intervalles  l^bis  t,  stets  positiv, 
soll  aber  an  den  Grenzen  auch  Null  oder  oc 
werden  können,  alsdann  wird  nach  §.  7,  10. 
y  von  tp  {t^  bis  y  (/,)  stets  wachsen.  Be- 
trachten wir  nun  allgemein  die  Curve^ =y) 
x=^  ip  {i)  (Fig.  14)  und  setzen  x^  =  y  (,^ 

9(tJ'^       ^1  ===y  (^i)»  80  wird  X  von  x^^  bis  x^  wachse: 
wenn  t  von  t^  bis  ^,  zunimmt  und  jede 
Werth  von  t,  welcher  zwischen  t^  und  <,  liegt ,  einem  Werthe  von  ; 
zwischen  x^  und  x^  entsprechen.    Nun  ist 


ffe.^ 


f(t,) 


0    9(eo) 
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^         df{i) 
^        ^  _^      dt      _  /'  (0 
dx        dx        d  q>  {t)        y'  (^) 

und  die  Tangente  an  die  Gurve  ändert  daher  stetig  ihre  Richtung ,  wie 
solches  in  1.  voraus  gesetzt  ist.  Wir  erhalten  somit,  dem  dortigen  ent- 
sprechend, nach  (1) 

/(O  -fih)  _  r  [h  +  ^  (^  -  ^o)]*)    cs^ß^r 

Die  Bedingung,  dass  ^*  innerhalb  des  Intervalles  t^  bis  t^  stets 
positiv  sei,  können  wir  aber  nun  fallen  lassen.  Denn  ist  g>*  innerhalb 
dieses  Intervalles  stets  negativ  (den  Fall  des  Null-  oder  Unendlichwerdens 
an  den  Grenzen  jedoch  nicht  ausgeschlossen),  so  ist  *—  gj'  stets  positiv  und 
somit  k  —  y,  wo  fc  eine  beliebige  Constante  bezeichnet,  stets  wachsend. 
Schreibt  man  daher  flir  die  zwei  Functionen /und  k  —  y,  welche  allen 
Bedingungen  gentigen ,  obigen  Satz  an ,  so  hebt  sich  in  den  Resultaten 
die  Constante  k  und  def  .Satz  bleibt  richtig. 

Es  darf  aber  9/'  innerhalb  jener  Grenzen  nicht  Null  oder  unendlich 
werden ,  weil  s6nst  (p  innerhalb  xq  und  x^  nicht  nothwendig  beständig 
wachsen  oder  beständig  abnehmen  würde ,  man  also  nicht  mehr  sagen 
könnte,  dass  zu  einem  x,  welches  zwischen  x^  und  x^  liegt,  ein  t  ge- 
hören muss ,  das  zwischen  t^  und  t^  liegt. 


§.  41.    HOhere  Differentialquotienten  der  Function  f(Q,v). 
1)  Sind  f(u,v)y    sowie    die    partiellen    Diflferentialquotienten 
1       ~  ,  /  stetige  Functionen  von  u  und  v ,  so  ist 

du  dv  dvdu        dudv^ 

wenn  -~-  einwerthig  ist. 

i  cucv 

i  enn  deuten  wir  durch  Ju  A^,'^)  und  Jpf(u,v)  an,  dass  sich  in 

I  Function  bezüglich  nur  u  oder  nur  v  ändert,  so  folgt: 


Jenn   die  trig.   Tangente   des   Winkels,    welchen   die  Beriihrungslinie   mit   der 

«Dachse  hildet  ist  im  AUgemeinen  — p— -  und  wenn  man  nun  für  t  einen  zwischen 

9  (0 
^1  liegenden  Werth  ^0  4"^  (^i  —  ^o)  einfiUurt,  so  resultirt  ohiger  Ausdruck. 


i. 


~i  • 


also 


Zweiter  Abschnitt. 

Jufiu  ,  v)  =f(u  +  Ju,v)  —/  (u  ,  v) 
-^v/iu  ,  v)  =/(m  ,v  +  Jv)  —f(u  ,  v) 

=  /(w  4^  Ju  ,v  +  Jv)  —/(u  ,  V  +  Jv) 
—  fiu  +  Ju,v)+f(u,v)      .      .      .      (1) 

^«  [^vf(li  ,  V)]  =  Ju/(U  ,V+  Jv)—  Ju/(U  ,  V) 

=  /(w  +  ^^,v  +  ^i")  — /(w  +  Ju,v) 
'-flu,v  +  Jv)+f(u,v)    ....     (2) 
Aus  (1)  und  (2)  folgt 

Ju  Jvf(u  ,  v)  =  J„  Jufiu  ,v) (3) 

Setzt  man  nun  der  Kürze  wegen 


.     • 


(4) 


^f  ^f        ,    cüj      •        dw 

du        '^  ^  cv       ^^  du        ^^^   dv        ^  ^ 

^uf{u,v)=f{u  +  Ju  fV)—f{u,v)  =  F  {v) 
so  wird  nach  §.  40 

Jv  cv  ^ 

wo  s  nicbt  von  u  abhängt  und  0  <  ^  <  1  ist; 

also  F  {v  +  Jv)  ^  F(v)  =  Jv  |  F  (v -{-  sJv) 

cv 

oder  nach  (4) 

J,  F(v)  =  Jv    ~f(u  +  Ju,v  +  eJv)  —  -   f(u,v+-  eJv) 

=  Jv  [ip  (m  +  Ju,v  +  f  Jy)  —  yj  (u,v  +  fz/tJ)] 
oder  da  nach  (1)  und  (4): 

J,F(v)^  J,Juf(u,v) 

WO  ^--/  unabhängig  von  v  und  0  <  6>  <  1  ist, 

auch         J^  J^  f  (u  ,v)=^  Jv  Juip^  (u  +  ßJu  ,  V  +  sJv).       .     .     (5) 
Analog  ergibt  sich ,  wenn  man 

Jcf{u  ,  v)  =f{u  ,v^  Jv)  —f{u  ,  v)  ==  F^  (u) 

setzt, 

7^,  (u  +  Ju)  —  F^  (u)  =  z/w  ^^  Fj  («  +  rf^w) 

wo  6  unabhängig  von  /;  und  0  <  rf  <  1  ist; 
oder 
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Jti  F.  (u)  ==  Ju 


d 


du 


/  (u  +  6Ju  ,  v) 


oder 


^=  Ju  [y  (u  +  iJu  ,  t?  +  Jv)  y  (w  +  rf-^M  /  v)] 


Ju  Jv/{u  fV)  =  JuJv(f^  (u  4-  dJu  ,  V  4-  tJv) 
wo  0<T<1. 

Nach  (3)  ist  daher  wegen  (5)  und  (6) : 

ip^  («  +  ßJu  ,  V  -f-  €Jv)  =  ^1  (m  +  äJu  ,  V  +  tJv) 

und  wenn  man  hierin  Ju  und  ^y  unendlich  klein  werden  lässt, 
oder 


dv^[du  ^  j^    ay  _  ay 

du  dv  '   dvdu        dudv 


(6) 


Anmerk.     Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  lässt  sich  aach  geometrisch  auf  folgende 
Art  nachweisen:     Stellt  y-^f  (t4,v)   den 


SS 


Inhalt  eines  parallelepipedischen  Körpers 
AßCDAiBiC\I)i  (Fig.  15)  dar  und  he- 
Beichnen  u,v  hezUglich die  Abscisse  OEnud 
die  Ordinate  CE  des  Punktes  C  ,  AB  und 
AI)  constante  Grenzen,  so  ist  der  Inhalt  von 
ABCDI)iAiniCirr^f(u,v)  undnach§.13: 

^/  ==  BCBiCi. 

cV 

Da  nun  ^  ,,-    der    Differentialquotient 
CUCV 

der  Flache  BCB\Ci  nach   v  ist,   so   wird 

nach  §.  11 

Bbenso  findet  man >,    =  CDC\D\    und 
df    _  dCDCDi  _ 

Ist  daher  die  Fläche  A^B^C\Di  continuirlicb ,  so  ist 


Fig.   15. 


/ 


du  dv 


dv  du 


Um  diesen  Satz  auch  liir  eine  beliebige  Anzahl  von  Veränder- 

ü  nachzuweisen,  sei /eine  Function  von  x,i/,z,t,u,v,Wy  so  kann 

die  Permutationen  der  Elemente  x ,y ,Zft, .  .  .  in  einer  solchen 

nung  anschreiben,  dass  jede  folgende  Complexion  aus  der  nächst 

ergehenden  durch  Vertauschung  von  nur  zwei  Elementen  erhalten 

Es  seien  nun  u  und  v  diese  beiden  Elemente,  P,  Q  und  R  der 
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Complex  der  p  vorangehenden,  der  q  zwisclienliegenden  und  der  r 
nachfolgenden  Elemente,  so  ist  zu  zeigen,  dass 

d{P)dud{Q)dvd{R)        d{P)dvc{Q)dud(R)  '     '     ^^ 
Dieses  wird  aber  der  Fall  sein ,  wenn 

d{P)dudiQ)dv^  FiPfd^djQ)  du 
oder  für  —~  =  (p  gesetzt,  wenn 


(2) 


cud{Q)dv        dvd{Q)du 
oder  dan  =  p-hg'  +  r  +  2,  wenn 

du  d  {Q)  cv        cv  d  { Q)  du 
^ör  den  Fall ,  dass  Q  nicht  vorhanden,  also  g'  -=  0  ist  und  u  und  v 
unmittelbar  auf  einander  folgende  Elemente  sind,  ist,  wegen 

du  cv        dv  du^ 
die  Gleichung  (2)  und  somit  auch  (1)  richtig.    Durch  wiederholte  An- 
wendung dieses  specicllen  Resultates  auf  jede  der  beiden  Seiten  der 
Gl.  (2),  ergibt  sich 

dudvd{Q)  ^  dvdudjQ) 

als  Bedingung  für  die  Richtigkeit  der  Gl.  (1).  Diese  Beziehung  besteht 
aber ,  da  u  und  v  unmittelbar  auf  einander  folgende  Elemente  sind  und 
(1)  ist  somit  allgemein  giltig. 

3)  Wir  gehen  nun  zur  Entwickelung  der  auf  einanderfolgenden 
Diflferentialquotienten  von  f  {u  ,  v)  über,  wo  u  und  v  Functionen  von 
X  sind. 

Nach  §.  32  (3)  ist 


df  df  du        df  dv 

dx        du  dx        dv  dx 


und  hiemach 


.df  d/ 

(Pf  _  df^cChi        ^       du        df^        dv       dv 
dx^        du  dx'^        dx     dx  dv  djc^        dx    dx  ' 

cf      df 

Da  nun  aber  ^  ,  ^-  im  Allgemeinen  wiederum  Functionen  vf    « 

du     cv  ^ 

und  V  sind ,  also 
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du du  du  du  do 

dx  du     dx  dv    dx 

^  ^^  ,   ^y  dp 

du^  dx        dudv  dx 

ov cv  du  dv  dv 

dx  du    dx         dv   dx 

dvdu  dx        dv^  dx 

d^f  dV 

nnd  nach  Obigem  ^r^  =  :^  o-  ist,  so  wird 

du  dv        dv  du 

rfy  ^  a/  _^     dfd^v^     ay  W  .  ^V  HV  2  -^-^ ''-  ''- 

(ir^  "^  äu  dx^  "^  äv  dx*  "^  du^  \dxj  "*"  äy^  [^|  "+"      ^^  ^r  Ate   ote 

wofür  man  auch  schreiben  kann : 

dx^        du  dx^        dv  dx^        [du  dx        dv  dx] 

wenn  man  das  Quadrat  des  Binominms  symbolisch  auffasst. 

In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  die  folgenden  Differentialquotienten 
ermitteln.  Die  unmittelbare  Bestimmung  nach  den  früheren  Kegeln 
ffibrt  jedoch  im  Allgemeinen  rascher  zum  Ziele. 

4)  Ist  allgemein  f{u,v,w, . . .)  eine  Function  von  u,v,w,.  .  . 
und  sind  u,v,w,  ...  Functionen  der  unabhängig  Veränderlichen  x,  so 
bat  man  nach  §.  32,  (5) : 

^  ^^^".    ,     ^fdü_         ^dw 
dx        du  dx        dv  dx        dw  dx 

nnd  da   --  ,  /,  •  .  .  wiederum  Functionen  von  u.v, . ,  .  sind, 
du     dv 

^  _  ^f  ^    i^  ^/dh         df  cPw 

dx^        du  daP'        dv  dx^        dw  dx^ 

j^f  M  M 

d  ~-  ,     rf  —  d  vr- 

_,     du      ^w        dv       dv        dw      dw 

dx    dx  dx    dx  dx      dx 

du  dx'^        dv  dx'^        dw  dx*^ 

du  Id^f  du  ay  ^        ^y    dw 

dx  \du^  dx        dudv  dx        du'dw  dx 

dv  id^f  ^w  ,  ^y  ^  .  jy,  dw 

dx  [du  dv  dx        dv^  dx        dvdw  dx 


Zweiter  Abschnitt , 

2  -^-  '^  ^    I 

cvdw  dx  dx 

yrnboliech  achroibcn  kann: 

ly _  dftPu      dfdh       ^/;rf!^  , 

~^\e:udi:  "•"  ?p  itc  "*"  gwj  üti;  "*"  ■  ■  f 
«,f,tiJ,  .  .  .  linear,  also  von  der  Form  oa-  -{-  b,  so  ver- 
'~*  '  rf^'  ■  ■  '  "°*^  *"^  höheren  DiiTcrentialquotienten  von 


ormel 

^  =  /^-'"^  4-  ^-^*'  4_   ''f  '*"'  _i_         f 
di;^        \dudx^  Ivda-'^  cwdv.^"  '] 
n 

rfa-"  "^  [ru  ttr  "•"  ^o  ob  "^  "  •)• 
htigkeit  dieser  symbolischen  Formel  läset  sich  leicht  auf 
nachweisen ; 


ger  Potenz,  Bo  ist  dafür  zu  setzen : 

exfiitiwr  ...\,b:\   \dJ  UJ  ■■■ 


rercntial()uotient  dieses  Ausdnielies  uacli  x  ist  aber, 
constant  sind: 

-'  ccC . . .  ji  ■*"  «;■  e»»+i ".  .'.(/»■"*'■■  ■  Uxj  Uli  ■  ■  ■ 
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oder  symbolisch 

'cu"rvß , . .  \ru  dx         cv  dx  j  \d<rj    ydxj  ' 

In  der  symbolischen  Schreibweise  wird  demDach  jedes  Glied  mit 

irfdu_^rfdv  ' 

[cu  dx  '     cty  djc        '        j 

multiplicirt,  somit  auch  der  ganze  Diiferentialquotient  und  daher 

dx^^         \cu  de        cv  dx 


Dritter  Abschnitt. 

Differentiation  unentwickelter  Functionen. 

,    Entwickelung  des  erßten  Differentialquotienten. 

42.    Differentlalqnotfent  nnentwickelter  Fanctjonen  zweier 
Vei^nderllchen. 

I)  Nach  §.  2,  3.  iet/(a;,y)  =  0  die  allgemeine  Form  einer  nnent- 
;lten  Function  zwischen  zwei  Veränderlichen  x  und  y,  wo  a:  die 
hängige  bezeichnen  mag. 

Jia  Dnn  den  Differentialqnotienten  der  Function  zu  bestimmen, 
ksichtige  man  zunächst,  daae  wenn 

/(^,y)  =  0 (I)    , 

/(^,,yi)=o  I 

idem  y,  den  Werth  bezeichnet,  welcher  sich  fflr  y  aus  (1)  ergibt, 
man  x  in  x,  Übergehen  lässt 
Ss  ist  somit  auch 

/^  , y,) -/(» , yi)  +/(^ , y,)  - / (^ , y)  =  0 
fa  •  yi)  ~  f  {=^  >  Si)  _,_  /(^/yi)  ~f(^  'V)  .yi~l  =  c 

x^—  X  yi  —  y  x^~'X 

cb ,  wenn  man  zu  den  Grenzwerthen  tlhergeht  und  beachtet,  „  ss 
x,  —  X  unendlich  klein  geworden  ist,  y  statt y,  gesetzt  wer  :n 
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woraus  immittelbar  folgt  : 

^^  «:  _  ^^  /9\ 

~dx  d/(x,yy ^  ^ 

dl/ 

Beispiele: 
0/(^f  y)  =  ax  —  h  +  cocy=  0] 
Aufl.      ^yl^a  +  c, 

dy  "-t-       . 

dy         a  -{-  cy 
dx        b  —  ex 
2)  /(a: ,  y)  «  y^  +  2Axy  +  Bx^  +  2Cy  +  2Dx  +  E  ^  0 , 

Aufl.      ^iS^Ul  ==  2Ay  +  25x  +  2Z), 
ex 

dfy  ^y  +  Bx  -J-  D 

Anmerk.  Da  man  für  jeden  Werth  von  x  aus  rorstehender  Qleichung  swei 
W«Ttbe  Ton  y  findet,  so  entsprechen  auch  jedem  x  swei  Differentialquotienten  der 
Fnnetion.  Um  dieses  näher  zu  erläutern,  lösen  wir  obige  Gleichung  nach  y  auf  und 
•rlttlten 

y«  +  2y  (Ax  -f-  C)  «.  —  Ja?«  —  IDx  ■—  E 

y  "^  —  {4x  +  c)±  y^;*  (^«  -  ^  +  2x  {Ac—L)  -fcTirjg- 

WOIlttt  folgt 

a;  f^'»  —  i?)  >j^   AC  —  D 

..  dy  Ay  +  Bx  +  D       , 

ilio  -,-=*=  — , — '. 7-—^^  wi«  vorhin. 

dx  y  -Y  Ax  -\-  C 


Aufl.     ^Z^»l_i, 

drc  X         y 

1  _  2 

^  _  _  a: y  ^  (a?  —  y)  y 

dx  '^  _L_  ^       {p  '\'  y)  ^ 

~9^? 


1 


I 
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§.  43.    Biifereiitialquotient  unentwickelter  Functionen  ?on  mehr  als 

zwei  Yeränderliclien. 

Sind  zwischen  drei  Veränderlichen  x,yfZ  die  zwei  Gleichungen 
/(^/y/-)  =  0  und  F{x,y,z)  =  0 
gegeben,  so  geht  unmittelbar  daraus  hervor,  dass  y  und  z  Functionen 
der  Unabhängigen  x  sind.  Denkt  man  sich  nun  die  Werthe  von  y 
und  z,  in  a?  ausgedrückt,  in  die  beiden  Gleichungen  eingeführt,  so  er- 
hält man  zwei  identische  Gleichungen  in  x  und  es  müssen  daher  ancb 
die  aufeinanderfolgenden  Differentialquotienten  dieser  Gleichungen 
identisch  Null  sein.    Man  erhält  somit  nach  §.  32  zur  Bestimmung  der 

Differentialquotienten  -j-  und  -    ,  wenn  man  der  Kürze  halber  /(x,y^) 

und  F(x,y,z)  durch /und  /^"bezeichnet, 

dx         cy    dx         oz    dx 

dF   ^    dF  dy    ,    dF  dz  ^ ^  ^ 

dx        dy    dx         dz    dx 

dii  d'^ 

und  kann  man  nun  hieraus  die  Werthe  von  --  und  -  -  leicht  entwickeln. 

dx  dx 


Man  findet: 


?/• 

dF 

^f 

dF 

dy 

ex 

dz 

dz 

dx 

dx 

dz 

cF 

'S 

cy 

cF 

dz 

dz 

dF  _ 

ex 

ex 

dF 

<-y 

— • 


dx         ^^f    cF^_    'cf_   c^^ 
dz     cy         dy    dz 

Sind  allgemein  /=  0,  F*=0*  y  =  0, .  .  w Gleichungen  zwischen 
den  (71  +  1)  Variabein  x,yfZ,u, ..  also  dien  Variabein  yfZ,u, ..  Functionen 
von  X ,  so  erhält  man 

ex         cy   dx         dz    dx 

dx        cy    dx         dz    dx 

^^    y    ^_9  dy        d(p  dz  ^  ^ 

dx         dy    dx         dz    dx 

und  kann  nun  au»  diesen  »Gleichungen    die  nDifferentialquc  eil- 
ten -  ^,  — ,..  .  ermitteln. 

dx      dx 


und  hieraus 
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Beispiel. 

Es  sei  fi^iVt^  =  2a;— 3^  —  2  =  0 

und  F  {x  ^y  ,z)  =  j;^  — y^  —  1=0. 

Bildet  man  die  Gleichungen  (l),  so  folgt: 

dx  dx 

^  dy  dz         ^ 

dx  dx 

dy  ^    2{x  —  y) 
dx  z  —  y     * 

dz  _'l{x  —  Z) 

■ —  I  ■    ■  .  ■ « 

dx  y  --  z 

r 

§.  44.    Angaben  zur  Uebuii^. 

1)  5a;2__  837^2^0; 
Aufl.     ^=^-1^-. 

dx  Gxy 

2)  a;*— y*+axy  =  0; 

Aufl.     ^=^'±^. 
dx        4y^  —  ax 

3)  2^3  _  Qyi^  _^  ij^^2  _  6a;3  =s  0  ; 

Aufl       "^^  =  ^y^  —  22xy  +  lScc\ 
dx         Sy^  —  12xy  +  llx^* 

4)  x^  +  4x^  —  2bxy^  +-  y3  =  0; 
Aufl.     ^^  _  26y^  -  Sxy  —  Sx^ 

5)  y4  _  ^4  _  (^2  ^  52)  y2  +  (^2  _  ^2^  ^2  ^  ^2^2  =  Q; 

A  U  f  1        ^^~  =  ?-^^-^'-Il^'-±_^') 
'      cix  3/  (2y2  _  «2  —  52)' 

6)  y  coÄo;  +  X  smy  +  a?y  =  0; 
Aufl.      dy  ^ysinx  '-^  siny —  y 

dx         cos  X  -\-  X  cosy  -f-  x 

7)  e-  =.  (x  +  y)«; 

AufL    %^-      ^       -1. 

oa:         2  (o:  +  y) 
Z  (x2  4-  y2)  ,— ,  ^i^  ^^  _[_  ^). 

4üfi.    ^^  =  —  mi- J^i'A)  _^^^  (^1+  A 

*      (ir  (a::^  -f  ^2)  ^^^  (^^  ^  ^)  —  2y* 

3^^  +  y^  —  xysin  (ar  +  3^)  =  0; 

A  u  f  1.     ^^  =  —  y  [^^'^  (^  +  y)  +_^_co5  (a?  -Ky)J  — ^ 
rfa:  j;  [^m  (a;  -f-  y)  +  ycos  (x  +  y)]  —~Yy 
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10)  xy  4-  sin  (x  —  y)  a*+y  +  5  =  0; 

Aufl.      ^  =  —  ^"*"  Jcö«^  -- y)  +  «n  (rc  —  y)  lg]  a^+9 
dx  X  —  [cos  {x  —  y)  —  8m{x  —  y)  la\  d'-^ 

Aufl      %  _^        2g^yto  +  fo  +  l 
*     ^  2  (y  +  o*)       * 

12)  arc"  -^ye"  =  ar«; 

Aufl.     ^  _  nc^-^  -  <^  -  ye-^ 

13)  a;y  +  arc  tg  xy  ^=:s  a\ 

Aufl.  f:  =  -y. 

oo:  x 

14)  «n  a?y  —  hcy  -\^  xy  =  Q] 

Aufl.     f-^-y. 

aar  X 

^^v  «na?    ,     co«a: 

15) h   ^—  —  0; 

'  cosy        sin  y 

Aufl.    ^=1. 
dx 

16)  a*  — e^+2|f^o; 

.      .,      dy         a*  te  —  c*+2y        a'la  —  a^        Za  —  1 
Auil.      «^  — 


dx  2e*+2y  2a*  2 

17)  a:"'"y  +  «w*3/  ==:  C; 

A      «I      rfy  a:*»"y— *  «ny  +  sin^ylsiny 

dx  xF^^y  Ix  cosy  +  xsin^~^y  cosy 

18)  Die  beiden  Diflferentialquotienten  von  y  in  der  Gleichung 

y^  —  xy  —  2a:2  —  2y  —  öa-  —  3  =  0 

ZU  bestimmen. 
Aufl.    J--1  undf  =2. 

dx  dx 

A  n  d  6  u  t.     Statt  der  Gleichung  kann  man  schreiben : 
(y  ^  2a:  —  3)  (y  +  a;  +   1)  =  0. 

19)  \x^  —  8ar  +  «n  Zy  =  0; 

AufL     %^\^l 

dx  cosSy 

20)  ^2  —  1  +  2ycot2x  =  0; 

Aufl.     t=  '* 


'^         (y  +  CO/ 2ar)  «n^2a: 
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21)  tgx  +  tgy  +  tgxtgy  —  1=0; 

Aufl.     t=-l. 
dx 

Andeut    Man  findet  »unächst    ^  =  -  ?^  L±  '^^ 

dx  cos^x    \   -\-  igx 

Nun  ist  aber  (l  -{-tgx)  (l  4-^^y)  =  2,  also  auch 

1  4-  «m2^ 

"" 2^«ir"  °^*'  ^  '^(^  +  y)  =  ^  2r  +  y=:450, 

also  2y  =  90— 2«  ist, 

^  .^  ^  "I"  ^^*2a;  

<Är  2c(>a*a; 

22)  y  +  2  —  ^a?  =  0;  y2  +  ^2  _  2««^  =  0; 

Aufl.     /=— -;    --*=-7 >-f- 

ox  a;  (^r  —  yy    dx        x  (z  —  y) 

23)  y'^  +  z^^  sinx]  yz  ^  l  {l  +  x)\ 

Aufl      ^  ==  0-+^)y^^^^  —  ^-^,  ^  __  2y — (1  +  ^)  ZC08X 
•     dir         2(l+a:)(y2_^2)  5  ^  —  2(1  +  a:)  {y^—z^) 

24)  y  +  2;  «=  CO«  x;  einy  +  stn^:  =*  1  +  a:; 

A     1-1       ^y  1  4"  «W£C  C08Z    dz  1  +  «na?  cosy 

AU II.       "~ —  ^^   • ■ — j    — —  = -^     • 

CKC  cosy  —  cosz      dx  cosz  —  cosy 

25)  y^  +  z^—  17ar2  «=«17;  x  +  Sy  —  z  ^  13. 

Aufl.      f^«lI^Z:^«=l.;^=^l^+l  =  4. 
dx         y  +  Sz  dx        3-s  +  y 


B.    Wiederholte  Differentiation. 

§.  45.    Wiederholte  Differentiation  unentwielielter  Funetionen  von 

zwei  Vei^derliehen, 

Für  /(^^y)_0 

folgt  nach  §.  42 : 

ox         dy    dx  ^  ^ 

^    nun  -  -  und  —  wiederum  Funqjionen  von  x  und  y  sind ,  so 
c  '*\n  aus  (1): 

^2  "^  aa;  dy  dx  "^  a^  efa;2  "^  dar  [aa:  ^y  "^  cy^  dx\ 

^  ^P"*"^^ä^ay  dx"'"ä^  y  +  ä2;^^2  =  ö  ...   (2) 

n         icraus 

'-    ^iff.-  und  lQt.-Rcchnnng.  7 
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cPy  dx^        dxdy    dx        dy^   \dx] 

in  welchen  Ausdruck  man  nun  noch  den  Werth  von    ,^  aus  (1)  einzn- 

ax 
ilihren  hat. 

Zur  Bestimmung  von  -^  hat  man  nach  (2) : 
f<+  1^_   ^  +  2-^-  ^^'^-+  -^^^1  +  2  ''^  ^  + 

^a?^        dx^dy   dx  dx   [dx^dy        dxdy^  dx]  dxdy  dx^ 

f^l* l-^L  +  ^1  M  .  2  --^  ^^  +  ^•^-  -^  + 

[dr/   ^c'x^y'^        ^y^  dx]  cy^  dx  dx^        dy  dx^ 

dx^  \^xdy        dy^  dx] 

oder  ?^  +  8  -?!^  '^y  4-  8  J'L  M+  ^1.  M  + 


<Py 


^y^  tir  di:^  dxdy  da?'        dy  dx^ 


woraus  -^  gefunden  werden  kann. 


Beispiel. 

Es  sei  y*  (^  ;  y)  =  xcosy  +  ysinx  =  0 , 

man  soll  -     ^^d  -~  bestimmen. 
dx  dx 

Auflösung.     Man  erhält  zunächst 


du 
cosy  +  ycosx  +  («na:  —  xsiny)    ,    ==  0      .     .     .     .      (l) 


und  hieraus 


^y        .     ,         ^y  \  / '  '  \  ^y  \ 

—  stn  y ysinx  +  cosx    ,    +  («na?  —  xstny)  — -^  •+- 

ox  dx  dx^ 


( 


co5a7  —  siny  —  xcosy    ,   1    ,    =  0 


oder  • 

CtV  Idy  1  £?V 

(«na;  —  xsiny)      ^  —  a: co^y  j— j  +2  {cos x — siny)  _  —  y  «n  ar  «=  0  .  ) 

Aus  (l)  folgt  nun 

cb/         y  cosx  +  cosy 

dx         xsiny  —  sinx 
und  durch  Einführung  dieses  Werthes  in  (2)  ergibt  sich     ,  ^* 
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§.  46.  YertaaschuBip  der  unabhängig  Veränderliehen. 

Erscheint  in  einem  Ausdrucke  y  als  Function  von  x  und  es  soll  statt 
X  eine  neue  Veränderliche  t  eingeführt  werden,  so  führt  dieses  auf 
die  Aufgabe,  welche  unter  dem  Namen  die  Vertauschung  der 
unabhängig  Veränderlichen  bekannt  ist 

Analog  lassen  sich  für  zwei  oder  mehr  unabhängig  Veränder- 
liche andere  mit  jenen  in  gewissen  Beziehungen  stehende  einführen. 

Das  bei  der  Lösung  dieser  Aufgabe  zu  befolgende  Verfahren  er- 
gibt sich  leicht  aus  der  Behandlung  nachstehender 


Beispiele. 


1)  £s  sei 


J- 


\dj_ 
\dx. 


d}y 


—  9 


worin  y  als  Function  von  x  erscheint,  man  soll  diesen  Atisdruck  so  uttl^ 
ändern,  dass  x  als  Function  von  y  auftritt. 


Auflösung.     Setzt  man  nach  §.  8  (4) 


dx 
tigt,  dass         eine  Function  von  y,  also 
dy 


dy 
dx 


dx 
dy 


und    berück  sich- 


c?2. 


x 


^, 


x 


dx^  '^ 

ist,  so  folgt: 


d 
dx 


l 

dx 


dy) 


dy 


dx 
idy 


<%f  _  _  ^y^    ^^  _  _  _^^ 
dx  I  dx^  dx  IdxV 


?  = 


1  + 


1 

\dxV 


\dxV 


I- ' 


[dy] 


3 


d^x 
di' 


dh 


dy' 


^dx\^ 

\dy] 


[ 


-d' 


d2, 


X 


dy 


.tian  soll  den  in  Aufg.  1  gegebenen  Ausdruck  so  umformen ,  dass  x 
•n  Functionen  von  t  erscheinen. 

7* 


.^M^ 


1 
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Auflösung.     Da 


dy 
dx 


dy 

dx        X* 


dt 


wo  also  y*  und  x'  die  Differentialquotienten  von  y  und  x  nach  /  bezeichnen, 
so  wird 


dx^ 


da? 


dx 


x' 
dx 


X 

dV 
dx 


x'y"  —  y'x" 


X 


'3 


dt 


1  + 


y'H 


also 


X 


'2 


^       xY—y*x" 


(a:'2  +  y^)! 


a:'^''  _  y'x'' 


X 


/3 


oder 


e  = 


A 


[(Sf 


v  r 


\ 


dx  dhj         dy  d'^x 


3)  In  der  Gleichung    ^  ^  +  ay  =*  0  ist  y  eine  Function  von  x.    Man 
soll  nun  statt  x  die  neue  Variable  t  durch  die  Gleichung  x^=^sint  einführen. 

Auflösung.     Da 

dy  dy 


80  wird 


* 

dy  _ 
dx 

dt 
dx 

{ 

dt 
cost 

1 

dt 

L 

d^- 

dPy           dx 

dx 
dt 
dx 

d 

dt 

\dy\ 
dt 

C08  t 

co8t  ^^+smt   ^ 

dx^         dx 

Ci 

ist 

cosh 

dt 


und  die  verlangte  Gleichung  heisst  daher : 

dfi^""''  dt 

4)  Die  Gleichung 

^  —  2tgx^^ 
dx^  dx 


cost  ^^  -\-  eint  ~  '{'  ay cosH  =  0. 


0 


sei  gegeben ,  man  soll  dieselbe  so  umformen ,  dass  y  als  Function  von  t 
scheint,  wenn  x  ■=  arctgt,  also  ^  *=  ^a?  ist. 
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Auflösung.     Da 

dy 

dy^  _  dt  ^ 

dx        dx 

äX         1  +  «^ 

dy 


dy 

dl 

1 


(1  +  /2) 


djt 


dhj 


dP-y dx 

dx^  dx 


'1    (^  +  ^äi^  + 


2t 


dy 
dt 


^ 


l  +  <2 


=  (l+^')'^  +  2Kl  +  «^)- 


dy 


dt^ 


dt 


so 


dhj 


dy 


,2x  ^y 


to\g^:{l  +  tY"^,  +  2t(l+t^)1-2t{l+t'^)~^^0 


oder 


5)  Es  sei 


?  = 


■  1  f         «. 


dx^ 


man  soll  q  in  r  und  y  ausdrücken ,  wenn  die  Abhängigkeit  zwischen  x  ,  y 
und  r  ,  9?  durch  die  Gleichungen 

X  '^  rcosg)]     y^=rsinq> 
gegeben  ist. 

Auf  1 6 8  ung.     Da  Xj  y  und  r  Functionen  von  y  sind,  so  hat  man : 

dy  dr 

-^        r  cosip  -^  smw   -r- 

dy   _  d^ 1 # 

—        — rwncp +C(wcp -r- 

^% 

.    cPy  _      dx  _    d<p rfy^  Wy 


d(p 


—  rsinq>  +  cd*  y 


r2  + 


dfr\2 


(rfyj 


<{yij 


t 


rsmw  +  CO«  «p  — - 


e== 


/•*  + 


IdrV 


.4 


d«) 


+  2 


idr 


i*2 


^y^  '  "  Wyj 


IT 


.1 


Pl« 


^;^^ 


4^ 


'^• 


10» 


Dritter  Abschnitt. 


6)  Den  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  vorgelegten  Ausdruck  mitteUt 
der  Beziehungen 

80  umzuformen,  dass  s  als  unabhän^g  Veränderliche  erscheint. 

Auflösung.  Xj  y  und  r  sind  Functionen  von  s  und  man  erhält  daher: 
dy 

=  '^-y\  .jL, M-^  ^''  +  y''  _  J_.  fi  4-  Wl*-  1 

dx  ~  x''      "^  \Äfa;j  ~        x'"^        ~   x'^'\     '^  \dx]  J         x'» 


da; 


^ 


dx2 


(f 


<?y 


da? 


a; 
da? 


a:'y'  -  i/x'* 


X 


n 


^'y  —  y'  ^" 


a; 


a? 


'3 


ds 


also 


x'y  —  a:"y 


(1) 


Um  den  Werth  von 


—7—7; ^7—  zu  bestimmen,  entwickle  man  aus 

X  y  '  —  ^  y 

x^+   y^  =  r^  und  x'^  +  y'^  =  l 
XX*  +  yy^  =rT^  .  .  .  (a) 


.     •      • 


•     (2) 
zunächst 

und  x'x**  +  y'y"=  0    ...  {ß)y 

so  ergibt  sich  durch  abermalige  Diiferentiation  der  Gl.  (a) 

aV  +  yy*'  =  rr"  +  r^^—l  ..,  (y). 

Multiplicirt  man  zuerst  (/?)  mit  a;,  (y)  mit  a;',  dann  (ß)  mit  y,  (y)  mity^ 
und  subtrahirt  jedesmal  die  gefundenen  Gleichungen ,  so  erhält  man 

y  (x*y  —  xy*)  =  x'  {rr"  +  r'*^  —  1) 
a:"  {x'y  —  xy')  = --  y'  {rr''  +  r'2  —  1)   - 
und   hieraus,   wenn   man   die   erste  Gleichung  mit  x*   die  zweite   mit  y 
multiplicirt, 

{x'y"  —  x'VO  (^V  —  ^0  =  ^''  +  r'2  —  1 


oder 


X  y  —  xy 


x',f  _  a;''y 


^^"  +  r'2  —  1 
Aus  (2)  ergibt  sich  aber  durch  Multiplication : 


oder  nach  (a) 
also  ist  auch 


{xx*  +  yyy'  +  {pi^y  —  xy'Y  =  r^ 
(a;V  -  aryO^  =  r^  (1  -  ^''), 

1  _     r|/r=^r^2 


a^'y  —  x''y' 


rr'^  4-  ^'2  _  i 


und  (1)  geht  hiernach  über  in: 


e  = 


i/^ 


fdrV^ 
dW 


^,.''  +  r'2  _  1 


y2 


d^r    ,     /dr\2       ^ 
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7)  Die  Gleichung 


dz  dz 


dl/       ^  dx 

wo  z  eine  Function  der  unabhängig  Veränderlichen  x  und  y  ist,  in  eine 
andere  umzuwandeln ,  in  welcher  r  und  tp  als  unabhängig  Veränderliche, 
z  als  Abhängige  erscheinen,  wenn  man  weiss,  dass 

X  =  rco8(p]     y  ^=^rsin (f. 
Auflösung.     Dax?  eine  Function  von  r  und  y ,  y  eine  solche  von  x 
und  y  ist,  so  hat  man 

dz  dz  dtp        dz  dr  ^    dz  dz  d(p        dz  dr 

di'^  Cif  dx  "^  drdx^    dy"^  d^  dy  "^  dr  dy 

j      ,  d(p  sinq>      dw        cosw 

oder  da  -^  = -^ ;    -^  =  — r 

ex  r         cy  r 

dr  X      dr 


-^co.<p^-;     ~=.än9^y- 


cz 


....  (a) 


also 


sinw  dz  .             dz 

ex                r      d(p  ^r 

dz         cosg>  dz     ,  ,        dz 

-^  =»  — -  ^ h  9m(p  — 

cy            r      d(p  er 

dz          dz  Icosw   dz     ,      ,       dz\    , 

cy           dx  ^  \    r      o(p                 dr] 

Ising^  dz  dz\         dz 


rstntp 


d^-'^'^drl 


d(p 


folglich  ist 

die  umgewandelte  Gleichung. 


d_z__ 
d<p 


0. 


d'^z         dh 
8)  In  die  Gleichung  ^^  "H  'Tl  '^  ^  ^^^^  ^^^  unabhängig  Veränder- 


bar^   '    dy*^ 

liehen  x  und  y  die  r  und  <p  einzuführen ,  wenn  gegeben  ist 

x  =  rco8<p ;     y  =  rsiny>, 

Auflösung^     Berücksichtigt  man,  dass  im  Allgemeinen 


dz      dz 
dx  '  dy 


von 


X  und  y   abhängig  und  diese  Functionen  von   r  und  y>   sind ,  so  folgt  nach 
Aufg.  7  {a) 

r.dz_  dz^                   dz^ 

dx  dx  dip            dx  dr 

dx  C(p  dx           dr     dx 

dz  dz                    dz 

e?  --  c  ^-'  ^           c  —- 


dh_ 
dx'^ 


"2  =  COS  ff 


c^z  cy  cy    c(p 

h/~     cy    "~ 
sinff  dz 


ip  fcosy  d 

\_    r      d 
In^ip  dz 


c(p 


ap 

sinip 

r 


,       cy^  ^r 
dy  er     cy 

av 

^^      +  cos(p^-2 
Cipdr  Cr^ 

dz 


c^z 


+ 


C^Z 


cz     ,    8tn(p  dh     , 

H ^r-i.  +  sm(p cos(p  ^ 

ap  r      c(p^  Cr  ^  aper 


sin2<p     dh 


,2^^    P2. 


d^dr 


.        ^    dh    .    sin'ip  ö^z 


dr^ 


d(p' 


sin^tp  dz 
r      dr 


j 
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COSif 


dh    ,    cos  w 
sinip  ^  -5  + 


dh 


er' 


r 


dz 


r 


€08  (p    OZ 


=  «n V  --^  + 


dif  dr  r 

.^  .  ^  sinif  dz 

cos<p    -  +  sinw  W-- ;.     + 

^  er  ^  dg>  dr  r      f(p  r 

sin2(p   dz         cos^(p  dz 

H —  V  + 


C0S€p    d'^Z 


8in2g)     d^z 
r       dif  dr 


d^\ 

cos^ip  dh 


r*^      dip    *        r      dr    *       r^    ^y' 


und  es  ist  somit 

dh 

dx 


dh 
dy^ 


dh 
dr^ 


1    dh 
r"  dip' 


..2     '      ?.^,1  P^2  ">      «2  7^^^2  "f"     ~     o..  Ö- 


1      CZ 

r    dr 


1)  Es  sei 


§.  47.    Aiifptbeii  zur  IJebuiij;« 

— —  -4-  —  =  0    X  =  e^ 


man  soll  eine  Gleichung  zwischen  y  und  der  neuen  Variabein  t  auf- 
stellen. 

Auflösung.     ^1  —  ^  +  «  =  ö- 

dy        dy 

A     -.      ^      dy        dt         dt        ,    .  , ,  rf*y 

Andeut.     -  -  =  -  -  =  - -,  entwickle  nun    —^  etc. 
dx        dx        e*^  dx^ 

dt 


2)  Die    Gleichung     M^  +  ~}  +  ^^^  mittelst  der  Gleichun- 


gen  X  ==  arcosip]  y  ==  hrsinip  in  eine  andere  zwischen  r  und  5p  zn 
verwandeln. 


dr 
siny)  -T — f-  r  COÄ  5p 

Auflösung.     r2+ ^ r=0. 

dr 


cos(p 


d(p 


rsinip 


dy 


j;*         y*  dy         dw 

Andout.  x,y ,r  sind  Functionen  von  ^ ;  -i  4-  v«  =  »"^     -r  *=*  -r  «tc. 

^     a^        b^  dx        dx 

d<p 

3)  Man  soll  die  Gleichung 

dy  ^2{1  +jo) 
dx  ^  (1  —  xf 


t~l  . 


vermittelst  der  Gleichung  a; « 

/  +  1 

bängig  Veränderlichen  t  umwandeln. 


in  eine  andere  nach  der  urj  b- 
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Auflösung.     ,7  =  ^.  , 

dy  dy 

.     .       .      dy        dt  dt  .  '         2^        . 

dt     {t+\)* 

4)  Es  seien  y  und  z  Functionen  der  unabhängig  Veränderlichen  x. 
Man  soll  einen  Ausdruck,  welcher  x^i/^z  und  DiflFerentialquotienten 
von  y  und  z  nach  x  enthält,  so  umformen,  dass  statt  jener  Veränder- 
lichen die  neuen  ?,«?,?  erscheinen,  wo  J  die  Unabhängige  bezeichnet, 
wenn  gegeben  ist: 

m 

Wie  heissen  -J^  r  -r  f  3^  ^^<1  T^^ 

dx    dx    aar  dx^ 

Anilosnng.     -  -  =  — w-7~ir-i  ;  x"       ITr*  _L  ?•«,' ' 

Anden t.    x,  y  und  z  sind  Functionen  Ton  |. 

5)  Aufg.  4  für  den  Fall  zu  lösen,  dass  x  =  ^]7j  =  fi^]  z  =  ^^  ist.« 

.     A^..  dy         fjr/      dz         fC 

Auflösung.        i=V-5di=   ?   5 

6)  Den  Ausdruck      Y^z  ? -  —  Ty  J  =  0 

^  dx  dx 

auf  die  in  der  vorhergehenden  Aufgabe   angegebene  Weise  umzu- 
formen. 

Auflösung.    5—^  =  0- 

Es  sei  u  eine  Function  von  x,y,z\  man  soll 

CU      CU      du      dhjL 
di  '  dy  '  ¥z  '  d^'*" 
,      ^  du      du      du  X.      '  j. 

ucken  durch  -^  /  v    /  ;^?. ,  wenn  gegeben  ist: 

CS      ofi      c^ 
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^«  1    /       du    .     du    .     du] 


Auflösung.    ':"  =  A    _  ^  4-  ^^  4.  'I^ 

^      dx       2  dS^  dfi^  dt 


dn        dt\ 
du  ^1    [du  __du        du\     du  _  \    Idu        du        du\ 
dy        2    Xct       dfi  "^  ?f/ '   ^7  -  2    \^%  '^  d^~  m 

?!ü       W—  -1-  ?!?*  J-  ?!!f  _  9  ^'«    _  9  ^"^    _i_      ^*« 

cx^  ^  4  lg^2  ■+"  a,2  -t-  ac2       ^^  ^-j     ^  a?  ^^  +  2  ^-p^j 

dxdy      4  (    a?2     ^ij2+gfj  +  ^ä^ 

äa^a?  "^  4  I    aj»  "•"  dn^      dV-  "^    dt  dt,\ 

%^      4  W^dn^^di-^       didn'^    didl~^dy[d^ 

as  1     , 

ö-  =  —  ^  etc. 
cx  2 

8)  Vorhergehende  Aufgabe  für  den  Fall  zu  lösen ,  dass 

^ 1     /l     ^w ^     ^"  _i      ^     ^"1 

ä^  ~  2  Ic  al  *~"  ~g  ä^  +  ?  af  J 

^-  =  i  /^  au      1  au  _  f_  au] 
ä^      2  [^  a?  "^  ?  ä^      ^  ci]  ^^^' 

9)  Man  soll  die  Gleichung 

dx  X  dx^ 

mittelst  X  —  asint 

in  eine  nach  der  unabhängig  Veränderlichen  t  umwandeln. 

Auflösung.     ^1=  atgt. 

dy 

IL     ü      M.      dy  di 

Andeut.      *^  =  —  —  etc. 
dx        a cos i 

10)  Die  Gleichung  -  ^.  +  ^i  =  k  durch  x  =  e'  in  eine  nach  / 
umzuändern. 

Auflösung.    -^  =  ke^K 

.     .      ^      dy        dt     , 
Andeut.      ,-  =  —-  etc. 
dx        e^ 
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11)  In  der  Gleichung    ay  +  bx^£  +  x^  ^^  =  ^  ^^  Veränder- 
liche X  dnrch  t  zu  ersetzen,  wenn  man  weiss,  das»  t  =  Ix  ist. 

Auflösung.     ay  +  (6-l)|+^f-  =  0. 

d^        dy 
LA.  »      ^y        \    dy      dh,        dfl  '^dl 

« 

12)  Die  Gleichung  y  +  ^  ^^;  +  ^^  0  =  ^  °^^^  '  urazuformeD, 
wenn  x^  =  9<  ist 

Auflösung,    y  +  4^  J  +  4«^^^f  =  0. 

,     .       ,      rfy        2y<  dy     ^        \t  ^y    .    1    dy 
Andeut.     ___  _;   ^^«-^   —  +-  -. 


13)  Die  Gleichung  —  2  +  ^^  =  0 »  i»  welcher  x  und  7/  von  ein- 


ander  unabhängig  sind,  so  umzuformen,  dass  diese  Veränderlichen 
durch  r  ersetzt  erscheinen ,  wenn  gegeben  ist : 

c^z    .     1    ds 


Auflösung.    ^  + 


=  0. 


r    er 


Andout. 


Cz   ds  dr  ^   ^-^ 

dx  ~  dr  d(30        r    er 

aar«  ""  e?^  \r     dr]        dx   V  r    dr) 

__   1  ^2     ,    ^*   a*z  a:*   ^c 


'2 

14)  ^"?  ^  ^  4_  1^  =  0  so  umzuformen,  dass  r  als  unabhängig 


f^         ^-^         r^^u 


lerliche  erscheint,  wenn 

a;^ +  y^  +  «^  =  ^*^;     w=/(r), 

Uflosuüg.     ^-2+-    är^^' 
tdeut.     Verfahre  wie  vorhin. 
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15)  In  dem  Ausdrucke  l  +  L  +  ö")  ^^^  unabhängig  Veränder- 
lichen X  und  y  durch  zwei  andere  y  und  xfj  und  die  als  abhängig  Ver- 
änderliche anzusehende  z  durch  r  zu  ersetzen,  wenn  gegeben  ist: 

X  =  rcosg>co8Xlß'y    y  =  rcoscpsinxfj]     z  =  rsintp. 

Aullosung.     ^  ^'       '^^    '         -^ 


coscp  ^—  —  rsina>\    cos^w     • 

.  ^s        cz   ex       cz   cy      cz   ^  cz   ex  _,   t?«   cy 

c^9>       6/«  dq>       cy  C(p     cyf      ex  e^      cy  e^ 

Entwickelt  man  nun 

öx  er 

«^  '*•  "^t  Q  *** 

und  ebenso.     ;    /   ;    ,.-;    ^  ;    ^-  und  führt  die  betrefifenden  Werthe  in  vorstehende 
eiff     eip     eyf     cq>     etp 

cz         ez 
Gleichungen  ein,   so  findet  man  daraus    >     und  tt-  ®tc. 

(^x  ()y 


16)  Man  soll  die  Gleichung 


"=1/ 


'+(jf+(i:' 


wo  X  und  y  Functionen  von  z  sind,  so  umformen,  dass  u  ixxq  ,  (p  ,  z 
ausgedrückt  erscheint,  wenn  gegeben  ist 

X  =^  QC08^\     y  =  qsin(p. 


Aun.       .  - 1/,  + ,,  ( JjVW 


Andeut.    DtL  x  f  y  ^  q  und  9  Functionen  von  z  sind,  so  hat  man 

dy  dq>  ,       do 

",'  =*  0  CO«  g>  —  -  +  9inw  — 
rfü  *        ^  dz     *  ^  dz 

dx  .     d<p  rfo 

—  «s  -  Qsmm—  ■+■  eoaq>  ~  etc. 
dz  ^       ^  dz  ^  dz 

17)  In  der  Gleichung 

seien  y  und  s  Functionen  von  x\  man  soll  mittelst  der  Beziehungen 

WO  ?  die  unabhängig  Veränderliche  bedeute,  die  neuen  Verände 
liehen  ? ,  ^  ;  f  einführen. 
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t 

Auflösung.    4f  +  J  — ^  =  0. 

Andeut    Yeimöge  der  drei  gegebenen  Gleichungen  sind  |,i},^  Functionen  von  :r,y,e 
also  X  eine  Function  von  |  und  somit  y  und  z  Functionen  von  |.    Mau  hat  daher 

rfS  ~  rff  "*"  rfl '    rff  ""       "^  dJk'    di'^       "*"  dl 

—.  dy      dz 

Bestimme  nun    -  -  ,  -—  etc. 

dx     dx 

« 

18)  In  dem  Ausdrucke 

AiO  r\*%  r-*) 

c^u        cht        c^u 

WO  u  eine  Function  Von  x  ,y  ,  z  ist^  diese  Veränderlichen  durch  drei 
neue  r  ,q>  ,ip  zn  ersetzen,  wenn  gegeben  ist 

X  s=ft  rcostp  cosipy     y  =  rsinfp  costp]     s  =  rsinxp, 
.      «,  „         »        dhi    ,  1         bhi    ,     1     d^u     .     2    du         tgip  du 

Auflösung.    :n+  -« — 07  --2+  "Y  «^-72+      ~ f  '^• 


vierter  Abschnitt. 


Functionen  complexer  Ausdrücke. 

§.  48.    Bedeatnng:  complexer  Ansdrfieke. 

1)  Bezeichnen  u  und  v  reelle  Functionen  der  Variabein  x  ,  i  die 
imaginäre  Einheit  / —  1  und  man  setzt 

u  ==  rcosip  ,  V  =  rstnlfJ (l) 

also  r  =  /w2  +  t?~-J (2) 

wo  r  und  ip  reelle  Functionen  von  x  sind,  r  absolut  genommen  wird 
und  0  <  1/;  <  27r  ist,  so  folgt: 

w  4-  ry  =  r  (cosip  +  isin  xp) (3) 

Diese  Gleichung  gibt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand,  einen  complexen 
Ausdruck  trigonometrisch  darzustellen. 

Man  nennt  r  den  Modulus,  \p  die  Amplitude  oder  das 
Argument  der  complexen  Grösse  u  +  ^' 

Allgemeiner  könnte  man  auch,  wenn  k  irgend  eine  ganze  Zahl  be- 
deutet ,  setzen : 

u  -\-  iv  ==  r  [cos  {ip  +  2A*7r)  +  isin  {\p  +  2k7i)] 

Wir  werden  jedoch,  wenn  nicht  ausdrücklich  das  Gegentbeil 
bemerkt  wird,  nur  den  Itir  Ä:  =  0  hieraus  resultirenden Hauptwerth  "') 
unseren  Betrachtungen  zu  Grunde  legen. 

2)  Um  nun  zunächst  die  Bedeutung  einer  Potenz  mit  reeller  B&  J, 
aber  complexem  Exponenten  kennen  zu  lernen,  definiren  wir,  inlJel  r- 
einstimmung  mit  §.  5,  Beisp.  1 : 

l  n 
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flir  ein  reelles  aber  aneudlich  grosswerdendes  n.    Znr  Bestimmung 

dieser  Grenze  setzen  wir 

w 

n 


n     I        \         n        n 


1  + 


u 


n 


1  + 


1  + 


u 
n 


n 


U 


i  +  -     1+« 


n 


— ; 1  ==s    1  -| 1  (costp  +  isinipY  = 


1  +     I  {cosnip  +  isinnxp)*) 

WO  also  co«i//  =  1  -  «ni//  =  — , — • 

Da  hiernach  aber  %p  mit  nnendlich  wachsendem  n  sich  der  Null 
nähert,  man  also  beim  Grenzübergange 

V 


nv 
^        n-f-u  n  +  u 


V 


1  + 


u 
n 


und  für  nt^soo  ,  n\p^=^v  setzen  muss,  so  folgt  nach  §.  5,  Beisp.l  (2): 

&w  [1  +*   -  —   ==  ^tr/i  [1  H — I    Um  (cosnip  +  isinnip) 

oder  e«+"'  =  ß"  (co«v  +  t«nv)**)   ......    (4) 

Für  einen  reellen  Exponenten  t  ist  bekanntlich  a'  =  e''«.     Behält 

man  nun  diese  Definition  auch  für  einen  complexen  Exponenten  bei,  so 

folgt:  a"+»^  =  e<«+'^> '« 

oder  nach  (4) 

a"+<«'-=c«'«[co5(v;a)-f-t«n.(»Za)]      ....     (5) 

oder  da  e'^  =  a , 

ißt,  auch:  a^*'' ^^^  a^  [cos  (via) -^  isin  (via)] (6) 

Für  M  =  0  folgt  aus  (4) 

e»»  s=s  C08V  +  i«72t? (7) 

e*"'*'  =  coÄV  —  twnt? (8) 

3)  Mittelst  der  Gl.  (6)  lässt  sich  nun  leicht  nachweisen,  dass  alle 
früher  für  die  Rechnung  der  Potenzen  mit  reellen  Exponenten  ent- 
wickelten Regeln  auch  Gültigkeit  haben,  wenn  die  Exponenten 
'lex  sind. 


Onmrk 


Yergl.  A.  A.  I.  §.   116a  Zus.  3. 

f  Denn  es  ist  lim  cosnxp  =  coa  {Um  n\fi ,  lim  sin  n  \fj  ==  sin  Qim  ntf/)  und  allgemein 
^x)=f{limx)y  wenn  x  mit  wachsendem  oder  abnehmendem  n  sieh  einer  Grenze 
rt    Um  dies  nachzuweisen ,  setze  man  x  =  l-\'  i ,   wo  €  sich  der  Null  nähert ,   so 

'•,:r  =  S,  und  nach  §.  40  (2) 

0  <©<  l. 
ir  ein  endliclies  /'  hat  man  daher 

limf{x)=m=^f{limx). 
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ist 

+'-  -  o^  H  (.4.)  +  .««  (via)]  [».  (.,4.)  +  ,•  „■»  (,,  4,)] 

-  »■+■.  [co.  (,.  +  «J  ia  +  ,™  (.  +  .,)  Jo] 

^^L  _„.--.,   "•  (»'")  +  '"'»  ("'») 
K„  <».(.,io)+i»n(.,ia) 

—  o— I  [ms  (c  —  v,)la  +  im  (»  —  »,)  (n) 

Um  den  Werth  von  einem  Logarithmus  einer  eomplexen  Zahl 
suchen,  getzea  wir 

logi''^u'+ w)  =  U  +  iV        (9) 

id  F  reell  sind,  so  ist 

«"+*•'  =  u-\-iv 
h(6):     a'^  [a»  {Via)  +  i«n  (Via)]  =  n  +  h 
■nach       a'^  cos(Vla)  =  u;  a"»m{Vla)  =v    . 
folgt  „(/  _  »^««-T^ 

Wurzel  positiv  zu  nehmen  ist,  da  tHr  ein  reelles  U  auch  a'' 
lusmilt. 

1  hat  daher 

eichnet  non  i/*  den  kleinsten  positiven  Winkel,  welcher  diesen 
ileichungen  genügt,  setzen  wir  also 

t'u^  +  v-''         ^       Vu^  +  v^' 
la  =  v^  +  2trt,  WO  k  eine  beliebige  positive  oder  negative 
ibl  bedeutet,  und  man  hat  nach  (9): 

/(«  +  .V)  =  ^i(«i  +  pJ)  +  ,-(^+2fc7r)     .     .     (11) 


disur  Formet  (II)  bedenUt  lUo  l{u*-\-i:*)  den  Logirithmiu,  wie  er  In  o 
iden  wird,  »ihrend  i(u  +  ip)  der  altgemeing  Autdrack  Kr  den  Lomrithai 
Uien  Zktil  ift 
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ftlr  u  =  1 ,  v  =  0,  cosxp  ==  1,  sintfj  =  0,  also  ^^  =  0,  erhält  man 
hieraus:  ZI  =  i.2k7i 

und  filr  M  =  —  1 ,  V  =  Oy  cosxj)  =  —  1 ,  «Vit//  =  0 ,  also  ip  =  n: 

/(—!)  =  i  (tt  +  2kn)  =  i{2k  +  1)  n. 

Ans  (10)  und  (11)  ergibt  sich,  dass  der  Log.  einer  complexen 
Zahl  vieldeutig  ist.  Wir  werden  jedoch  in  der  Folge  nur  denjenigen 
der  Werthe  darunter  verstehen,  der  erhalten  wird,  wenn  man  k  =  0 
setzt    Es  ist  alsdann  nach  (11) : 

l(u  +  iv)=\l(u^  +  v^)  +  iip (12) 

oder  wenn  man  der  complexen  Zahl  die  Form  r  {cosxp  +  isinip)  gibt, 

l[r  {cosxp -\- isinip)]  =  Ir  +  ilp (13) 

wodurch  der  Logarithmus  einer  complexen  Zahl  definirt  ist. 

Es  wäre  nun  zu  untersuchen ,  ob  und  unter  welchen  Bedingungen 
die  früher  vorgetragenen  Regeln  über  die  Rechnung  mittelst  Logarith- 
men auch  für  obige  Form  Giltigkeit  haben. 

Setzt  man 

z  =  r  {cosxp  4"  isinxp)   ;  z^^==^  r^  (cosxp^  +  isinxp^) 
WO  0  <  V^  <  360«,  80  folgt: 

Iz  =^lr  '\-  ixp ;  b^  =  Ir^  +  « V'i 
also  h  -f  fe,  ==  l{rr^)  -\-i{xp  +  %). 

Nun  ist  aber 

zz^  =  r  {cosxp  4-  isinxp)  ,  r^  (cosxp^  +  isinxp^)  = 
rr^  [cos  {ip  +  Xp^  —  2k7t)  +  i  sin  {tp  +  ip^  —  2k7t)] 
also  /  (22j)  =  l  {rr^)  +  i{xp  +  xp^  —  2kn)  =  Iz  +  Iz^  —  i  .  2kn, 
wo  fc  so  zu  bestimmen  ist ,  dass  0  <^xp  +  xp^  —  2kn  <  2n. 

Die  Regel  für  den  Log.  eines  Productös  gilt  somit  auch  hier,  wenn 
man  nur  den  Coefficienten  von  i  durch  Subtraction  von  2kn  zwischen 
die  Grenzen  0  und  2n  bringt. 

Da  ferner 

-  =^  —  [cm  (^  —  i//j  +  2kn)  +  isin  {xp  —  xp^  +  2kn)] 

WO  k  so  zu  bestinmien  ist,  dass 

0  <  1//  —  i//j  +  2kn  <  27r, 


s  il 


l^    =r  /  —  +  I  ((//  —  1/;^  +  2kn) 


^1  n 


^=  h  —  ^  -f*  2äfc7r, 
^     .^8  hervorgeht,  dass  unter  der  vorhin  gemachten  Voraussetzung 
J       die  früher  für  den  Log.  eines  Bruches  gegebene  Regel  giltig  ist. 

,  Diff.  und  tDt.-Rechiiun{f.  g 


?■> 


iü 
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r»:' 


»• 


t^' 


"T 

E*'. 


Weiter  hat  man : 

j8»  ssr  r**  [co«  (nl/;  —  2kn)  +  »«»  (^V^  —  2fc7r)] 
also  fe"  =  Zr«  +  «  (ni//  —  2kn) 

=  wZr  +  2  {nifß  —  2k7i)  =  nlz  —  t.2fc7r 

und  y'z  a=  l^r  [cos  —  +  2«w  — 

\        «  ^, 

\.         Ir  xD         Iz 

somit  ^z  =  -  +  i  x_  =-=  _. 

n  n  n 

Auch  die  für  das  Potenziren  und  Radiciren  bekannten  Regeln 
bleiben  also  bestehen,  wenn  man  bei  der  ersten  Operation  den  CoefB- 
cienten  von  i  zwischen  die  Grenzen  0  und  2n  bringt.  Beim  Radiciren 
ist  dieses  schon  der  Fall. 

5)  Nach  (7)  und  (8)  ist 

e**'  =  C08V  -\-  isinv   ;  e~~^^  ==  cosv  — isinv 
woraus  folgt: 

COSV  = —  ;    sinv  = — .     .     .     (14) 

Diesen  für  ein  reelles  v  geltenden  Relationen  legen  wir  nun  allge- 
meine Giltigkeit  bei  und  erhalten  dadurch  die  Definition  für  cos  und  sm 
complexer  Bogen,  und  somit  nachstehende  Gleichungen: 

COS  (u  +  iv)  -« =  ~- ^ .     (Ua) 

=  \  [ß~®  (cosu  +  isinu)  -f-  e^  {cosu  —  i8inuj\ 

gr  +  e-r  _         gr  _  g 


cosu 


tsinu 


ß"      I      g — *  g**        -     g — 1> 

Ebenso:  «n(u  +  iv)  ==  «wm h  /co*u 

für  M  ==  0  ergeben  sich  hieraus  die  Beziehungen : 

cos  {w)  = — - 


.     .     (15) 
.     .     (16) 


sin  (iv)  =  i 


.  e>  —  e-" 


(17) 
(18) 


Es  lässt  sich  nun  wieder  leicht  zeigen ,  dass  alle  in  der  ebenen 
Trigonometrie  zwischen  den  goniometrischen  Functionen  reeller  Bogen 
entwickelten  Relationen  auch  hier  giltig  bleiben. 

So  folgt  z.  B.  aus  den  Gleichungen  (15)  --  (18) 

cos  (u  -f-  iv)  =  cosu  cos  {iv)  —  sinu  sin  (iv) 
sin  (u  +  iv)  =  sinu  cos  (iv)  -f-  cosu  sin  (iv) 


cos^  (u  +  iv)  +  sm^  (m  +  iv) 


fe^  +  e 


,— r\2 


,r p— r\2 


^  "^       CO*  (m  +  «')  c^*'  4-  e~^  +  2co«  2m 


r 
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woraus  wir  zugleich  ersehen ,  dass  sich  jede  goniometrische  Function 
eines  complexen  Bogens  stets  auf  die  Form  ü  +  /F  bringen  lässt. 

6)  Wir  betrachten  nun  noch  die  cyclometrischen  Functionen  com- 
plexer Zahlen. 

Es  sei  arc  sin  (u  +  iv)  =^  U  +  iV (19) 

WO  Uxmd  F  reell,  also    » 

«Vi  (U  +  «F)  =  u  -\-  iv 

oder  nach  (16) 

s^fi  u ]-  i  cosü =  u  +  21?      .     (20) 


SO  ist: 


sm  U =  M ;  cosU =  v, 

2  '  2 


Setzt  man  zur  Abkürzung : 

sinU  =  Q ,  cos  U  =  P 
so  wird 

e^  +  e-'^  -=  2  "  .  .  .  (21)    e'^  -  e"''  =  2  ^      .     .     .     (22) 

Zur  Bestimmung  von  P  und  Q  hat  man  daher  die  zwei  Gleichungen- 
P2  +  Q2  _  1   . .  .  (25)      .J  _  g  _  1     .     .     .     .     (26) 

woraus  sich  ergibt  : 

p2  c=  _  4-  («2  +  ^2  _    1)  +  I  j/(u2  +  v2  —1)2  +  4l>2 

Q2  ^  1  (^2  +2,2  +  1)    ip  I  ^/(^,2  +  t,2"Hl)y+  4t;^ 

Eine  einfache  Betrachtung  lehrt,  dass  von  den  Doppelzeichen 
der  ersten  Gleichung  das  obere  genommen  werden  muss,  damit  P^ 
positiv  ausfällt  und'  dass  also  auch  in  der  zweiten  Gleichung  nur  das 
obere  Zeichen  gilt.  Durch  beide  Gleichungen  sind  also  die  Absolut- 
werthe  von  P^  und  Q?  unzweideutig  bestimmt  und  es  ist 

P  =  i  -^    |/l   _  U^  —  i;2  +  |/(1  —  M^  —  ^2/2  _|_  4,,-2 

a  =  ±  j;^  |/i  +  u2  +  2,2 -T /(r=^2^T2F+  4^2 

entsteht  nun  die  Frage,  ob  Pund  Q  bezüglich  ihrer  Vorzeichen 
S       "'^Iktirlich  combinirt  werden  dürfen. 

8* 
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Gl.  (21)  lehrt,  dass  —  stets  positiv  sein  muss,  indem  e^  +  c^^  ftfr 

ein  reelles  V  immer  positiv  ausfällt^  woraus  hervorgeht,  dass 
Q  ==  sin  ü  mit  u  stets  dasselbe  Zeichen  hat,  also  Q  immer  unzwei- 
deutig bestimmt  ist. 


Dann  sind  aber,  da  nach  (26) 


u 

Q 


> 


,  die  beiden  Ausdrücke 


— —  und , 

Q^  P  Q       P' 


P  mag  positiv  oder  negativ  genommen  werden ,  immer  positiv 
und  man  kann  daher  ein  reelles  F  bestimmen,  so  dass  (23)  und  wegen 

b  "^  >)  I  ö  ~"  p/       ^  auch  (24)  erfüllt  ist,  woraus  dann  (21)  und 

(22)  hervcTrgehen. 

Diesen  zwei  Gleichungen  wird  somit  genügt,  sobald  P  ein  belie- 
biges, u  und  Q  aber  einerlei  Zeichen  haben. 

Die  Aenderung  des  Zeichens  von  F  =  cosü  führt  F  in  —  F  über. 
Wir  wollen  durch  P'  den  positiven  Werth  von  P  bezeichnen. 

Unter  der  Voraussetzung  nun,  dass  Q  mit  u  einerlei  Zeichen  hat, 
nehme  man  cosU  =  P';  alsdann  ist  durch  diese  und  die  Gleichung 
sinU  =  Q  ein  kleinster  Bogen  U  =  aresin  Q  bestimmt,  so  dass  allge- 
mein 

U  =  2k7t  +  aresin  Q 

gesetzt  werden  kann  und  da  nach  (23) 
so  folgt  nach  (19) 

aresin  (u  +  iv)  =  2kn  -j-  aresin  G  +  'M"^  +  ^     •     •     (27) 

.  Nimmt  man  eos  17=^  —  P',  dann  bestimmen  die  Gleichungen 

sinU=  Q  ]  eosU^  —  P" 
oder  sin  (n  —  U)  =  Q   \  eos{n  —  U)  =  P* 

einen  kleinsten  Bogen  n  —  ü  =  are  sin  Q,  so  dass  U  =  n  —  aresin  Q 
oder  allgemein 

U  =  2Ä7r  4-  ^  —  aresin  Q 

gesetzt  werden  kann  und  da  nach  (23)  in  diesem  Falle 


•)  Denn  nach  (26)  »•»  (|  +  Ji)   (j  "  ;^)  =  •• 
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so  folgt  nach  (19) 

(U  V  \ 


=  (2k  +l)n 


WTC  sin  Q  +  il  (^  +    p^ 


.     (28) 


Es  ist  daher,  wenn  man  (27)  und  (28)  in  eine  Formel  zusammen- 


zieht: 

arc  8tn  (u  -f-  «^')  =^  titt  -{-  ( —  1)** 

wo  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet. 


arc  sin  Q  +  2  ^  [  ^  +  pi| 


.     ,     (29) 


An  merk.     Diese  Formel  ist  ganz  analog  der  für  reelle  aresin.   Denn  bezeichnet 
a  den  kleinsten  Bogen  dessen  airi  =  x  ist ,  so  hat  man. 

arc  «in  a?  =  a  +  2Aw oder  =  Ä—a  +  2Aw  =  (2X;+  1)«—  « 
ilso  allgemein  arc  sinx  =  ««  +  ( —  l)'»  «. 


u 


Für  u  =  0  findet  man,  da  P'==l,  Q=0,  ~  =  |/i  4-1,2   y^ix^^ 

aus  (29):  

arc  siniv  ==  nTT  +  (—  1)"  «7  (w  +  F^i  +  v^). 

Für  r  =  b  und  [w]  <  1  ist 

also  arc  sin  u  =  nn  -^  ( —  l)"  arc  sin  u. 

Dagegen  ist  für  v  «=  0 ,  [u]  >  1,  also 
P'=0,  Q=  +  1,  ^  =  [m],  ^  =  ±  /ü^TTY (einerlei Zeichen  mit  v): 


arc  sin  u  =  (2fc  +  l)  ^  +  H  [M  +  J^u^  -  l] 

wenn  man  +  (—  1)»  +  2n  ==  2Ä:  +  1  setzt. 

7)  Es  sei  arc  cos  (w  +  iv)  =  (7  +  «F     .     .     . 

also  cos  {U+  iV)  =  M  +  iv 

and  nach  ( 1 5) 


(30) 


cos  U 


\7t 


e^+e 


.— F 


.K 


i  sin  U 


=  u  +  iv 


(^^T       sin  l^  +  U\ 


2 


TT 


+  i  COS    -  +  ^1 


e 


,-F 


2 


M  +  iv, 


TT 


•*nn  man    -  +  U=  U'  setzt, 


.—  V 


sin  U 


,  e^  +  6-^ 


+  «  C05  CT* 


e 


F__  p-v 


2  2 

^'  _|-  iV  =  arc  sin  (u  +■  iv). 


=  M  +  iy 
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Als  allgemeinste  Aullösung  dieser  Gleichung  fanden  wir  aber 

U'  =  nn  -\-  ( —  1)**  arc  sin  Q 


und  es  ist  daher 


C7  =  nTT  4-  ( —  1)"  <^^c  sin  Q 


TT 


oder  da 


7t 


arc  sin  Q  -f-  arc  cos  Q  =  ^     ist, 


ü=nn  -}-(—  1)»  I; 


n 


arc  cos  Q 


=  ( —  1)"+^  arc  CO«  Q  +  TT  (n  -f- 


TT 

""    2 

(-ly 

2 


Berücksichtigt  man  nun ,  dass  für  ein  gerades  oder  ungerades  « 

( —  1)» 1 

der  Ausdruck  ^ beztiglich    0     oder    —  1     wird,     also 

( l)n  i 

n  +  > ^ stets  eine  gerade  Zahl  2k  ist,  so  kann  man  auch 

schreiben  : 

U  =  2kn  +  (—  1 Y+^  arc  cos  Q 
und  es  ist  daher  nach  (30) 

arc  cos  {u  +  iv)  =  21cn  +  (—  l)«+i  arc  cosQ  +  (—  l)'H-i  iV  |  "  —  ^ 


=  2kn  +  (—  1 )«+» 
woflir  man  auch  setzen  kann : 

arc  cos  (u  -f"  «^)  ==  2  fc/r  + 


arc  cos  Q  +  il  |-   — 


arc  cos  Q  -f-  il  \  -  —      . 


.     (31) 


An  merk.     Bezeichnet  a  den  kleinsten  Bogen,  dessen  reeller  eo8inu9  =  x  ist,  so 
hat  man  arc  cos  x  =  2kn  -{-  a  oder  =  2kn  —  a,  also  auch 

arc  cos  X  =  Ihn  +  a. 
Diese  Gleichung  stimmt  wieder  der  Form  nach  mit  (31)  überein. 


Für 


w  =  0  wird  P'  =  1 ,  Q  =  0,  )!  =  /l  +  v'^, 


also  arc  cos  iv  =  (2k  +  1)       —  (—  1)*  ii  (?;  +  ^^i  -|-  't,?)^ 

il 

wenn  man  2A:  -j-  1  statt  der  ungeraden  Zahl  4^•  +  1  setzt. 
Ist  r  =  0  und  [m]  >  1 ,  also  P'  =  0 , 

so  wird  arc  co«  u  =  2Ä:7r  ^h  «^  [[u]  --1-  /m*^  —  1] , 


1 ,  (einerlei  Zeichen  mi   p)» 
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wenn  u  positiv ,  also  Q  =  4.  l ,  dagegen 

arc  CO8  u  =  2kn  ^[n  +  ä  [[ü\  +  }/u^  —  1] 

==  (2ifc  +  1)  TT  +  ü  [[U]  +  /tt2  —   1] 

wenn  u  negativ ,  also  arc  cos  Q  =  ;ir  ist. 
Für  t?  =  0  und  [u]  <  1  folgt 

P'  =  |/r=r^%  Q  =  «,  ~  =  1,  |i  =  0, 

also  arc  cos  u  =  2kn  +  arc  cos  u, 

8)  Gehen  wir  nun  zur  Untersucliung  der  Bedeutung  von 

arc  tg  {u  -f-  iv)  über. 

Setzt  man 

arc  ig  (m  +  n?)  =  U  -{-  iV 
also  tg\u+iV)  =  U'\'iv 

SO  folgt: 

sin  ÜJß^  +  e~^)  +  i  cos  U  i^^^f^ ,     .  .«ox 

cos  Ü  (aV  +  c-v  )  _  i  sin  Ü  (e^  _  ^-^  )  "  ""  "^  '^         '     ^^^^ 

oder  wenn  man  Zähler  und  Nenner  durch  cos  ü  («^  +  6"-^ )  dividirt  und 

ev  —  e-v  _  e^v  _  1  _  % 

setzt 

r^/ÄV^  =  "  +  ^^ <^'^ 

oder  /^  U+iR  =  u  -{-  vRtg  U+%  (v  —  uRtg  U) 

Es  ist  daher             tg  Z7  =  w  +  vRtg  U (35) 

and                                      R=2v—  uRtg  U (36) 

oder                                  tgU  -—u=  vRtgU (37) 

nnd                                         R{1  +utgU)  =  v (38) 

Durch  Multiplication  dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man 

{tg  U—u){l+u  tgU)  =  vHg  U 
,  2tgU  ^  ^^,  2u 

oder  - — ^2?>  =tg2U=  z—2 2 

1  —  tg^U  1 — M^  —  v^ 

also  ^=*^^+  2  ^''^'^1  -=^2^,2    •     •     •     •     (39) 

wo  jk  einstweilen  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
c      ^*     Setzen  wir  kurzhin 

1  2m 

-  arctg k «  ^  "' 

2  1  —  u^  —  V 

tgü=tg\k^  +«) (40 


{ 


f. 

U 


l- 
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Je  nachdem  man  hierin  fc  gerade  oder  ungerade  annimmt,  wird 
tg  U=  tga  oder  ^ 

I  .       sin  \k~  +  aj  9m  k  ~  cos  a 

und  es  entsprechen  somit  den  verschiedenen  Werthen  von  Jl-  nur  zwei 
Werthe  von  tg  Uj  wie  sich  solches  auch  schon  daraus  erkennen  lässt, 
dass  tg  U  die  Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung  ist. 

Setzt    man    nun    das    eine    Mal    U  ==  a,    das    andere    Mal 

7t  TT 

^=  i  -  -h  a,  WO  das  Zeichen  von  -  so  gewählt  wird,    dass    U 

TT  TT 

zwischen  —  -   und  +  -  fällt,  so  ist  im  ersten  Falle  tgü  =  tga^  im 

zweiten  toC7= .     Beide  Resultate   haben    verschiedene  Vor- 

^  tgcc 

zeichen  und  man  kann  darum  den  Werth  von  U  so  wählen ,  dass  tg  ü 

mit  u  einerlei  Zeichen  erhält. 

Nimmt  man  ü  =^  a  und  hat  tga  mit  w  dasselbe  Zeichen,  so  ist  die 

Sache  für  sich  klar.    Hat  aber  tg  a  mit  u  entgegengesetztes  Zeichen, 

ist oder  tg  |+  ^  +  «  mit  w  von  einerlei  Zeichen. 

tga  "^  \—  2  I 


so 

Man  setze  also 


U=€^  +  a  +  hn (40fl) 


S7t 

wo  €  =  0,  +  1  oder  —  1  und  so  bestimmt  ist,  dassv«  +     -zwischen 

TT  I  Tc\ 

—  ^  und  -f-  -  fällt,  und  <^  a  +  f       also  auch  tgU  mit  u  einerlei 

Zeichen  hat. 

Aus  (35)  und  (36)  resultirt: 

Et  --,  ^-  +  "^  '^y.  R+l=0      ....    (41) 

woraus  hervorgeht,  dass  die  zwei  Werthe  von  R,  im  Falle  sie  reell 
sind,  dasselbe  Zeichen  wie  v  haben  und  reciprok  sein  müssen.  Diese 
beiden  Werthe  sind : 

^  __  1  +  ul+  v^  ±  /(l  +  ug  +  t^y  _4^2 
""      "  2v 

Da  statt  des  Radicanden  auch 

(^2  _|_  .y2  __  1)2  _^  4  ^^^2  ^  ^2)  _  4^2  =  (^2  +  ^,2  _  i)2  ^  4^2 

gesetzt  werden  kann,  so  sind  beide  Werthe  reell  und  nur  dann  einan  er 
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gleich,  wenn  gleichzeitig  m  =  0  und  v  =  +  1  ist.  Da  Ä^  Ä^  ==  1 ,  so 
ist  der  Absolutwerth  des  einen  grösser,  der  des  anderen  kleiner  als  1, 
und  entspricht  R^  dem  positiven  Zeichen  des  Wurzelaasdruckes,  so  ist 
wegen  des  stets  positiven  Zählers  von  R  offenbar  [R^  ]  >  [R^] ,  daher 
[äJ  >  1  und  [R^\  <  1.  Von  den  beiden  Werthen  R^  und  R^  ist  jedoch 
nur  R^  zulässig.    Denn  schreiben  wir  statt  (41) ; 

V  (ä2  -I-  1)  —  (1  4-  w^  4-  i?2)  i2  =  0 

oder  2v  (2jB2  _j_  2)  — -  (l  +  m^  -}-  v"^)  4R=0 

oder  2t?[(Ä+l)2  4-(Ä—i)2J_[(i24-i)2_(ii_i)2j(i  4.^24. ^j2)_o 
oder  (Ä— 1)2  (2v-{-u^  +  v^  +  l)  —  (i2+l)2  {u^-{-v^  +  l  —  2v)  =  0 
,  IR  +  IV      u^  +  (v+  1)2  ^     ^ 

und  berücksichtigen,  dass  nach  (33) 

e''^—l=R  {e^y  +  1) 

also  ,2r=_A+I_  1^+1)1 

—  Ä  +  1  —  Ä2  -f-   1 

und  7  reell,  also  c"^  positiv  ist,  so  ergibt  sich  hieraus  sofort,  dass 
ä2  <  1  sein  muss,  also  nur  Äj  i^  Betracht  gezogen  werden  kann. 
Wir  haben  somit 

oder  nach  (42)  y^'j^^iP^'^P 

Da  für  Ä  nur  ein  Werth  zulässig  ist,  so  resultirt  aus  (35)  und  (36), 

dass  auch  tg  U  nur  einen  Werth  haben  kann. 

Aus  (36)  ergibt  sich  dafür  unzweideutig : 

,   y.^      V  —  i?9       i^    \         1 
tqjj  = — ^  = 

u  R^  u    R2        u 

und  da  R,  = 


'1 


R, 


tgU ^l  R,  -^^  ^    y    [-  1  +  u^  +  v^  +   ^/(_r+r^^  +  ^^"2)2"+4u2] 

Es  hat  daher  /<7f7mit  u  stets  einerlei  Vorzeichen**) ,  wie  früher 
schon  angenommen  wurde  und  es  ist  somit 


ta    — —-     -—  positiv,  80  ist  diese  Umformung  offenbar  gestattet. 

^r  «•  +  »•  >  1  ergibt  sich  dieses  unmittelbar;   ist  u'^  -\-  v^  <i  \    und  man 

/^  17  ==  -L  [__  (j  _  ««  _  I,«)  ^  Vd'^  tt*  ^v*)«  +  4««], 


y 


.    /       .     .  \            '*    I     ■»■                          ^«*  I    1        • 

arc  <^  (w  +  ft;)  =  6  ^  +  —  arcf^  -^ 2 2  +  »^  + 
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m2  4-  i?2  _  1  4-  ^/(w2  4-  1,2  _  f)2  ^  4„f 

(7  =  arcto ^ ' ^-- — ■ \-  kn 

zu 

also  ^^ 

*   (     ^'^       ^-^.        ,     u^  +  t^'  —  1  +  >^(t^M^^^^)'+4 u' 
arctg  {u  -f-  tv)  =  kn-f-arctg r — 

i    u^  +  (.  +  iy  ' 

^  4     u2  +  (i;  —  1)-^ ^*^^ 

Berücksichtigt   man  (40  a),    so    erhält   man  als   allgemeinsten 
Werth  von 

TT         1  2m 

and  hiemach 

TT    ,     1  2u 

o  +  ö  arctg- j- 

2         2  1  —  u^  —  V 

+  • ,  ü^±|i+i|_: <«) 

WO    also    fi  =  0 ,  +  1     oder    —  1     und    so    bestimmt    ist ,    dass 

TT  1  2t£  Tt  TV 

y  =  «     +  ~  arc  ig ^ 2  zwischen  — -  und  +  -  fällt,   ferner 

tg  (p  also  auch  tg  U  dasselbe  Zeichen  wie  u  hat  und  Je  eine  beliebige 
positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 

An  merk.     Diese  Formel   ist  wiederum   analog   der   für  reelle  arc  ig.     Ist  a  der 
kleinste  Bogen,  dessen  tg  den  Wertli  x  hat,  so  folgt  allgemein  are  tg  x  =^  kjt  -{-  a. 
Für  «  =  0  folgt  aus  (42),  je  nachdem  t?*  <:  1  oder  v^  >•  1   ist: 

oder  arc  tg  iv  ===  (2Ä;  +  1)  ?  +  |  Z  C^Tt]- 

Ist  1?  =  0 ,  so  resültirt : 

aro  tg  u  =  kn  -\-  are  tg  u. 

9)  Um  endlich  noch  die  Bedeutung  von  arc  cot  {u  +  «^)  zu  ermit- 
teln, setzen  wir 

arc  cot  (u  -f-  iv)  =  U  -{-  iV 
also  cot  (U  +  iV)  =  u  +  iv 


80  folgt ,  da  1  —  !*•  —  V*  positiv  ist ,  dass  der  Absolutwerth 

[VCl  —  tt^  —  py  +  4««]  >  1  —  ««  —  1?* 

also  Vö  —  tt*  —  r*)*  +  4m*  —  (1  —  tt*  —  v*)  positiy  und   somit   wiederum        U 
mit  tt  dasselbe  Zeichen  hat. 

*)  Denn  setzt  man 
««  +  <,«--.  1  -I-  'V(u^~+  V«  — ~i)t +1««  ^2tt 


2«  —  (u«  -^  y*  —  1)  4-  VCtt'  +  t;*—  l)*-r    I»« 

indem  man  namlioh  Zähler  und  Nenner  mit  V(u^  -f- 1;*  —  1)*  +  4tt*  —  (m*  -j-  r*  •     1) 
multiplicirt ,  so' geht  dieser  Ausdruck  f&r  tt=  0  und  i'*  <^  1  in  Null  Üben 
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,  ,  "  1  u  —  iV  ,     . 

oder         ig  {ü  +  iV)  =  — r—r  =  — 0— r-^  =  «1  +  ««'i 

Bomit  ü  +  iV  =  arc  tg  {u^  +  w^» 

Nach  (42)  ist  alsdann 


flrc/5f(ui+jvi)=fc7r  +  arc/f5f-^ * «^ — ^ -^ 


and  wenn  man  wieder 


^    4       Wj2  4.  (^^  _  1)2 


U  ^  V 


/CTT 


^1   —  W2  +  l?2    '    "1  ~         tt2  +  2.2 

setzt  und  reducirt 

arc  tg  (u,  +1^1)  =  carc  cot  [u  +  iv)  =  ätt 

1  —  «2  —  ^2  4-  /("r-r,72  _  ^2)2  _|_  4^72 

+  «rc  tg  — 

.    .'•    I^+S^^JZSI.  (44) 

-i-  4   '  ^2  4_  (^  ^_  1)2 V^*^' 

Geht  man  von  der  Gleichung  (43)  aus,  so  folgt : 

7t  1  2U| 

arc  tg  {u^  +  iv^)  =  rf  ^  +  -^  arc  tg  j-ij^— ^  + 

"^4       u,^  +  (y,  -  1)2 

WO  i  SO  zu  bestimmen  ist ,  dass 

,  TT    .     1  2w. 

y  =  <f  -  -f-  -  -  arc  tg j^ s 

'  2         2  ^  1  —  ttj^  —  i;i2 

zwischen  —  -  und  +    -  fällt  und  tgy  dasselbe  Zeichen  mit  u,  =  0-7—0 

also  mit  u  hat. 

Hiemach  wird 

/      .    .  X         *  TT    ,     1  2u  ,    _ 

arc  CO«  (m  +  iv)  =  6  ^+  -arc  tg  -2TLrV2"Zri  +  ^^ 

4      m2  +  (2;  +  !)■ 

in  (43)  €  =  0,  so  hat  «^  a  dasselbe  Zeichen  wie  u.     Alsdann 
aber  in  (45)  6  =  +l   sein ,   denn  da  nun  tg    <J  -  —  a    == 

,  +  -l  ==  —  wird,  so  hat  tq  \S a\  mitu  einerlei  Zeichen. 

-  2]        tga  ^  \     2  I 

dagegen  in  (43)  «  =  +  1 ,  so  hat  /^  la  ±  ^dasselbe  Zeichen 


^  ^  *  ~2  I  /« _j_  1  \2 v*o; 


7\ 
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^ 


wie  u,  oder  dieses  dasselbe  Zeichen  wie ,also  tga  das  entgegen- 

gesetzte  Zeichen  von  u  und  es  muss  dann  in  (45)  cJ  =  0  sein,  weil  nun 

^^19  —  cc\  =  —  tg  a  ist,  also  dasselbe  Zeichen  wie  u  hat. 

In  den  beiden  Formeln  (43)  und  (45)  ist  somit  rf  =  0  zu  setzen, 
wenn  ^  =  +  1  und  S  =  ±1,  wenn  «  =  0  ist. 
Durch  Addition  resultirt  aus  (43)  und  (45) : 

■ 

TT 

arc  tg  (u  +  iv)  +  arc  cot  (m  -f-  iv)  =  (^e  -{-  6)  ^  +  ^'t^ 


=  (2*2  +  1) 


TT 


weil  €  +  ä  =  ±1  ist. 

Ab  merk.     Der  Formel  (44)  entspricht  für  reelle  eot  die  bekannte  Relation 

arc  eol  X  ^=ss  kn  -\-  a. 


§.  49.    Dlfferentlalquotieiiteii  complexor  Ansdrflcke. 

1 )  Jeder  complexe  Ausdruck  /(x ,  i)  lässt  sich  auf  die  Form  bringen 

f(x,i)  =  (p  (x)  +  iip  (x). 
Bilden  wir  den  Dififerentialquotienten  ganz  analog  wie  bei  reellen 
Functionen ,  so  wird ,  wenn  Jx  die  Aenderung  von  x  bezeichnet, 


Jx 


Jx 
(f  {x  +  -^a:)  —  (p  (x)         .  xp  (x  +  Jx)  —  Ip  (x) 
Jx  Jx 


dx  dx 


(1) 


also  durch  den  Uebergang  zur  Grenze, 

df{x  ,  i)  ^ 

dx 

wodurch  der  Diflferentialquotient  definiii  ist. 

2)  Um  zunächst  den  Differentialquotienten  von  y = (a  +  bi)  (u + iv) 
zu  untersuchen,  wenn  a  und  b  Constante,  dagegen  u  und  v  reelle 
Functionen  von  x  bezeichnen,  entwickeln  wir  das  Product  und 
erhalten 

y  r=:  au  —  bv  -\-  i  {av  +  bu). 

Nach  (1)  wird  alsdann 


dg 
dx 


du  r  ^^'    _i_   •  /      ^''    _i_  I.  ^"  I 

dx  dx  \     dx  dxl 


-  (« +  "1  (s  +  •■  % 


{a  +  bi)  -^  (u  +  iiy). 


Wir  sehen  also,  dass  auch  hier  der  constante  Factor  vor  das  ] 
ferentialzeichen  tritt. 
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3)  Sind  f  ,/i  ,fi  ,  .  »  Functionen  von  x  und  /  und  ist 

/=  U  +  iv\  /^   =  M^    -f-  iv^    ;  /2  =  «2  +  2«^2  ;  •   •  • 
,80  folgt 

/  +  /l    +  /i  +    •  •  •    —  W  +  Wi    +  «2  +  •  •  •    +  «  («^  +  V,    +  ^2  +  .   .  .) 

also 

dx  dx        dx  dx 

-i^("+'")+i(".+-.)+...=£+f-+... 

was  mit  §.  15  übereinstimmt. 

4)  Aus  2  und  3  folgt  unmittelbar,  wenn  /,/j  ,f^,  .  .  die  obige 
Bedeutung  beibehalten  und  a  ,  a^,  a.^ .  .  .  b  ,  b^  ,  b^ ,  ,  , .  Constante 
bezeichnen ; 

^  [(«  +  bi)f+  (a,  +  6,0/,  -f-  K  +  V)/2  +  ...]== 

5)  Ist  /  =  w  +  ty  ;  y  =  Mj  +  iv^ 

80  folgt/ .  y  =  (w  -f-  ty)  (wj  +  iVJ  =  Mu^  —  vv^  +  i  (wr^  +  vu^ ) 

nud  hieraus 

dir  oa:  dx  \    da:  dx 

.         du  ^^^     ,     .  I      du  dv 

^  dx  ^  dx^     \^   dx^  ^  dx^ 

oder  iM*  =f<P*  +  (pf 

also  auch  -  -  ^-  ==  -^  +  ?^ 

/SP         /         9> 
in  Uebereinstimmung  mit  §.16. 

'-^  Behalten /und  tp  die  obige  Bedeutung  bei,  so  wird 

/  w  +  iv 

df  dtp  du) 

-f tb  ~p  =  (p  -  T 

ox        ^   da;  da? 
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u&d  hiernacli 

, 

dtlj 

d 

iA 

df 
_da: 

-•^t 

-»* 

dtc 

~du: 

U) 

^ 

-^i- 

oder 

d 

Kl- 

<£r 

ÄC 

Wl 

„! 

wofür 

man  auch  echreiben  kann 

(/ 

t 

r 

_»1 

/_ 

■"/ 

iP 

nnd  worin  wir  die  bekannte  Regel  fUr  den  DifTerentialqnotii 
Bnicbes  erkennen  (§.  17). 

7)  Bezeichnet  i^  eine  reelle  Function  von  x,  so  ist 


d 

dx 

aMi/-+i> 

mv)- 

-^s 

+  >» 

- 

«MV  +  i« 

"rt 

dx 

i 

o,.V<  + 

.■«„V) 

1  von 

\ 

ferner  wird, 

wenn  auch 

r  eine  reelle  Functio 

\ 
lund 

/-« 

+  »_ 

r(c<i.t(/  + 

rinx 

0 

nach  (5) 

f     ' 

+  .■■*''■ 

Nennen  wir  nun  wieder  in  Uebereinstimmung  mit  dei 

-  den  logarithmischenDiöerentialquotienten  einer  complexei 

80  erhalten  wir  alao  folgenden  allgemeinen  Satz: 

Der  logaritbmische  Differentialquotient  ei 
plexen  Fnnction  ist  gleich  dem  logarithmisc 
ferentialquotienten  des  Module  mehr  d^m  Prod 
dem  Differentialquotienten  der  Amplitude  und  i 
plexen  Eiuheit. 

Anmsrk.     Ist  y-^' »i  +  rt(  =  r(  (mi  i^ji  +  irin  if;i) 

10  «Tgsben  iteh  die  Sitia  5  nnd  6  laidit  aoC  folgende  Weiee: 


bi^erentiaiquotienten  complezer  Äusdrückä.  1^27 

«nd.».h  ^„(^'  +  .(^  +  ^.)' 

ist,  80  folgt: 

oder  iW[^      äf  d^ 

dx  ^  dx  ~'^  dx 

Für  mehr  als  «wei  Functionen  /i  ,/«,  . .  ./n  folgt 

/./t.../»  ~/i  +7, +  ■••  +  /; («) 

Femer  hat  man 


(i)'  (;;)■ 


9  ^* 

oder,  da  auch 

7  ""9         m ■''  ^^"^""^'^  ^     r     +  *(V- VO' 


(i)' 


n 


f        f       9 


^9/  9^ 


rf    //\         ^  dx       ^  dx 
dx 


8)  Setzt  man  in  der  Gl.  {a)f^  =/,  =73  =....=./,=/,  go  er- 
hält man  anmittelbar 

r       f 

Und  hieraus  (/»)'  =^  r^-i  /' 

oder  "^^ «  n/«-i  -^ 

efo?  da? 

•    was  mit  §.18  übereinstimmt. 

^.         Um  nun  zu  zeigen,  dass  diese  Regel  auch  hier  für  gebrochene 

^Vund  negative  Exponenten  Giltigkeit  hat,  sei 

'Y  /"^  u  +  f V  aa  r  {cos\\}  +  isintp) 

=*  r  [co5  (i/;  +  2k7i)  +  t  Ä«n  ((//  +  2k7t)] 
w<  j  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  ist 

m  m 

■»  _  r"  [coÄ  "^(ip-h  2k7t)  +  i  «w  -  (l//  +  2il'7r)] 

od  in  man  den  Bruch  ~  =  fi  setzt, 

71 
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fl' =  ff' [cos  fi  (tp -i-  2k7t)  +  1  «n  fi(ifi  +  2fcrt)] 
;er  Gleichung  sieh  die  nWerthe  von  ß*  ergeben,  wenn  man 
Reihe  nach  i  =  0  ,  1  ,  2  ,  3  , .  .  .  (n  —  1)  setzt.     Für  fc  =  0 
a  den  sogenannten  Hanptwerth 

^  =  r/.  (cos  fiip  +  isin  fHp) 

lieh  allein  berücksichtigen  wollen. 
Obigem  ist  nun 


f 
f 


egative  Exponenten : 

/-/*      r       '^z 

n  §.  18  IHlr  den  Differentialquotienten  einer  Potenz  entwickelten 
elten    somit  für  jeden  Exponenten    auch    bei  complexen 

iQ. 

m  den  Oifferentialqaotienten  einer  EicponentialgriJsse  mit 
1  Variabein  zn  ermitteln,  berücksichtige  man,  daas  nach 
IM  setzen  ist 

«-+..  =  a-  \am  {via)  +  isin  {vta)]. 
hat  alsdann  nach  5 : 

—  to  .  u'  +  ite  .  «'  =  (w'  +  «'')  ta 
{t^')'  =  «f  •  (m'  +  w')  /a 
<2 


««.■  da:  ^ 

ilbe  Regel  wie  in  §.  lf>. 
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Hieraus  folgt  unmittelbar 

dx  dx^     '      ^ 

10)  Zur  Bestimmung  des  Differentialquotienten  eines  complexen 
Logarithmus  setzen  wir 

/o^(«)(u  +  i^)  =U+  iV 
80  wird 

oder  wenn  man  beiderseits  den  logarithmischen  Differentialquotienten 
nimmt^ 

also  ir  -}-  iV  =  I  '^^  =  {logCKu  +  w))' 

la  u  -\-  IV 

in  Uebereinstimmung  mit  §.  20. 

11)  Um  den  Differentialquotienten  der  goniometrischen  Functionen 
complexer  Bogen  zu  bestimmen ,  setze  man  nach  §.  48  (14a) 

2i  «n  (w  +  fy)  =  e-^*»  —  e'^**' 
80  wird 

2  -f-  CO«  (u  +  iv)  =-  €-«'+•«'   -5  (-  r  +  iu)H-e^'«^  {v  -  lu). 

==  2i^«n  (w  +  fü)  —  (tt  +  ««') 
2i  — •  sin  (tt  -4-  ty)  =B  2i  cos  (u  +  w)  -;-  (u  +  tw) 

also  -    CO«  (m  +  n?)  =»  —  sin  {u  +  w)  ;t"  (^  +  i^) 

«m  (m  +  w)  =s  CO«  («•+-«')  3~  (^  +  '^)' 


dx        ^  ^  dx 

Hiemach  findet  man: 


(w  +  iv) 


d        f      ,     .  X         d    «in  (w  +  iv)         dx^ 

dx       ^  dx  cos  \u  -Y  w)         cos\u  +  iv) 

—  (m  4-  tu) 

^      ,^   -l-•^       ^  1  dx^  ^ 

d[a:        ^  ^        dx   tg  {u  +  w)  sm^  (w  + «») 

,  DlfT.-  nnd  Int.-Kechnung.  9 
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ntliche   Formeln  stimmeD  mit  den  betreffenden   fUr  reelle 

erein, 

Setzt  man  znr  Bestimmung  des  Differentialqnotienten   von 

4-  «')  nach  §.  48,  6. 

arc«n  («  +  w)  ~^  U -\-  iV ;  «»  (U  +  iV)  =  u+iv 


co,(ü  + 

y> 

^"'  + 

>')- 

*.(• 

+  ») 

{u  +  nl- 

;ibt  sich : 

d 

(«  +  .») 

~v 

i< 

"  +  ") 

Hu+^ 

n' 

d 
dt 

arc 

«■.  (.  + 

1.)  — 

Setzt  iBan 

ar 

F)- 

«  + 

iF 

";  («  +  ") 
Wird  ferner        aretff  («  +  »)=  &■+  ip' 

ii ±  /„  .   j-i 

^  ((/  +  <V)  -  CO,'  (U  +  .n  ^  <.  +  «.) 


iO  folgt: 
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15)  Zur  Bestimmung  von  —  arc  cot  (w  +  iv) 
setze  arc  cot  (u  +  i^)  =  U  +  iV 

also      cot  (U  4-  iF)  =  w  4-  w; -ö/rr  ,   ■T7\  =  '/    ("  +  «^) 

SO  folgt: 

d  d  <^x'  ^"  "^  ^^^ 

arc  cot  (u'{'io)  =  —  8iv?'{U-\'iV)  -j-  {u  -{-  iv)  =  —  — - 


dx  V     •      /  ^      '        ^  dx^      *       '  l  +  cot\U+iV) 

d  dx  ^^'^  *^^ 

oder  --  arc  cot  (u  +  iv)  =  —  r  ,-7    ,.  t«. 

Somit  stimmen  auch  die  Regeln  der  Differentiation  cyclometrischer 
Functionen  mit  complexen  Variabein  mit  den  früher  für  solche 
Functionen  mit  reellen  Variabein  aufgefundenen  genau  überein. 

Durch  Einführung  complexer  Ausdrücke  lässt  sich  in  vielen  Fällen 
die  Bestimmung  der  höheren  Differentialquotienten  wesentlich  verein- 
fachen.   Dies  zeigen  nachstehende 


Beispiele. 

1)  Um  den  nten  Differentialquotienten  vony^^arctgx  zu  bestimmen, 
setzen  wir 

dy  \  11 


dx         1  +  a:"^        (^  +  0  {x  —  i)         2«   \x  —  i        x  -\~  i] 
80  folgt  hieraus : 


_    1    \d^{x  —  1)-^  _  d^{x  +  i)-n 

=  ~   [(—1)"  n!  (x  — i)-»-i  — (— l)»»/»!  (^  +  ,)-«-i] 

=  (—  D"  ^  [(*  —  '■)-"-•  —  (a^  +  «■)-"-']. 

Soll  der  nte  Differentialquotient  von  ■  ^    ,    ^ — — —  bestimmt  wer- 
L  "0  setze  man 

■Jt- +-5  -» 4"-  (*  +  ^  +  2'>-*  +  -p"  (-  + 1  -  20- 

9* 


m 
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dann  folgt: 

t-  irW+T -(-')■  T  tC  +••)(-  +  '  +  «'-'  + 

(1  —  t)  (x  +  1  —  2t)-^-^]. 
8)  Zur  Bestimmung  des  nten  DifFerentialquotienten  von-g  -     ^  — ~ 


x^ — ir*^+4a:— 4 


setze  man 


a;'^  -f-  4a; 


1 


o; 


+ 


80  folgt: 


3  —  x^'\-ix  —  4        X  —  1         a;  +  2t        x  —  2i 


rf» 


x^  -f"  4^ 


cüx"    a;'  —  x^-jr  4a;  —  4 


=  (—  l)»nl  [(a:—  l)^-* 

+  I  (a:  +  20-^"*  —  I  (a:  —  2t)-^-'l. 


Fünfter  Abschnitt. 


EntWickelung  der  Functionen  in  Reihen« 

§.  50.    Die  Taylor'sche  und  Haclaurin^sehe  Reihe  fOr  Functionen 

von  einer  YerSnderlichen. 

1)  Sind  y  (<)  und  iff  (t)  stetige  Functionen  von  ty  deren  Dif- 
ferentialquotienten y'  (t)  ,  \f)*  {t)  nach  /  aber  einwerthig  innerhalb 
derGrenzen  0  und  «,  diese  Grenzen  mit  inbegriflfen*),  und  nehmen  wir 
an,  es  könne  \p'  (J)  wohl  an  den  Grenzen,  nicht  aber  innerhalb  der- 
selben 0  oder  oc  werden ,  so  ist  nach  §.  40.  (2) 

y  (0  -  y  (0)  „  ^'  (h)  /.x 

wo  0  <  f,  <  «. 

Genttgen  (p  und  lU  ausserdem  der  Bedingung 

y  (0)  =  ip  (0)  =  0 
80  ergibt  sich  aus  (1): 

y  (t)  ^  (f'  (h) 

^  (0    v'  (^i) ^  ^ 

Setzen  wir,  um  dieses  Resultat  zu  vereinfachen, 

V  (0  =  ^  =  «  (n  —  1)  (n  -  2)  .  .  .  (n  -  7«  +  1)  ^— 

won>?rt  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  also  der  Exponent 
n  —  m  nicht  Null  ist,  und  itlr  jn=  0  :yj  (t)  =  f* ,  so  sind  beztig- 
li<  der  Function  ip  (t)  die  obigen  Bedingungen  eifllllt.  Die 
6  •»i'^it  der  Gleichung  (2)  setzt  daher  bei  dieser  Annahme 
ni  ._3h  voraus,  dass  g)  {t)  stetig,  (p' (t)  einwerthig  von  ^  =  0 
bi         =  <  und  y  (0)  =  0  sei.      Ist  nun  ?//'  {t^)  abhängig    von  t^ 


)a88   q>  und   \p  auch  noch  andere ,   von    t  unabhängige  Grössen  jc  ,  y  n.  b.  w. 
CO  ^dnnen,  ist  lilar. 
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inter  der  Berüeksichtignng,  dass  i/>'(f,)  allen  nothwendigen 
Igen  genttgt,  durch  Anwendung  der  Gl.  (2)  auf  den  Brach 

imittelbar: 

'/■'((,)~'/'"w ^^ 

erhalb  der  Grenzen  0  und  t*)    die  Function  y' ((,)  stetig, 
jer  einwerthig,  y  (0)  =-  0  und  0  <  (j  <  (,  ist. 
(2)und{3)flie3St: 

v(o    rw ^' 

I  und  5p' stetig**),  g>"  einwerthiginnerhalbderGrenzcn  0  bis  t, 
(f,'  (0)  =  0  ist. 

inn  wieder  y"  (ij)  abhUngig  von  t^  und  man  bringt  abermals 
(2)  in  Anwendung,  so  resultirt: 

,^"(i,;    .rct,)    ^'" 

ij  <  tj ,  y"  stetig,  5p"'  einwerthig  innerhalb  der  Grenzen  0 

jf,"  (0)  =  0  ist. 

(4)  und  (5)  erhält  man: 

./,(()     v^'-'C,) ^' 

,  y' ,  g,"  stetig,  y'"  einwerthig  bleibt  innerhalb  der  Grenzen 
ad  (p  (0)  =  9-'  (0)  =  <p"  (0)  =  0  ist. 
log  findet  man  allgemein : 

V«        '/'"(',.) ^^ 

I  9-'  I  9"  I  ■  •  •  (p"*"''  stetig,  y>  einwerthig  bleibt  innerhalb 

izen  0  bis  (  und  y  (o)  ==  y'  (0)  =  .  .  .  =  y"^'J  (0)  ^  0  ist. 

Ucksichtigt  man  nun,  dass  t/"*  (<.)  =  n!  ist,  so  geht  (7)  für 

nd  tp  (0  =  r  aber  in : 

9>(t)  _  9"Ht-)  ,«, 

V("0~       "!  ^'^ 

9  t9'  f  V"  t  •  ■  ip'"~"  stetig,  y<"'  einwerthig  innerhalb  0  bis  t 

d  y  (0)  =  9P'  (0)  =  .  .  .  =  (p'"-'>  (0)  =  0  ist. 

m  nun 

9>{0=/(^-f-0-/(^)  -(/'(^) 

!/»(/)  ==  (*,  alson  =  2, 

I  GieTiien   sind  eigentlich   in  dieiem  Falls   0   und   'i:    wir  wählen   aber      ir 
1  wegen  di«  weiter  gehsnden  Uond  (,   welche  im  Polgsnden  «ich   4ls   n     i- 

n  schltcsit  die  Einwerthlgkeit  von  <f'  innerbtlb  0  bii  f  in  sich. 
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80  wird     y'  (0  =/'  (o:  +  0  -/  (x)  ;  y"  (0  ==/"  (x  +  t) 

nnd  die  genannten  Bedingungen  für  (p  sind  erflillt,  sobald  innerhalb  der 
Grenzen  xhis  x  +  t  die  Functionen  /,/*  stetig  bleiben,  dagegen  /'  ein- 
werthig  ist*).     Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man  nach  (8) 

f(x  +  t)-f  (x)  -  tf  (x)  _  r(x  +  t,) 

t^  2!       ■- 

also  f(x  +  t)  ^f{x)  +  tf  ix)  +  ^r^  (x  +  ^2). 

Setzen  wir  nun 

9>  (0  =/(^  +  0  -f{x)  -  tf  {x)  -  ~f*  {x) 

also     ,     y'  (0  =f{x  +  t)—  r  {x)  -  tr  {x) 

9''{t)=r{x  +  t)-r{x) 

80  sind  die  an  (p  gestellten  Bedingungen  erfüllt,  wenn  innerhalb  der 
Grenzen  x  bis  x+ i  die  Functionen  /,/' ,/"  stetig  bleiben,  /"'  aber  ein- 
wertbig  ist.    Man  hat  alsdann  nach  (8) 

fix  +  t)^fix)^tfix)-f-^^r^ix)    ^. (^ ^ ,^) 

fi  ~"  ~  ^  3! 

und  hiemach 

fix  +t)^f(x)  +  tf  ix)  +  ^  /'  (x)  +  ^-^  r  ix  +  ^3). 

Allgemein  wird  man  somit  erhalten : 

f{x  +  i)  =/  {x)  +  tf  ix)  +  ^/"  (x)  +  --2-  3/'"  (:.) 

+  .  .  .  +  ^/(«)  (o.)  +  ^-ijl^^j /(«+!)  {x+m).     .     .     (9) 
wo  Ö  <  ^  <  1. 

Die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  ist  nach  ihrer  Herleitung  an  die 
Bedingungen  geknüpft,  dass  innerhalb  der  Grenzen  x  hi^  x  +  t  die 
Fn"ctionen  /  rf  rf^'  r  -  •  •  /^"^  stetig  seien ,  dagegen  /^«+^)  ein werthig 
bl  ^.  Es  ist  klar,  dass  x  -\-  6t  niemals  dem  Werthe,  flir  welchen 
ß  \x)  etwa  unendlich  wird,  gleich  werden  kann,  weil  sonst  die 
v(       lende  Gleichung  einen  Widerspruch  in  sich  fassen  würde. 


)iete  Bedingungen  müssen  natürlich  hier  durchaus  innerhalb  der  gesteckten  Grenzen 
VI         't  etwa  innerhalb  engerer  Grenzen  erfüllt  sein. 


Pff«^?F;. 


r'-^-r. 


t^^ 


W'.  .  ■ 
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Sind  alle  Differentialquotienten  voü/(x)  stetig  und  ist 
äin  7-7— CT  /^»+*)  (x  +  St)  Null  flirn  =  ^ ,  SO  erhält  man : 

/(x  +  0  =  /(^)  +  1  /'  (^)  +  i^  /"  (^)  +  HiT-a/"' (*)+■•  (9«) 

An  merk.  i3ie  Keiiie  (9a),  welche  nach  ihrem  Begründer  die  Taylo'r'scbe 
Keihe  genannt  wird,  gibt  die  Entwickelnng  von/(a:-|>  i)  in  eine  nach  gansen  posi- 
tiven Potenzen  Ton  t  fortschreitende  und  convergirende  Reihe,  wenn  obige  Bedingon- 

/•H-l 
gen  erfüllt  sind.     Die  Grösse  /(«-l-l)  (x  +  9t)  wird   gewohnlich   daa  Best- 

glied der  Taylor 'sehen  Beihe  genannt 

2)  Um  dem  Restgliede  noch  eine  andere  Form  zu  geben ,  gehen 
wir  von  dem  Satze  (2)  des  §.  40  aus  und  schreiben 

tf{b)-(p  ja)  _   y'  fa  +  9  (6 j^^)] 
V;(ö)-i/;(a)         ^p*[a+9{h-a)]    '     '     '     ^'"^ 

vfo  (p  ,\f)  Functionen  von  t  und  (f* ,  yj*  die  DiflFerentialquotienten  der- 
selben nach  t  bezeichnen  und  die  Bedingungen  erftillt  sein  müssen, 
dass  y  und  i/;  innerhalb  der  Grenzen  <  =  a  bis  i  =  6  stetig,  g>*  und 
1/^'  aber  einwerthig  seien.*) 

Während  wir  in  obiger  Entwickelnng  der  Reihe  (9)  xp  (t)  einer 
Potenz  von  t  gleich  setzten,  wollen  wir  nun  annehmen,  es  sei 

ip  (t)  =  6"+i  —  (6  —  0'*+^ 
wo  71  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet    Alsdann  wird 

xfj'  (0  =  (n  +  i){b-  ty 

und  die  an  die  Function  \f)  gestellten  Bedingungen  sind  hiernach  er- 
füllt.   Man  hat  daher: 

xjj  (b)  =  &»+!  ;  tp  (a)  =  6'H-i  —  (&  —  a)»+i 

1/;  (ft)  —  ly  (a)  =  (ft  —  «)"+! 

?;/'  [a  +  (9  (6  —  a)]  =  (n  +  1)  [6  —  a  —  Ö  (Ä  —  a)]» 

=  (n  +  1)  (6  -    a)"  (1  —  ^)" 

also  nach  (10) : 

(b  —  a'j"+^ 
y  (,)  -  ,,  (a)  =  r,'  [«  +  ö  (6  -  «)]  __^-^i^--L__^__ 

==  <,' [a  +  «  (6  -  «)]  ^--^-A_T4__^ -„        .     (1,) 

Aus  dieser  Relation  lassen  sich  wichtige  Resultate  ableiten ,  w  n 
man  für  </>  eine  Function  von  t  in  Form  einer  Reihe  setzt  und  d  le 
letztere  so  wählt,  dass  95'  sich  auf  ein  Glied  reducirt. 


*)  \p'  darf  bekanntlich  an  den  Grenzen  0  oder  ex?  werden,  nicht  aber  innerhalb  r- 

selben.     Weil    nun  yf'   einwerthig  ist  und  innerhalb  der  Grenzen  nicht  oo  wird,   s  st 

diese   Function    innerhalb   der  Grenzen  stetig  und  kann   somit  ihr  Zeichen   in   du  m 
Intervalle  nicht  ändern,  weil  sie  sonst  Null  würde. 
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Setzeu  wir ,  am  eine  solche  Reihe  zu  finden, 

woa,/?,y,...o',T,m  Functionen  von  t  sind,  so  folgt 

9)'  =  a'  +  ,nß'      4-  wV       +  m^rf'       +  .  .  .  +  m/^-^  &  +  m^r' 

Wenn  wir  nun  die  bisher  beliebig  angenommenen  Functionen  so 
bestimmen ,  dass 

«'  +  m*ß  =  0  ;  ß*  +  2ym!  =  0  ;  y'  +  3*7/1'  =  0  ;  .  .  .  c'  +  f^ni'  = 
80  wird 


0 


a* 


«• 


m' 


'^  m"  '  2«'        1.2     m' 


«r  = 


y' 


a 


Wi 


m 


i\* 


und 


3m'  1.2.3      m'      ' 

Wählen  wir  nun  der  Einfachheit  halber 

m  =  b  —  «;m'=  —  1 

'^  '  '  2m'  2   '  1.2.3' 

folglich 


u 


—  /^2 


y  =  a  +  (6  —  0  a'  +  (6  —  0 

+  (Ä  -  0^ 
y'  =  (5  _  /)p 


a 


m 


h  (6  —  0^  — h  . 

2    ^^  V     1.2.3    ^ 


Damit  nun  <y?  und  cp*  den  obigen  Bedingungen  genügen,  mtlssen 
innerhalb  der  Grenzen  a  bis  h  die  Functionen  a' ,  a"  ,  a"' ,  .  .  .  aS^^ 
stetig  und  afp+')  einwerthig  sein. 

Es  sei  nun  «=/(<),  also 

-     -  (0  +  {h-t)  r  (0  4-  ^-Vt^- /"  (0  +  •  • 

,  =/(a)  +  (6  -  a)/(«)  -f  <*^|IV'(a)  +  .  •  •  4-^^/''>  (a) 


+  ^*-^^/^>(0 


Panfter  Abtebnitt 


ach  (11) 

1  -  (»-«)/'(,)  -  <-f-*/"W  -  -  -  '-^r^y^'W 

l^ijo -»)'-■/"+»  [<•+«(»-»)]    .   •   (lä) 

nan  hierin  ^  <=  n  setzt^ 

6)  -  /■  (»)  +  (4  -  a)  /'  («)  +  ^-  °i'/"  (<.)  +  ... 

^.-'■/'■'  W  +  iT^t' /<■+''  (»  +  «  (S  -  ")]  .  (13) 
-0  folgt  aus  (12): 


lan  nvu  in  (13)  nnd  (14)  a'=x;bB=x  +  /i  ntid  ansger- 
n  statt  des  ganz  willkürlichen  Exponenten  p,  so  l'olgt  be- 


I  +  *)  -/(»)  +  v  w  +  — j^"  (')  +  ••• 

+  ^r/'"'W  +  r^-v /'■+"(»■+««)     ■   •    ■    (15) 


+  „,/■'■>  Wh 

kennen  in  (15)  and  (16)  vriederum  die  oben  schon  in  (9) 
iihe,  nur  erscheint  in(l€)  ^^^  Restglied  anter  einer  anderen 

lert  Bicli  das  Restglied,  welches  wir  in  der  Folge  durch  Ä, 
,  mit  wachsendem  n  der  Null  und  sind  alle  Differenti 
nnerbalb  der  bezeichneten  Grenzen  stetig,  so  iat  die  Rei' 
'.  convergent  und  man  kann  alsdaon  setzen: 

-/(x)  +  V(rf+ i*'-5/"(«)+.  •■.■»■■"/■■  .  ■  (1 
irt'aher  nicht  umgekehrt  «ehliessen,  dass  wenn  die  Bei, 
girt,  nothwendif;  auch  die  rechte  äcite  dieser  Gleichang  d 
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linken  gleich  sei;  da  dieser  Schluss  nur  daon  richtig  ist,  wenn 

Ihn  Rn  =  0. 

Denn  aus  (15)  oder  (16)  folgt  unmittelbar 

f(x+k)  -  Rn  ^fix)  +  hf  {x)    +     --_  /"  {x)  +  ...  +  -.ß-^{x) 

und  hieraus,  wenn  man  znr  Grenze  tibergeht, 

fix  +  h)  —  lm  Rn  =/(ar)  +  hf  (x)  +  .  .  .  +   *"   /(">  (ar)  +  .  .  .  . 

'4  • 

Da  nun  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  nach  der  Voraussetzung 
convergirt,  so  muss  Um  Rn  einen  endlichen  Werth  haben. 
Ist  somit  Um  Rn  nicht  Null,  sondern  etwa  a,  so  wird 

4)  Obgleich  sich  der  Werth  des  Restgliedes  wegen  der  Unbe- 
stimmtheit des  echten  Bruches  9  nicht  genau  ermitteln  lässt,  so  kann 
man  doch  immer  zwei  Grenzen  angeben,  innerhalb  welcher  derselbe 
liegen  muss. 

Bezeichnen  Ä'und  G  den  kleinsten  und  grössten  Werth,  welchen 
*  ytM-t)  (^x)  innerhalb  der  Grenzen  x  bis  x  +  h  annehmen  kann,  so  liegt 

der  Werth  des  Restgliedes  offenbar  zwischen  ,— r—  ,  .Ä'und  /    ---.,  G 

(n+l)!  (n+l)! 

rajd  man  ist  hiernach  im  Stande  den  Fehler  abzuschätzen ,  welcher 
begangen  wird,  wenn  man  in  derTaylor'schen  Reihe  von  irgend  einem 
Gliede  an  die  nachfolgenden  vernachlässigt. 

5)  Bricht  man  die  Taylor'sche  Reihe  (17)  mit  einem  Gliede  ab, 
welches  nicht  Null  ist ,  so  kann  für  ein  hinreichend  kleines  h  der  Ab- 
solutwerth  dieses  Gliedes  grösser  gemacht  werden  als  der  Absolut- 
werth  des  Restes  der  Reihe. 

Denn  schliesst  man  dieselbe  das  eine  Mal  mit  demnten,  das 
andere  Mal  mit  dem  (n  -f-  l)ten  Gliede  ab,  setzt  also  kurzhin 

f{x  +  h)^u^^  +  u^  +«2  +  .  .  +  w„  +  i?„ 

und  /  (a?  +  Ä)  =  Mo  4-  Uj   +  t«2  +  .  .  +  M«  +  Wn+l  +  Ä»+l 

80  ist  Rn  =  W„+,  +  Rnj^i 

also  ^^^  =  ^"  —  "— 

c       Ja  u^,  =  ^^-^,  /(«^^)(.) ;  Rn  =  ^-/^^,  /(«-^'>  (.  +  Sk) 

j  Rn+l  ^  /^^')  (x  +  8h)  3/^"+^(^ 

)a  nun/^"+*>  {x)  stetig,  so  kann  für  ein  hinreichend  kleines  h  der 

■ßn-fl 


L^r  also  auch 


L  "'H-i. 


beliebig  klein  gemacht  werden,  wenn  Unj^i 
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nicht  Null  ist,  woraus  nnmittelbar  hervorgeht,  daas  dann  der  Abeolut- 
wertU  von  a„+i  grösser  wird,  als  das  Reatglied.    Dena  wäre  für  ein 

noch  80  kleines  A,  [fi,i4.i]  5  K+il.  so  möBste      "■*"'     >  1   sein,   waa 

mit  dem  eben  Mitgctheilten  im  Widerspruche  stünde. 

6)  Wenn  fiirjeden  zwischen  a'  und  a;  +  ä  liegenden  Werth  der 
Veränderlichen  llir  ein  hdiebiges  »  ,  n  =  -k  nicht  anegeschlossen, 
/("' (a)  stetig,  also  endlich  bleibt,  so  bat  die  Taylor'sehe  Reihe 
Giltigkeit.*) 

Denn  setzen  wir 

und  bezeichnet  i  die  grösste  ganze  Zahl,  welche  in  [h]  steckt,  so  ist 
-~2  ^'  I  — M"9  ■  ■  ■  ■  ^^'6  kleiner  als  I  sind. 
Die  Anzahl  der  Quotienten,  welche  grosser  als  1  sind,  beträgt  hiemach 
z,  während  die  der  kleineren  gleicli  n  +  1  —  :  ist. 
Setzen  wir  nun  den  Absolatwerth 

so  ist  Q  endlich  und 

ff  -     *  *  '      o 

und  da  — v-r  der  grösste  dieser  Brüche  ist,  jedenfalls 

Für  ein  unendlich  wachsendes  «  nähert  sich  daher  ß,  der  Null, 
weil    -  v~7  ■<  ^  ^^^  ^^  '8*  somit  Um  Ji^  =  0. 

AniDirk.  Uivses  Kriteriuni  fllr  die  Qitligkuit  der  Tuylor'actaen  Ucilie  Uitt  sieb 
in  il«n  weuigstvn  Fällen  luvenden,  denn  «s  knna  lehr  wotil  ß.'i  (x)  tut  h  --  od  nn- 
rndlti'b  Verden,  ohne  dsu  dicsee  die  Giltigkeit  beeiulrühtib't. 

7)  Setzt  man  in  der  Tajior'schen  Reihe  (15)  and  (16)  a;=  0  nnd 
darnach  x  statt  h,  so  geht  dieselbe  bezüglich  Uher  in 

/  (a.)  =  /  (0)  +  a/'  (0)  +    j— 2  /"  (0)  +  .  .  . 
')  Wir   babcD   nümlicb   boi   der  flerleitnng   nur   vorauageieUt,    dMs/(»)  (x)   < 
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oder  in 


x* 


/(x)  =./{0)  +  xf  (0)  +  —-/"  (0)  +  .  .  .  . 

4-  - ,  /^"'  (0)  +  — r  ( 1  -  «)"  Z'""^"  (^^)    •    •    (18) 

ni  nl 

Anmerk.  Diese  Keihe  {\^)  oder  (18),  welche  zuerst  Stirling  aufgestellt  h^t 
und  nach  ihm  benannt  werden  sollte,  heisst  gewöhnlich  die  Mac laurin 'sehe 
Reihe.  Dieselbe  setzt  voraus,  dass  innerhalb  der  Grenzen  0  bis  z  die  Functionen 
/./  f /"r  ••  .  /^*»>  »tetig  sind,  yt«+l>  (x)  einwerthig  bleibt. 


Ist  Ihn  Ru  =  0  für  ein  unendlich  wachsendes  n,  so  hat  man 

8)  Bleibt /^*»>  (a?)  flir  jeden  zwischen  0  und  x  liegenden  Werth  von 
X  und  ein  beliebiges  n,n  =  oc  nicht  ausgeschlossen,  stetig, also  x  end- 
lich, so  ist  Um  Ra  =  0  und  die  Maclaurinsche  Reihe  giltig. 

Anmerk.  Von  diesem  Kriterium  für  die  Qiltigkeit  der  Maclaurin'schen  Reihe 
gilt  dasselbe,  was  von  dem  entsprechenden  Kriterium  für  die  Taylor'sche  Reihe  ge- 
sagt wurde. 


Beispiele. 

Man  soll  den  Ausdruck  {a  +  fc)"*,  wo  [a]  >  [b]y  entwickeln. 

AnfL  Derselbe  ist  für  ein  ganzes  m  eindeutig,  für  ein  gebrochenes 
m  aber  vieldentig.  Für  ein  positives  (a  -f-  b)  wird  einer  der  Werthe  von 
(a  4-  6)"*  reell  und  positiv ,  es  ist  derjenige ,  den  wir  im  Folgenden  aus- 
scbliesslich  betrachten. 

1  -|-  -  =  a«  (1  -(*  a:)'»,  wenn  man       =  x 

setzt,  wo  [x]  <  1  wird.  Es  genügt  daher  den  Ausdruck  /  (x)  =  (1  -j-a:)'" 
unter  der  Voraussetzung  —  1  <a;<[+  1  zu  entwickeln. 

Man  findet  /<«>a:  =  m  (m  — 1)  (w— 2)  .  .  .  (i/i  — n  +  1)  (l-j-x)'^". 
Weil  X  zwischen  —  1  und  +  1  liegt,  also  1  +  x  nicht  Null  werden  kann, 
60  iat/^"^  X  stetig  zwischen  0  und  x  und 

/">  (0)  =  w  (m  —  1)  (m  —  2)  .  .  .  (w  —  n  -h  1) 

Man  darf  daher  die  Maclaurin'sche  Beihe  mit  Kestglied  anwenden  und 
erhält  nach  (17) 
/«    ■      \«        «I  .    m  (m  —  1)     «    ,    m  (m  —  1)  (^  —  2)     „ 

— l)...(m  — n-4-l)         .    mim — l),,,(m — n)  ,      .    _  ^ 

'  Aen  Fall ,  dass  lim  Rn  =:  0  ist ,  hat  man  hiernach 

*     .  .    m  (m  —  1)     „    .    m(m  —  1)  (vi  — 2)    , 

,,    ^i+rnx'h-^Y72       x^  T72  .  3 ^+--- 

.  .eicht  nach  $.  6.  8..  zu  zeigen  convergirt  die  Beihe  rechter  Hand 
-  -^«Tfer  Annahme  —  1  <  a:  <  +  1. 
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Anmerk.  1)  Für  ein  ganzes  positives  m  schliesst  diese  Beihe,  wenn  «  s»  m 
geworden  und  wir  erkennen  alsdann  in  ihr  den  geschlossenen  binomischen  Sab 
(A.  A.  IL  §.  15  u.  f.). 

Um  nun  noch  zu  zeigen,  unter  welchen  Bedingungen  Ihn  i^^  <=»  0  iBt,*) 
setzen  wir  zunächst  0  <^  o:  <^  1  voraus  und  zur  Abkürzung : 

mx    {m  —  1)  X       {m  —  n)  x  1  1 


1  2  n+1         (l+6^a;)»-^i  (1+Öa:)'»-^^ 

so  hat  das  Froduct  P  die  Kuli  zur  Grenze,  da  sich  dieFactoien  mit  wachsen- 
dem n  der  Grenze  —  rr,  welches  als  echter  Bruch  vorausgesetzt  wurde, 
nähern  und  die  Anzahl  derjenigen  Factoren,  deren  Absolutwerth  }>1,  endlich 
ist.**)  Das  Froduct  dieserEactoren  ist  somit  ebenfalls  endlich.  Mit  wachsen- 
dem n  wächst  die  Anzahl  der  Factoren  deren  Absolutwerth  kleiner  als  a  ist, 
wo  a?  <^  a  <  1 ,  ins  Unendliche.     Für  ein  positives  m  ist  dieses  der  Fall, 

sobald  n>  m***)  und  für  ein  negatives  m,  wenn  n>  — ' 

a  —  X 

Der  zweite  Factor  von  Rn  oder  t- — ; — 7r"\-.;  ™_Lr  kann  sich  für /w*  ^=0 

(1  +  8xf~~^^^ 

der  Grenze  1  nähern,  andernfalls  bleibt  derselbe  immer  kleiner  als  1 .  Somit 

ist  jedenfalls  in  vorliegendem  Falle  Um  En  =  0. 

Ganz  analog  findet  man  mittelst  der  zweiten  Form  des  Restgliedes,  wie 
solches  in  (18)  auftritt,  dass  auch  für  ein  negatives  x  und  [x]  <^  1 
Um  Rn  =  0  ist.  Obige  Formel  gilt  somit  allgemein ,  wenn  x  zwischen  —  1 
und  -h  1  liegt. 

2)  Es  sei  f{x)^lx 

also  f  (x)  =  1  ;r  {X) i,  ;  /-(.)  -  i^; 

/t«-fi)(a:)  =  (_  ly  -^ 
so  wird  nach  $.50  (5) 


*)  /«  X  wird  för  fi  =  oc  selbst  unendlich  gross  und  es  ist  daher  das  Kriterium  8 
nicht  anwendbar.  ^ 

**)  Denn  ist  m  positiy,  so  wird -  ar  <:  l ,  sobald  «  >  m   ist  und  wenn  m 

(fni  *T'  fl^  IC 

negativ  z.  B.  ==  —  jwi  ist,  so  hat  man   -  —  ,  — —  <:  l ,  wenn  imi  ar  -}-  ♦»**<♦»  4"  ^  • 

n  -\-  i 

lat  MiX  '^  1  ,  so   ist  diese   Bedingung   für  jedes  n   erfüllt ,  und  ist  ph^  Z>  1 1   wenn 

m\x  —  1 
n  >    -  . 

l  — X 

***)  Denn    aus    — t~T'*^1  ^^^  x<ia  folgt  durch  Multiplication   —  ^    -«        t, 

n  -f-  i  n  -j-  1 

.    .       {fn*  -{-  n)  X  ,  .  ,  , 

t)  Aus —-  —  "<  a  resultirt  miX  •■\-  nx  <i  an  -\-  a.   Ist  m\x  •<  o ,  so  ist     we 

*i  -f-  l 

Ungleichheit  fUr  jedes  n  erfttUt  und  wenn  mxx^  a,  sobald  n  >  — . 

a  —  X 
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/(x  +  Ä)  =  /  (x  +  Ä)  =  Ir  +   *  -  2*^2  +  1^3  -  •  •   • 

oder  wenn  man  o:  =  1  und  ä  «=  a?  setzt, 


(-ir 


(n  +  1)  (1  +  exY+^ 

dm  za  untersuchen,  ob  das  Eestglied  dieser  Keihe  mit  wachsendem  n 
8ich  der  Null  nähert  *),  schreiben  wir 

l       l      X      \"+^ 

1  /       a:       ^»+1         ^ 

80  ersehen  wir,  dass  die  beiden  Factoren  — -    -  und  \- — --  ^  (der 

71+1  \1  +  ^^/ 

letztere  weil  0  <C  ^  <C  1)  die  Null  zur  Grenze  haben,  also  Um  Rn=^  ^  ist. 
Für  ein  negatives  x  lehrt  die  zweite  Form  des  Restgliedes  (16),  dass  eben- 
falls 2mi  22»  =  0. 

Obige  Eeihe  für   ^  (1  -}-  a?)   gilt  somit  immer ,  wenn  a:*  <  1  ist. 

An  merk.    Für  x  =  \  conyergirt  die  Reihe  noch,  nieht  aber  für  rr  ==  —  1. 

Nimmt  man  in  obiger  Eeihe  x  negativ ,  so*  folgt 

wi  \  Ix         x'^        x^        x^  \ 

1  x"        a:S        x« 

oder  /-__-  =  a;+-+-+-^  +.... 

und  es  ist  somit 

1  -4-  x  I         x^        x^  \        ^  ^ 

,  1  +  X  ,  z  1^, 

oder,  wenn  man =  ^»  also  x  =  — j — ~  setzt. 

Um  eine  rascher  convergirende  Reihe  zu  bekommen ,  setzen  wir 
z  =  1  +  -  —  ^-^-  ,h  =  l(x+\)—  Ix. 

X  X 

Es  resultirt  alsdann 

och  rascher  convergirt  die  zur  Berechnung  von  Logarithmen  dienende 

x^ 
welche  erhalten  wird,  wenn  man  in  obiger  Reihe  z  =  -^      ,  ,     also 

x^ — 1 

/;:  =  2Za:  —  ;  (a:  +  1)  —  Z  (a:  —  l) 


/"  X  wird  für  n  =  cx)  selbst  nnendUch  nnd   daher  das  Kriteriam  6  nicht  an- 
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setzt.     Man  bekommt  alsdann 

Z  (a:  +  1)  =  2Zx  —  Z  (ar  —  1)  —  2 


+ 


2x^—  1    '     3(2 


x^  —  iy  +"'\ 


Von  a'  =3  1 4  an  kann  man  auf  7  Stellen  genau  setzen : 
Z  (x  +  1)  =  2te  -  Z  (a.  -  1)  -   ^^,^_  ^- 

3)  l8t/(a:)  =  e^,  so  folgt/'  (xj  =/'(x)  =  .  .  .  =/»(a;)  =  e',  es 
sind  daher  alle  Dilferentialquotienten  stetig  und  /^"^  x  bleibt  für  n  =  oc 
endlich.  Nach  dem  Kriterium  8,  gilt  daher  die  Maclau rin* sehe  Keihe  flir 
jeden  Werth  von  x  und  man  erhält 

""    ~'^l"^1.2"^   1.2.3"^    1.2.3.4"^-" 
Da  a^  =  c^  '**,    so  erhält  man  hieraus  die  ebenfalls  für  alle  Wertbe 
von  X  giltige  Beihe 

^  -^+T  +  1.2  ^^Y72T3  +••• 

Für  rr  =  1  erhält  man  hieraus 

Pa  Pa 

und  wenn  man  e  statt  a  setzt  und  berücksichtigt ,  dass  2e  =»  1  ist, 

e  =  1  +  1  +  ~A-  +  —  -]— -  +  .  .  .  =  2,718281828459    .  . . 

d.  i.  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystemes  (ver^L  §.  6.  Beisp.  8). 

4)  Es  sei  /(^)  =  *iVix, 

also  /'  {x)  =  cos  X]  /"  (x)  =  —  sinx'y 

/'"  (a;)  =  —  coäx  ;  f^  (x)  =^  sinx  ;  ...  y^**)  a:  =  «n  ur  +  —  ]• 

Da  diese  Differentialquotienten  für  jeden  Werth  von  x  stetig  bleibeji 

und  /^"^  (x)  für  n  =  oo  endlich  bleibt ,  so  ist  sin  x  in  eine  convergirende 

Keihe  entwickelbar  für  jeden  Werth  vod  x. 

Für  X  =  0  erhält  man: 

/(O)  =  0  ;/'  (0)  =  1  ;  r  (0)  «  0  ;  /'"  (0)  =  -  1 ; 

//v(o)«0;/V(0)  =  l;... 

und  nach  (18) 

a:*    ,     x'^        x"^    , 
«n^  ==,__+___  +  ... 

5)  Es  sei  /  {x)  =  co^x 

also      /'  (x)  a«  —  «nx  ; /"  (x)  «=  —  cÖ5  a:  ;  /"'  (x)  =  «nx ;  .  .  . 

/«>(x)  =  c(W  x+  ^. 

Da  sämmÜiche  Differentialquotienten  stetig  sind,  und  /^"^  (x)  '  r 
n  =  oc  endlich  bleibt,  so  kann  nach  8)  cos  x  in  eine  convergirende  B/  e 
verwandelt  werden.     Man  erhält 

/(O)  =  1  ;/  (0)  =  0  ;/"  (0)  ^ 1  ;  /"'  (0)  =  0 

und  nach  (18) 

x^    ,    x^        x^    , 
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6)  £8  sei 

f  {x)  ==  arc  sinx, 

also  /  (or)  =  (1  —  x^y-i  ;/'  (x)  =  x  (1  ^  x^)-i 

/'(O)  =  1  ;/"(0)  ==  0  und  somit  nach  der  in  §.89.  1.  gefundenen  Formel 

/'«(O)  =  l»;/'''(0)  =  0;/''(0)=l2.32;/''^(0)  =  0;/»'"(0)  =  l».3^5*; 
/(fc)(0)  =  0  ;/*^"(0)  =  1^  .  3»  .  5«  . . .  (2n  —  1)*. 

Nach  (18)  ist  daher 


1  ar»         1  .  3  ac^         LlIjL^  ^"^  .1- 
^  ^  +  2  ¥  "^  2  .1  5  "*"  2  .  4  .  6  7  "^  •  •  • 
1  ,  3  ■  5  .  .  .  (2n  —  8)    x^^^  1  .  3  .  5  .  .  .  (2w  —  1)    x^M-t^ 

"^  2  .  4  .  6  .  .  .  (2n  —  2)  2n  —  1  "*"        2  .  4  .  6  .  .  .  2n        2n  +  1 
und  da  ($.  6) 


u«+l  ^  (2n  —  l)^a:^  _ 
tt„    "^  2n  (2n  +  1)         l'        4n  +  2. 

soconveigirt  diese  Beihe,  wenn  x^  ^  1  ist.     Auch  lässt  sich  zeigen,  dass 
für  diesen  Fall  Um  i^»  =  0  wird. 

7)  Es  sei 

f(x)  =  arc  tg  X, 

1  2rr 

^  f  (-)  =  r+-,T  :/"  (-)  =  -  01+^^-5 

/(O)  =  0  ;/'  (0)  =  1  ;  /"  (0)  ==  0  und  somit  nach  der  in  $.  89,  2.  ge- 
I     ^denen  Gleichung 

/'"(O) 2!  ■,f"'{0)  =  0  ;/''(0)  =  41  ;/''^(0)  =  0; 

/■'"(O)  =  —  6 !  .  .  .  /(*»)  (0)  =-  0  ;  /<*^i)  (0)  =-  (—  l)"  (2m) ! 

»folgt nach  (18): 

X  Of  X 

artlgx  =  x  —  2\-  +  H  5]  "  « "  fj  +  •  •  • 

ryi  /y.3  /y«5  /yi7  ^2f71 1 

'=i-8  +  5-7  +  ---  +  (-^>"^'2^r=:T  + 

(-  ^)'"  2-;^qrT  +  ^- 

Reihe  convergirt,  wenn  x  zwischen  —7  1    und  +  1    liegt,  (die 
^         .  mitgerechnet).  Wir  können  auch  leicht  zeigen,  dass  limltn  =0  ist. 

'~    Diff.-  and  Int.-Bechnung.  |^Q 
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Wie  sich  nämlich  durch  den  Schluss  von  n  auf  n  -\-  l  zeigen  lasst,  ist 

dx-  ^         ^        (1  +  ^2)5         \  ^  x] 

für  X  =  0  verwandelt  sich  dieser  Ausdruck  in 

•(_i)«-i(„_i),«„^. 

Je  nachdem  nun  n  gerade  oder  ungerade  ist ,  resultirt  hieraus  I^iill 

n— 1 

oder   (—  1)  *  (w—  1)1 
Das  Hestglied  ist  daher 


n  t  a?H-l  r  1 

/•(»+X)(öa:)=(-1)» •- ^  ««  (n+  1)  arctg  - 


(«+1)1  — 

^  (n+l)!(l  +  öV)2 


a*^-l  r  n 

=  (-!)"  ^^BinUn+l)  arctg -\ 

inUn+l)  arctg— \ 


(n+l)(l+öV) 


=  (-l)Mr^ 


2       %  2    ^n 


(i+e'^x^]  n+1 

Ist  a:^  <C  1  also  - — j — 7:7—5  ein  echter  Bruch,  so  wird  daher  ZffnÄ»  =  0. 

1    — T"   "    £C 


«2 


Für  x  =  1  erhalten  wir  aus  obiger  Beihe 
woraus  n  gefunden  werden  kann. 


*)  Denn  es  ist  hiernach 


'  "-1 


'F  -  (-  »-^  cw-  [-"(•+'*)'"■  -  H'^ :) 


n 


—  «ar (1  +  «*)  #in j n are ig  -\\ 

s=  —  ( —  \y^^  ^^  \co9  \nareig  —  j  +  a?  »in  inare '^ -    )  1 


(l  +  :r«)  ^ 


oder  wenn  man  arctg  — ^=^y ,  tgy^^—,  coty  ^^m,  «tu y  »  -rr : ,  cwy r- 

setst, 

— ^^^^^     «T  (—  l)n  _  [amy  eoany  +  eoay  nnny] 

(l  +  Ä«)^ 
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Anmerk.    Um   andere  Belationen  nr  Berechnung  Ton  n  zu  erhalten,  setze  man 

JL  B.  /y  a  =  A  ,   also  /^  2a  «=  I  und  da  2a  >  ^- ,  2«  —  /?  ==  ^  ,  /9  =  2o  —  ^, 

4  4  4 

A  —  1         1  n 

/^/?«*'-     --  =^  >   80  wird   —  =^2areiffi    —    arci4f^.      Nimmt    man   tffa  =  ^f 

<y2a  =«  {  ,  2a  +  j9  =  ^  ,    ß  =  '^-^2a,tffß=:^,B0  folgt  ^    «    2aretg   J 
-f-  arc^l  u.  8.  IT. 

8)  Man   soll  f  (x)  =s  ^  l  (1  -{-  x^  -^^  2x  cosa)   in    eine  Keihe  ver- 
wandeln. 

Aaflösnng.     Man  findet 
]       .  .  X  -\-  cosa  X  -}-  cos  a 

i  '    ^       l  -\^  x'^  +  2x  cos  a        (l  -{-  X  cosaf^  -h  {sc  sin  a)* 

a?  +  cos  a 

[l  +  a:  (co«  a  -[-  t  5ma)]  [l  +  or  (co«a  —  t  sinay] 

ode?,  wenn  man  diesen  Bruch  nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Coefficien- 
ten*}  in  zwei  Brüche  zerlegt ,  also 

4_ +  ^ 

1  +  a:  {cos  a  -^^  isin  a)         1  +  a-  (cos  a  —  t  sin  a) 
setzt, 

/'  {x)=s  A[l  -\-  X  {cosa  +  t  Ätna)]""^  +  -ß  [1  +  ^  (co^a  —  t  «na)]~"^ 

Hierauf  folgt: 
/«■)(ir)=( — lY-\n—l)\A[l+x{cosa+isina)]-*'[cos{n—l)a+isin{n^l)a] 

+  (—1)*"*  (n — 1)!  B  [1+x  {cos  a  —  isin  a)]-»[co5(n—  1)  a  —  isin  (n— 1)  a] 

Also  wird 
/(«)  (0)  =  (—  1)«--*  (n  —  1)!  {  .4  [co5  (n  —1)  a  +  i  sin  (n  —  1)  a]  + 

B  [cos  {n  —  l)  a  —  i  sin  {n  —  1)  «]  } 

oder  da  A  -{-  B  =  cosa 

und  A  {cos  a  —  i  sin  a)  -{-  B  {cos  a  -{-  i  sin  a)  =  l 

oder  cos^a  +  (5  —  -4)  f  sina  =  1 

oder  B  —  A  =  — r—  ==  —  t  sina, 

t 

/">  (O)  =9  ( —  1)«-^  (n  —  1)  1  [cos  {n —  1)  acosa  —  sin  (n  —  1)  a  sina] 

=  (—  1)"-^  (w  —  1) !  cos  na, 

tmd  somit    /  (0)  =  0  ;  /'  (0)  =  cosa  ;  /"  (0)  =  —  cos 2a ; 
/'"  (0)  =  2!  cosda  \f^  (0)  =  —  3!  cos  4a;  .  .  . 

folglich  nach  18. 

37  ar  X 

:)  f^  x  cosa  —  —  cos 2a  +  ~  cos  da co5  4a  +  .  .  . 

'  2  3  4 

X  sina 

f  (x)  ==  arc  tg  - — ; 

•'v/  ^  \  +  xcosa 

in  e        .leihe  darzustellen. 


*    II.  §.  18. 

10* 


Fünfter  Abiclmitt. 
flöaang.     Setzt  man 

^  1  4-  ixcota  -i-  x^ 

„. ^ + ^- 

1  +  x{cosa-\-  iMna)  1  -\- x  {co»a  —  i  sina) 

A  +  B  ^  sina  ;  A  ~  B  =  —  i  cosa 
vie  Torbiu 

.(— l)"-"(n— l)!^[l+a^(co«a+iMnce)]-"[coj(n— l)or+i«n(n— 1)«! 
-•(n-l>!fl[l-f-^(co>«~''«n«)]-"M«-l)«-«»^(«-l)oi 

*(-l)-'{n-l)![(^  +  B)ct«{>i-l)a+.-(/l— B)««(n-l)a] 
=  (-l)"-'(n-l)!«»«« 
ist  daher 

/(0)  =  0  ;/'(O)  =  «mß;/"(0)  =-  — iwi2aetc. 
it 

/W-..,,„«-^'™2«+l'-.3„-... 

Man  soll  f  {x)  =  i  arctg  r^^^-5 

QB  Beihe  ausdrücken, 
flösung.     Setzt  man 

_{1  4-_^i)  coia_       ^  (1  +  x^)  cosa 

'  (1  —  a:^y   +"4a'^  cos"«  x*  +  2x^cos2a  +  1 

_ (1  +  ^')  «"« 

{1  +  sa^coAay  +  (x-'Mn2ay 

___^ „    0+a:')cosa __. 

"  fl  -Ha:»  (co*  2«  -(-  i«n2a)]  [l  -|-ar»  (eosSa  — ."«»120)] 

^, ,,„[__ ^ .^  + -ö. 1 

[l-}-3;2(c«'2a-l-i«m2a)^l+ar*{«w2a— ««n2a)J 
^  -1-  ß=  1 
A  {cos2a  ~  t  «nSa)  -|-  B  (coi2a  +  iain2a)  =  1 
i«B2a  (ß  —  ^)  —  1  —  co»2«  =  2n>i''a 


_        _    J^ _       cm2k  —  ian2w*) 

r+  ar^~(co»2«  4-^«n2a)  ^  cör2a  —  iw«  2a  +  ;e» 
cotS«  —  inn2ß  «w2a  —  in>i2ß 


'H  = 


^,  -H  ß,  =  0 
-  ^  («na  -h  icosa)  -f-  S,  («n«  -|-  tcwo)  =  1 


]•»  mu  nimlich  ZUiler  und  HannaT  mit  «»2«  —  itin2a  mnltiplidrt 
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=  sina  —  icos  a  =  —  i  (cos  a  -f-  isin  a) 


oder     Ä  —  ^,  ==a  -. ,  — ; 

*  *        «na  +  xcosa 

m  m 

also  A^  «=  -    {cosa  +  isina)  ;  B^  =s=  —  -   (cosa  -+-  isina) 


80  wird 
/'  (o:)  =  4  (co«a  +  isina)  (cosa  —  isinay 


A 


1 


+ 


a:  —  sma  —  i  cos  a 


1 


+  1 


a:  4"  *twa  +  icosa 
cosa  —  isina 


=       (cosa  —  isina)  -   (cosa  -\-  isina) 


1  +  x^  (cos 2a  —  isin^a) 

1 


X  —  sma  —  icosa 


4  \x-\-sina 


+  i 


a:  -|-  «n  a  + 1  cos  a 
cos  a  —  isin  a 

\  +  x^  (cos2a  —  isin2a) 

cosa  —  isina 


+\ 


-{-icosa      X  —  sina — icosa)  '   ^  l-\-x^(cos2a — isin2a) 

Setzt  man  ferner 

cos  a  —  isin a  cos a  -f-  isin  a  *) 

1  -f-  x"^  (cos 2a  —  isin 2a)        x^  +  (cosa  -f-  i sina)^ 

cosa  +  isina 

(x  —  sina  +  icosa)  (x  +  sina  —  icosa) 
^  l  1 


t 

2 


8o  ergibi;  sich : 


/'(-)=i 


X  —  sina  -\-  i cos a        x  -^  sina  —  i cos a 
1  1 


+ 

t 
4 


X  -{-  sina  -\-  icosa        x  —  sina  —  icosa 
1 1__^ 

X  —  sina  -^  i cos a        x  -^  sina  —  t cos a 
1  1 


X  -{-  i  (cos  a  —  isin  a)        x  —  i(cosa  -f-  isin  a) 

+  ___^ ^. '        _1 

a?  4-  f  (cosa  4"  isina)        x  —  t  (cosa  -|-  isina)j 
Hieraus  findet  man 

« 

/<«)  (x)  =  (—  1)«-»  (n  —  1)!  -^  {[x  +  i  (cosa  -  t«na)]-« 

—  [x  —  t  (cosa  -f-  isina)]~^  -h  [^  -h  i  (cosa  4-  isina)]—^ 
—  [x  —  i  (cosa  —  isin  er]"""  } 

;-(n-l) 

also      /•<">  (0)  =  (—  1)"-*  (n  —  1 ) !  -  (2  cos  na  —  2  (—  1)»  cos  na) 

=  (n  —  1)!  — -  [1  —  (—  1)«]  cosna 
=  (n  —  1)  1  — -  (1  —  t^»)  cOÄfia 


jdem    man    Zähler    nnd   Kenner  mit    to%1a  4-   *«m2a  =  («o<a  4-  «<*Ma)* 
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oder  wenn  man 


r—(l— ,*•)=, , 


setzt, 


,»— 1 -•3n— 1  


1 


__  (i2„-2  _  ,.4n-.)r  =  ^^  [(-  l)-t  +  1  J 


/(»)  (0)  =}(n-l)l±^^  [(-  l)-i  +  IJ  cosna^ 
Man  hat  daher 

/(O)  =  0  ;/'  (0)  =  co^a  ;/"  (0)  =  0  ;  /'"  (0)  =  —  2!  cosSa  ; 
und  somit 

f  (x)  =  xcosa  —  -     cosS  a  +  —  coä  5a  —  ... 

o  5 


1   _  1  +  o;^  +  2a?  «ma  . 


H)/(x)=^/^-%.3-         . 

4      1  +  a"*  —  2x  8ina 

Auflösung.     Man  findet 


in  einer  Eeihe  darzustellen  < 


/'  (^)  =  =, 


X  -\'  sina 


X 


sina 


2  ll  +  x^  +  2x  sina        1  +  a:^  —  2ar  sinaj 


1 
2 

4 


X  -\-  sina 


X 


sina 


{x  +  sin  a)^-{-  cos^a        {x  —  sin  a)  ^+  cos^a 

^'         +  -  __J_ ■ 

X  +  sin a  -{-  i cosa        x-^-  sina  —  icosa 

.J-. 1 1 

X  —  sina-{-  icos a        x  —  sina  —  icos a 

=  1  f ' + i • 

4  lx'^i{cosa — isina)        x  —  i (cos a-^-i sina) 

L-^. 1 1 

'a-\-idna)        x  —  t  (cos  a  —  i  sin  a)\ 
und  hiernach 

/(«)  {x)  =  (—  !)«-!  (n  —  1) !  ^   \[x  +  i  {cosa  —  isina)]^ 

-\-  [x  —  i  {cosa  +  isina)]'-^  —  f a;  +  *'  {cosa  +  i«na)]~" 
—  [x  —  f  {cosa  —  istna)]"'^  \ 


X  -f- 1  {cos 


also 


/(«)  (0)  =  (n  —  1)!  -—  [1  +  (—  l)«-i]  sinna 


somit   /(O)  =  0 ;  /'  (0)  =  5m  a ;  /"(O)  =  0  ;  /'"(O)  =—2!  sinZa  ; 
und  /(^)  =  ocsina  - 


x^    .  a?^ 

-  sin  3a  +  — -  «n5a  —  .  .  . 

ö  0 


§.51.    Auf^en  zur  Uebnn;. 

1)  In  der  Function  /  (x)  =  x^  —  Sx^  +  S  lässt  man  xum  h 
nehmen,    man   soll   nach    der   Taylor'schen   Reihe   die  Aenderu 
bestimmen ,  welche  die  Function  dadurch  erleidet. 

Aufl.     /{x  +  h)—f  {x)  =  3Äx2  —  6Äa;  +  Sh^x  —  Sh^  -^  h^ 
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2)  sin  (x  +  a)  Und  cos  (x  +  a)  in  Reihen  zu  verwandeln. 
Aufl.     sin  (x  -^^  a)  =  sinx  +  acosx  —  ~j  sinx  —  -_-j  cosx  .  .  , 

c(w  (a:  +  a)  =  co«a?  —  a  «no;  —  —^  cosx  +  — ^  smx  +  •  •  • 


An  merk.     Entspricbt     der    Bogen    a    einem    Winkel  Ton    1    Min.,     so    ist 
0,0002909  nnd  man  kann  alsdann  anf  7  Stellen  genau  I 

sin  {x  +  V)  ==  sin  x  +  0,0002909  cos  x  \ 

cos  lx-\-  V)=reosx—  0,0002909  sin  x  , 


3)  /  (x)  =  e^""«  cos  (xsina)  in  eine  Reihe  zu  entwickeln. 

X  X 

Aufl.     /(a:)=  1  •+•  xcosa  +  —  cos2a  +  ^-j  cosda  +  •  •  • 


Andent.    Da 
y'(x)  =  e^co'a  cot  (a  +  ««»«),  .  .   .  /(")  (x)  =  «afco»«  cos  (na  -\-  xsina) 

■o  wird 

/(O)  ==  1 ;  /'  (0)  =  <:<wa;  f*  (0)  =  <Jos2a;  .  .  .  /(»)  (0)  =  cos  {na)  u.  s.  w. 

Man  findet  für  Jt«  =  -. — t-ttt  e^^osacos  [(»  +  ^)  «  +  0J?*f«a]  und  da  für 

(«  +  U  • 
jedes  endliche  ^r  und  ein  wachsendes  n  der  Ausdruck  sSxcosa  cos  [{n-\~  \)a-\-Sx sin a] 

rtl  i  1 

endlich   bleibt  nnd  t—tti  «ich  der  Null  nähert ,  so  ist  lim  jßn  =  0. 

(n  +  1)! 

4)  /(x)  ^=  e^oo*«  sin  (xsina)  in  eine  Reihe  zu  verwandeln. 
Aufl.     f(x)  ==  arÄina  +  tt,  sin2a  +  .  .  .  H j  sinncc  +  .  .  . 

Andeut.    f^^^{x)  =  excosa   sin  {na  -f-  ««i««)  etc. 

5)  Man  soll  /(a?)  =  i  (e*'»'»«  +  6~  *«'««)  «n  (icco««)  in  einer 
Beihe  darstellen. 

X  *  3?  X 

Aufl.  fix)  =  xcosa  —  — .  cosSa  +    -r  cosba  —  -r  co«7a  +  .  . 


Andeut.    /'  {x)  ==  f  [ex^ina  cos  {a  — xcosa)  +  tf— a:«<na  (j^,  («  _[-  xcosa) 
f**  (ar)  =  A  [exsina  sin  (2a  —  a?«)«a)  —  c-x«tna  ,,„  (2a  +a:<Jo»a)' 
y"'  («)  =a  —  f  [««  «*'»  Ol  cos  {'da  —  X  cos  a)  +  «~~*  *'"  "  co«  (3a  +  «  «o«  «)' 
fJV  (a:)  =  —  J  [c^ma  «in  (4a  —  xcos  a)  —  e—^sin  a  sin  (4a  -f-  n^cos  a^ 
u.  s.  w.    Setae  nun  x==0  u.  s.  v. 

6)  /  (x)  =  I  (e**»««  —  6-^*«««)  CO*  (a;co«a) 

ar^  a:^  a:' 

=s  xcosa  +  r-v  co5öa  +  —1  co5Öa  +  ;ri  co5  7a  +  .     . 

3!  5!  7! 


x^  ,   x^  x^ 

s=  1  —  --.  cos2a  +  —7  cosAa  —  — r  co5  6a  +  .  .  . 

f(x)  =  I  (6*"»«  —  e-^""«)  «n  (arWna) 

^  37  X 

=  — i  sin2a  —  — .  sinAa  -^  —-.  sinQa  —  ... 
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§.  52.    Die  Taylor'sehe  und  Haclauriii'sehe  Reihe  fBr  Functioiieii 

mehrer  nnabhftnfriir  YerSuderlicheii. 

1)  Bezeichnet  f(x  ,y  ,z  ,, ,  ,)  eine  Function  der  unabhängig  Ver- 
änderlichen X  ,y  ,z  , . .  .^0  setze  man,  um  f{x  +  ä,  y  +  ifc,  ä+/,  . .) 
nach  Potenzen  und  Producten  von  Ä  ,  Ä: ,/,...  zu  entwickeln,  zunächst 

[Sieht  man  nun  f{x  +  ah^,y  +  ak^,.,.)  als  Function  von  a 
und  gleich  F  (a)  an,  so  hat  man  nach  der  Maclaurin'schen  Reihe 

F{a)  =  F(0)  +  uF  (0)  +  ^  /-'  (o)  +  .  .  . 

worin  FiSi),^  (0) ,  J"'  (0) , . . .  die  Werthe  von 

'  ^"^  '     da      '  ~difl-  >■•■ 
fttr  «  ==  0  bezeichnen. 

Nun  ist  aber,  wenn  man 

X  +  aA,  =  x,  ,  y  +  afcj  =  y,  ^  .  ,  . 

setzt  ^  —  A  -^y^  —  i.. 

setzt,  da  -'*"dä-^l'••• 

da  8xi  da         dyy  da  '^  dz^  da  "^  '  " 

dx,  ''•  +  8y/»  +  ai;  '^  +  •  •  • 

oder  symbolisch   =  [-^  h.+^k.  +  . .  . 
Allgemein  erhält  man  hiernach 

da^        \dx,  ^'^  dy,'^'- 

als  Symbol  des  nten  DiflFerentialquotienten. 

Indem  nun  für  «  ==  0  nach  Obigem  x^mx,  y^  in  y  etc.,  also 

^  («)  =/  (^1  /  yi  /  •  •  •)  in  /  (a?  /  y  , . .)  tibergeht,  so  folgt,  wenn   f 
statt  f{x,y,..,)  gesetzt  wird : 

and  somit  ist 

«.  /t«)  (0)  _  (f  -  aA,  +  ^=^  «i,  +  .  .  . 

\ca;       *  cy       ^ 

oder  nach  Obigem : 


1 
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Setzt  man  hierin  der  Reihe  nach  n  =  1  ,  2  ,  8  ^ . .  .  and  führt  die 
betreffenden  Werthe  in  die  GL  (1)  ein^  so  erhält  man: 

WO  also 


{n  +  iy.X  Cx  dy  /x+©A,v4-«*-... 

Ist  /im  Ä»   =-   0,    80   erhält  man  die  Taylor'sche  Reihe  fllr 
Functionen  mehrer  Variabein. 


Zusätze. 

1)  Das  Verhältniss  des  Restes  Rn  zum  vorhergehenden  Gliede 
kann,  wenn  dieses  nicht  identisch  Null  ist;  so  klein  gemacht  werden 
als  man  nur  will ,  wenn  man  nur  h  fk  , ,  , .  klein  genug  annimmt 

Denn  setzen  wir 

f{x  +  hfy  +  k)  =  U^  +  U^+U^  +  ,..  +  Un  +  Rn 

9Ax  +  eh,y+  8k)  +  ^^^tJl^  ^--1^.2  y^  (^  +6h,y+  Sk)  +  . .] 

X 

1  «i     I     1 

H-i  •==  (7+~i)T  f**^*  y  (*/y)  -H — i"  *"  *yi  (a; » y)  4- 

(         lü  Ä-t  fc>,  (.,,)  +  (!L±il^;-^i)  Ä-U3y3  (.,y) . . .] 
^        '^'^  Differentialquotienten  9^  /  SPi  f  SP2  ^  -  *  *  ^i^dlich  und  stetig  sind, 
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die  Differenz  B„  —  ui+i  =  Ä„+i  und  somit  auuh   ^  beliebig 

"■-(-1 
nacht  werden,  wenn  ii„+i  niclit  identisch  Null  ist.    Dividirt 

dich  Zähler  und  Kenner  des  Bruches  —~ ^  durch  Ä*+', 

tet  die  Entwickelung  in  Zähler  und  Nenner  nach  Potenzen 


Dit  mau  dieses  Vcrhältniss  beliebig  aber  endlich  an,  so  igt  der 
indtich,  während  der  Zähler  beliebig  klein  gemacht  werden 
»durch  die  Richtigkeit  des  Satzes  bewiesen  ist. 
st  /  (a; ,  y  ,  :  , . .  .)  eine  homogene  Function  (§.  34),  also 

f  {ax  ,aj/  ,az  ,...)  =  W/(x  ,f,,z  ,..  .) 
setzt  1  +  ß  statt  a,  so  folgt  nach  (1): 
ax  ,s  +  ay  ,  z  +  az  ,  .  .  .)  =  (1  +  t,Y/{x  ,:/  ,  z  ,  .  .  .) 

ist  aber  auch 


■r/C"^,» ,  ■  •) -/(»,  j,  ■■)  +  f «/+ ^^2-^«'/ 
+  "-^i^F^-/+ ■-•  •  "•) 

erhä^tdaher  durch  Gleicbsetzung der Coefficienten  gleich  hoher 
von  a: 

cf  if  et 

''i+  yZ  +  -  i  +  ■  ■  ■  =  'H'  ,y , ' ,  ■  ■  ■) 

ex  cy  cz 

['%  +  »%  +  '%+■■  ■)'- » (» -  i)/(».j'.--.  ■  ■  ■) 

tzten  symbolisch  zu  nehmen  sind. 

etat  man  in  (2)  a;  =  y  =  ^  =  .  .  .  ^  0  und  darnach  wieder 

.  .  .  anstatt  h  ,k  ,1 ,  .  ,  .»o  geht  dieselbe  über  in : 


»,»,-..)-/(o,o..)  +  | 


'i- 


\  +  y 
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wo  ^  ^-=(.;-,,H£j+.(a+..r 

und  \:h\  ,  \/-\  ,  .  .  L—   ,  \~-\   bedeuten,    dass    iu  den  Differential- 

quotienten    -  -  u.  s.  w  für  a: ,  y  ,  z  , .  .  .  bezüglich  0,0,0...  oder 

ßa: ,  Sy  f  6z  f .  .  ,  ZU  setzen  sei. 

Ist  lim  i^s  =  0 ,  so  erhält  man  hieraus  die  Maclaurin'sche  Reihe 
fTftr  Functionen  mehrer  Variabein. 

An  merk.  Zur  Giltigkeit  der  Formeln  (2)  und  (3)  gehört,  dass  /  und  die  par- 
tiellen Differentialquotienten  bis  zur  n  ten  Ordnung  innerhalb  der  Grenzen  x  und  x-^-h^ 
y  und  y  -\-  h  ,  ,  ,  stetig  bleiben  in  Bezug  auf  jede  der  Yariabeln  ^  ,y  ,z,  .  .  .  und 
dass  die  Differentialquotienten  yon  der  (n  •\-  l)ten  Ordnung  einwerthig  seien. 
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Werthbestiinmung  der  Fiinctionen  im  Falle  sie  für 
specielle    Werthe    der    Veränderlichen    unbestimmte 

Formen  annehmen. 

§  53.    Erkläruiiir. 
Es  ereignet  sieh  häufig,  dass  eine  Function  fUr  einen  besonderen 

0       oc 

Werth  der  Veränderlichen  eine  der  Formen  ^   ,       ,  0^  ,  oc®  ,   0  .  oc 

0       oc 

u.  s.  w.  annimmt.  Man  nennt  solche  Formen  unbestimmte.  Wir 
wollen  nun  untersuchen,  wie  man  in  jedem  speciellen  Falle  zu  ver- 
fahren hat,  um  den  wirklichen  Werth  einer  Function  zu  ermitteln, 
im  Falle  dieselbe  eine  dieser  Formen  annehmen  sollte. 


§.  54.    Bestbnmiin;  des  Werthes  |. 

f(x) 

Angenommen  der  Bruch  ^-.-f   erscheine  für  x  =  a  unter  der 

F{x) 

Form      und  es  seien  innerhalb  der  Grenzen  a;  =  a  bis  a:  =  a  +  A  die 

Functionen  f{x)  und  F{x)  stetig,  dagegen  f'(x)  und  F"  (x)  ^--- 
werthig ,  so  kann  man  nach  der  Taylor' sehen  Reihe  setzen : 
f{a  +  h)  =f{a)  +  hf  {a+8h),0<H<l 
p(a  +  h)  =  F  (a)  -{'hF'  (a+  ß^h)  ,  0  <  (9,  <  1. 
Für  a?  =  a  +  A  ist  daher  der  Werth  des  Bruches 

_  fja)  +  A/'  (a  +_ÖA) 
F  (a)  +  hF'  (a  +  6^h) 
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oder  da  nach  der  Voraussetzung  f(a)  =  F  (a)  =  o  ist, 

P  (a  +  6,h) 
Ftlr  Ä  =  0  erhält  man  hieraus ,  gleichgiltig  ob  h  positiv  oder 

negativ  ist,  nach  obiger  Voraussetzung  unzweideutig  pi\-{  als  den  zu 

suchenden  wirklichen  Werth. 

Dieser  ist  ein  bestimmter,  wenn  nicht  gleichzeitig  /'  {a)  und 
/^(a)  Null  werden.  Tritt  aber  dieser  Fall  ein,  so' hat  man,  unter 
der  Annahme,  dass  innerhalb  der  Grenzen  x  =  a  bis  x  =  a  +  h 
die  Functionen  f{x),F  (x) ,  f  (a:) ,  r  {x)  stetig ,  /"  (x)  und  F'  {x) 
aber  einwerthig  seien : 

f{a  +  h)  =/(a)  +  hf  (a)  +  j^^/"  (a  +  Oh) 

F{a  +  h)  =  F(a)  +  hP(a)  +  ^  /-'  («  +  e,h) 

also  da  f{a)  =/'  (a)  =  F{a)  =^  F  (a)  ^  0, 

far  ar  =  a  +  Ä; 

und  wenn  man  h  =  0  setzt ,  =77-7  i   als    fraglichen  Werth ,    welcher 

F*  {a) 

wiederum  bestimmt  ist,  wenn  nicht  f**{a)  und  F*  {a)  gleichzeitig 

Null  sind. 

Analog  findet  man  im  anderen  Falle  \^,, ;  [  als  Werth  u.  s.  w. 
"  F"  (a) 

Allgemein  folgern  wir  hieraus ,  dass  wenn 

f{a)  =/'  (a)  =/"  (a)  =  .  .  .  =/(«>  (a)  =  0 

F{a)  =  F  (a)  =  F' (a)  =  .  .  .  ==  i^»>  (a)  «  0 

aber  /^*+-i>(a)  und  2^"+i)(a)  nicht  gleichzeitig  Null  sind,  der  verlangte 

f  (x)  /*(«+!)  (a) 

Werth  des  Bruches  ^^  ^  für  a?  =  a  gleich  i^^^^^^  ^  ^  sei,  vorausgesetzt 

dass  /,/' ,/", .  .  .  /(">;  F ,  F ,  F* , .  .  ,  F''^  stetig,  aber  /<«+i)  und 
/^•-f »)  einwerthig  seien  innerhalb  der  Grenzen  a;  =  a  bis  a?  =  a  +  A, 
eliebig  klein  sein  kann. 

ir  schliessen  hieraus  auf  folgende  Regel : 

an  bestimmt  die  Differentialquotienten  des  Zählers 

x^enners  und  setze  in  dem  so   erhaltenen  Bruche 

*  X  den  speciellen  Werth  ein.    Werden  beide  nicht 

'zeitigNull,  so  ist  der  verlangte  Werth  gefunden; 
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werden  aber  beide  Differentialquotienten  für  eben  den 
Werth  von  x  Null,  so  bestimme  man  die  zweiten  Differen- 
tialquotienten von  Zähler  und  Nenner  des  vorgelegten 
Bruches  und  verfahre  damit  analog  wie  vorhin  u.  s.  f.  bis 
man  zu  einem  Bruche  gelangt,  dessen  Zähler  und  Nenner 
durch  Substitution  des  speciellen  Werthes  von  x  nicht 
gleichzeitig  Null  werden.  Der  hierdurch  erhaltene 
Werth  des  letzten  Bruches  ist  alsdann  der  verlangte 
wahre  Werth. 

An  merk,  t)  In  allen  Fällen,  wo  die  Taylor'sche  Reihe  nicht  in  Anwendung 
gebracht  werden  kann,  ist  natürlich  yorstehendes  Verfahren  unstatthaft.  Man  kann 
in  solchen  Fällen  den  wahren  Werth  dadurch  finden,  dass  man  a  -^  K  Vox  x  ein- 
führt, hinreichend  redncirt  und  schliesslich  A  =  0  setzt 

So  geht  s.  B. 

y/a\  -~  a;«  +    /(g  —  £? 

4 ♦ 

fiir  o;  :=>  a  in  §  über.    Setzt  man  nun   a  —  h  statt  x ,   so   erhält  man  den  Bmch 

* ♦    -  4 

Via  —  A  +  /ä«  y2« 

^ —^ ,  dessen  Werth  für  ä  =  0  in  —^ —   über- 


l  —  |/"4a»  —  6a«Ä  +  4aÄ«  —  Ä»  l  —  ^/^ 

geht,  was  zugleich  der  verlangte  Werth  ist. 

2)  Obige  Herleitung   setzt  Toraus,  dass  a  nicht  oo  sei.    Ist  a  «=  oo  und  man 

^      /  1) 

setzt   ar  =  —   also  ^~\  =   — 7— {  ,    so  folgt  für   a;  =  a  =  cx),  <  =  0   und  es 

lässt  sich  nun  obiges  Verfahren  auf  den  Bruch  — y---  anwenden.     Man   erhalt  als 

W  j 


wahren  Werth jy\    ^  — TT\   ^^  ^  '^  ^  ®**®'  ~pl  x  für  a:  =  a  wie 


früher. 

Beispiele. 

y  (^)        a?"  —  1     , 

1)  Man  soll  den  wirklichen  Werth  des  Bruches  rrr-r-r  = ;-    für 

'  F  (x)         X  —  1 

X  =  1  bestimmen. 

Auflösung.     Da/'  {x)  =  nx'*^^,  /*  (a;)  =  1  ist,  so  wird 

F'  {x) 

Setzt  man  nun  hierin  a  =  1 ,  so  erhält  man  den  verlangten  Werth  :=  n. 

3 

fix)         ««^-^  +  ^6- 

2)  Den  wahren  Werth  von  t,  7— ^  = 1 für  a:  =  0  zi 

^  F  {x)  x^ 

ermitteln. 
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Auflösung.     Man  findet  |;^^  = 1^^ .      Setzt    man 

aber  hierin  a:  =  0,  so  geht  dieser  Bruch  abermals  in  |  über.  Man  bestimme 

darum  Q^  =  ~  "tf  s"^'     Für  x  =  0    folgt  aus    diesem  Bruche 
F    (x)  20x* 

aber  wiederum  ^     Man  büde  somit  jttt^J^  = -^^^ unddadieser 

/^^  {x)         sinx 
Brach  nochmals  für  a:  =  0  in  ^  übergeht,  den  Werth  j^f  >~\  ==  Y20x 

und  aua  demselben  Grunde  Crrl  =  ^*      ^^^   ^^®^®°^   ^'^^^^^^   ^'^^^^^ 

JP*^  (a;)         120 

man  endlich  für  ar  =  0  den  verlangten  wahren  Werth  -^' 

3)  Den  Werth  von  ^^  =  ^"^  +  g  ^  —  2  f^r  a:  =  0  zu  finden. 
^  F  (x)  stnx 

Auflösung.     Man  findet  -^-Fv  =  ^    ""  ~   ^^^  hieraus,  wenn 

F    (x)  C08X 

0 
man  ar  =  0  setzt ,  als  wahren  Werth  ==  -  =  0. 

4\  ZM  =  tgx  —  sinx  q  zu  bestimmen. 

^   F(a:)  a;2 

1 

AtiflSsung.     Da  £^^-j  =  ^^L^ für  x  =  0  abermals 

2sinx    , 
— ^     -j-  stnx 
"f    \x\         cos  X 
in  i  übergeht,  so  entwickle  man  ^"H  =  2 ^^^ 

hierin  a?  =»=  0,  um  den  verlangten  Werth  -  =  0  zu  erhalten. 


§.  55.    Bestimmanjc  des  Werthes  ^• 

f  (x) 

Gehen  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  ~y-{  für  einen  speciellen 

a  man  zur  Bestimmung  des  wahren  Werthes  dieselbe  Regel  wie 

1 


Werth  von  x=^  ainoo  über ,  nimmt  also  der  Bruch  die  Form  -     an, 


f  (x^        F  (x) 

anwenden.    Denn  setzt  man  -^-^-^  =  — r^^so  erscheint  dieser 

F  {x)        1___ 

lir  a:  =  a  Unter  der  Form  ^  und  sein  Werth  kann  wie  vorhin 
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ermittelt  werden.    Nun  ist  aber 

dl  F' (x)        d     1  f'(x) 


wenn 


dx  Fix)  [F(x)]^'  dxf  {x)  [/ (x)]* 

F'(x) 

also  für  x^a:     *- ^.\  '^   =  -7-)  ^  ^r?— J 

Bezeichnen  wir  nun  den  Werth ,  welchen  ir^    für  a:  =  a    an- 

nimmt,  durch  2:,  so  hat  man   z  =  ^t)  \  ^^   ^^d    hiernach, 

weder  0  noch  00  ist ,    z  ^==  ^rri' 

F'  (a) 

Ist  J5  =  0,  fc  eine  beliebige,  von  Null  verschiedene  Gonstante,  also 

und  da  für  X  =  a  der  Werth  dieses  Bruches  =  k  also  von  Null  ver- 
schieden ist,  so  folgt  nach  Obigem  für  den  wahren  Werth  von 


also 


f/(^)\    _    /X«) 
iF{x))^     F{a) 

Ist  r  =  oc,  also  f^S^l  =  00 ,  SO  wird  (^J)     =-   0,     folglich 


nach  Obigem : 


daher 


[F(x)j^     F'ia)' 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  fUr  alle  Annahmen  von  z  zur  Bestim 

f{x) 

mung  des  wirklichen  Werthes  von  --^-z  die  im  vorhergehenden  Para- 
graphen gelehrte  Methode  anzuwenden  ist. 

A  n  m  e  r  k.     Erscheint    bei   einer  unentwickelten  Function  f  {x  ^  y)  =  \i     ler 
Differentialquotient 

dy 'Cr 

dx    ~  df 
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0  CO 

nnter  «iner  der  unbestimmten  Formen   -  oder  — ,    so  nehme  man  w  als  den  wirk- 

0  oo 

liehen  Werth  an,  diiferensire  Zähler  und  Nenner  und  setze  nun 


r«  + 


tp 


dx  dy       dy* 
hieraus  folgt 

ond  fv  kann  nun  leicht  gefunden  werden. 

Werden  in  (1)  sammtllche  zweiten  Differentialquotienten   wiederum  Null,  so  dif- 
ferenaire  man  abermals  Zahler  und  Nenner.     £s  ergibt  sich  alsdann: 

ay   .    ay      ,( ay    ,    ay     \ 
jy_  ,  _ay_     ,  /ay^  ,    ay     \ 

oder  f!^  «^  +  3  ^-^  «;«  +  3  ;^^  «.-  +  ^'^  ==  0. 

Beispiel. 

f  (x)  Ix 

Man  soll  den  Werth  des  Quotienten  -~7~  ==  für    a:   ==   0    be- 

r^yx)         cot  X 

stimmen. 

Anrflosung.     Da  ^-^  =« ^-—  =  —       --   für   a:  =  0   in   - 

F*  {x)  \  X  0 

mP'x 
übergeht,  so  bestimme  man  ^,,>.  =  —  2«na.-  co^a:. 

Setzt  man  nun  hierin  a'  =  0,  so  folgt  0  als  wahrer  Werth  von  |- — . 

\COi  X}x:=0 


§.  56.    Bestinunnnif  des  Werthes  0  .  oc. 

£8  werde  / (a?)  =  0 ,  dagegen  F(x)  =  oc  tllr  x  =  a]  man  soll 
den  Werth  des  Productes  /  (x)  F  {x)  für  a-  =  «  ermitteln. 

Sehreibt  man  zu  diesem  Ende*^  -  statt /(x)  F  {x),  so  erscheint  das 

F(x) 

I  fllr  ar  =  a  Unter  der  Form  -  und  kann  nun  wie  firüher  gefunden 

y 

Beispiel« 

TTX 

'^'^n  wahren  Werth  von  arcco8x,tg  — -  für   a:  =  1    zu  ermitteln, 
^  Ausdruck  0  .  oc  wird,  setze  man 

~"^-  and  Int-ReoliDunf.  ti 
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ftx        arccosx 


arc  cos X, ig 


nx 

cot  — r- 


Da  nun  dieser  Werth  für  x  =  1  in  —  übergeht,  so  findet  man  nach  §.54  aus 


/ 1  —  x^ 

— - —  für  a:  =  1  als  verlangten  Werth  oc 


TT 


2     .  -  TTa: 

§.  57.    RftstiTnmnng  des  Werthes  oc  —  oc. 

Werden  in  der  Differenz  ^t^J  —  -7^?   för   x  =^  a  F  {x)   und 

tf;(x)=Oy  dagegen /(a:)  und  y  (x)  endlich  und  nicht  Null,  nimmt  also 
die  Differenz  für  x===  a  die  unbestimmte  Form  00  —  00  an ,  so  setze 

man  statt  derselben  zunächst -^^^"^-^^^  7  ^/^^  ^^""^^ 

F  (x)  -ip  {x) 

Fttr  x^==  a  nimmt  alsdann  dieser  Bruch  die  Form  -   an   nnd  es 

_  * 

kann  somit  der  wirkliche  Werth  der  fraglichen  Differenz  leicht  nach 
§.  54  bestimmt  werden. 


§.  58«    Bestlmmmig  der  Werthe  o\  (x%  1^  ^e, 

Nimmt  f(x)^'^  fUr  a?  —  a  eine  der  Formen  0" ,  00® ,  1*  u.  s.  W. 
äü,  so  bestimme  man  zunächst  den  Werth  von  (/*(a:)^<^*)  »=  F(x)  lf{x) 
ftlr  X  v=^  a.    Bezeichnen  wir  denselben  durch  u? ,  so  ist 

/(a:)^(*)  =  e«' ,  für  a;  =  a. 

Beispiele. 

1)  oc^  geht  für  a?  =  0  in  0®  über.     Da  nun  xlx  für  a?  =*  0  die  Form 

Ix 
0  .  oc  annimmt  und  man  dafür  nach  früherem ,  wenn  man  xlx  «*  --    setzt, 

X 

0  für  a:  =^  0  erhält,  so  ist  der  wirkliche  Werth  von  a^  für  a:  ==  0      ich 

Obigem  c®  «=  1. 

1 

2)  Day  =  a;^  für  a:  sss  oo   die    Form  00^  annimmt,    setze      lan 

&  =  —  ix,  so  wird  für  x  «—  oc,  ly  =  — .      Nach    §.  55  findet  maii     ber 
X  ^00 

dafür  0  als  wahren  Werth  und  man  hat  daher 

;^  «a  0  ,  also  y  =  (»ö  =  1 . 


luigaben  rar  Üebung.  X6ö 


3)  Für  a:  =■  1  geht  y  =  stf"^  überinl".  Manhataber  Zy= Ix 

fvir  x  =  1  gleich  -•  und  findet  somit  nach  §.  54  /y  =  1 ,  also  y  =  e. 


§.  59.    Angaben  zur  Uebuiifr. 


Aufl.    ^  =  -. 
2)  ?*^  für  «  =  0? 
Aufl.    I  —  1. 

'       co$x 1 

Auf  L     ?  ="  —  2. 

4)  ^-— ifarx-=l? 

Aufl.    ^  =  1. 

■^  »^(a:  —  7)8  —  1 

Aufl.    ^«|. 

6)?!:£.!^fürar-0? 

Aufl.    ^  =  1. 

7)  r^=-^ f&tx^a? 


ctgla 


ftir  a:  =  1? 


Aufl.     ^  —  L 


U* 
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^4  _  10^3  ■{,  243;»  +  82x  -  128  _ 

'    X*  —  15x»  +  Mx^  —  208x  -h  192   ""^  ^  "  *  '^ 

Aufl.     ^  =  6. 

(x  —  4)  (x  —  5) 
Aufl.     J  =— 1. 

\\\        ^^  ~  ^^^^  ~  ^^^^  —  15ar  —  4        .  _ 

Aufl.     -  =   -• 
0         8 

a:&  —  6a:*  +  14a:"^  —  16a:*^  -j-  9a:  —  2 
^^^  x^+~4i*"— ^6^3  +  44a-'2'^^^  fllr  x  =  1? 

Autl.         ^    =  ;,• 

0  9 


f-' 


13)  ja;  —  ^j  tgx  für  a*  « 

Aufl.     0.<x  =  —  h 

14)  /  (2  —  a:)  /^  -—  flir  X  =  1  ? 


j 

Aufl.     0.00  =  -. 

n 

nx  1 

Andflut.     Setae  ^    -    «= u.  i.  w. 

1  nx 

« 

TT   a: 
16)  Jtt'n  (a —  ^)  Hl  ~c%    ~~  ^^^  X  ^=^  al 

2a 
A  U  f  1.      0  .  oc  -a  — • 

n 

16)  CO/  (a:  —  a) für  x  =  aV 

^  ^         a: —  a 

Aufl.       OC  OC  a=a  0. 

<T0«  (jv  —  a) 

Andeut.     Setze  eot  (x  —  a)  =   -. — ;- ^  u.  s.  w. 

«w  (a?  —  a) 


17) tittr  X  =  a? 

a: —  a         l  (x  —  a-j-l) 

Aufl.      OC  ' —  x^  =  —      . 

•> 
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18)     1  +  -   ftira:  =  oo? 
Aufl.      l*=«e. 

Andeut    Nach  §    58   bilde   xlli  -| j.     bieeer  Werth  wird  für  x 

0  und  dessen  wirklicher  Werth  dafür  =  1  etp. 

20)  arcsinx  .  cotx  für  oj  =  0  ? 

Aufl.    0.00  =  1. 


oo  aber 


21 


)  -^—  Ue'—l)  fttr  X  =  öo? 

j:^+l 

Aufl.     0  ,  c»  =  1. 


22)  sm^  1(1  +e')iWrx  =  oc? 
Aufl.     0  .  oc  =  a. 

.    «    i  (l    +  *-e) 
A  n de  n  t  Schreibe  xnn  — 

X  X  ' 

f5r  jp  ==  oo :  .«J  «t«  —  =  a  und =»   i . 

X  X 


statt  des  gegebenen  Ausdrackes,  dann  wird 


23)  a;'"*""'ftra:  =  0? 

Aufl.      0»  =  / 
1 


24)  X«''-"  fllr  x  =  0  ? 
Aufl.    0«  =  «. 


1 


^^)  n-- 


i 

X 


ftirx  =  oo? 


Aufl.'  0«='^ 


26) 


hir-f' 


Anfl.    1"  = 


f11rx  =  0? 

( 

1    ■;■  ; 


X 


\lx 


,    fl1ra:=-^? 

Aufl.     1*  =«0=1. 


^ 


1 1.     Sctie  /y  =     — 


l  +  X 


1 


n.  s.  w 


^  ■•      —  — 
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Aufl.    !•==«", 
t 

29)  (H-a;y'fiara;=3  0c? 
Aufl.     Oü0  =  «. 

A  n  f  1.    oo  —  00  =  —  -J-. 

31)  l  _  _i_  für  a;  =  0? 
X        am  X 

Aufl.     00  —  00  ■«  0. 

32)  -  -  -^ ~  flJra?«=  0? 

a;        e^  —  x  —  1 

Aufl.     oo  —  oo  «=  |. 

33)  — ^-,  -  — ?_  ftr  cp  «  1? 

A  U  f  1.     oo  —  oo  Ä»  —  |. 

34)  Es  sei  {y  —  ax)  {y  —  hx)  —  h  {ay  +  fix)*  =  0;    man  soll 
—  für  a;  =  0 ,  y  «=  0  bestimmen. 

Aufl.    :^-=:aoder^  =  ft. 

Andent.     M,.,  findet  ^  -^  ^  (y  -  ^^)   +  ^   Cy  -  ^)   +   4^/?  («y  +  fo)» 

<te  2y  —  (a  +  4)  o;  --  4aÄ  (ay  +  /8r)3 

Da  dieser  Bruch  för  a:  «  0  ,  y  «  0  die  Form  ^  annimmt,  so  bilde  man  durch  Dif- 
ferentiation 

und  MtM  hierin  x  •=.  0  ,  y  =  0.    Ihn  findet  dann 

und  hieraus     -—  sas  a  oder  b. 
dx 

X  —  a 

Aufl.     l=f'{a). 


Aufgaben  zur  Uebuog.  |g7 

36)  /(^)-/(;)-(^ -«)/'(«)  fur  .  =  a? 

(X  —  ay 
Ann.     ^  =!/"(«) 

37)  fix)  _/(«)-  (x  -  «)  /'  («)  -  ^-f-^^f"  («) 

^  •  ^ für  «  =  a? 

{x  —  a)' 
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Maxima  und  IffiTiiTTia  der  Functionen. 

§.  60.    Eriiläning*. 

1)  Man  sagt  die  Function /(a;)  sei  itlr  denWerth  a?^  ^iö„  .        ' 

wenn  man  eine  positive  Grösse  s  (die  beliebig  klein  sein  kann)  anzu- 
geben vermag,  so  dass  tUr  jeden  zwischen  —  s  und  +  e  liegenden 

beliebigen  Werth  h ,  die  Differenz  /  (a?  +  ä)  —  /  (x)       .^     ausfällt. 

2)  Ist  y==f{x)  eine  stetige  Function  und  wird  deren  Verlauf 
durch  eine  Curve  veranschaulicht  (§.  3),  so  erkennt  man  sofort,  dass 
ausgezeichnete  Werthe  (Maxima  und  Minima)  nur  für  solche 
Werthe  von  x  der  Function  entsprechen ,  für  welche  die  betreffende 
Curvenordinate  vom  Wachsen  in's  Abnehmen  oder  umgekehrt  tiber- 
geht. Da  nach  §.  7,  10.  die  Function/  {x)  wächst  oder  abnimmt,  je 
nachdem/'  {x)  positiv  oder  negativ  ausfällt,  so  geben  die  Ordinaten 
nur  für  solche  Curvenpuncte  ausgezeichnete  Werthe  an ,  für  welche 
/'  {x)  sein  Zeichen  ändert.  Für  ein  stetiges  /'  {x)  ist  dieses  aber  nach 
§.  3.  3.  nur  dann  möglich,  wenn  für  den  betreffenden  Werth  von  x,  die 
Function  /'  {x)  =  0  wird,  d.  h.  wenn  die  entsprechende  Tangente 
parallel  zur  Abscissenachse  ist.  Je  nachdem  die  Curve  an  dieser  Stelle 
vom  Steigen  in's  Abnehmen  oder  vom  Abnehmen  in's  Steigen  tiberg  it, 
bezeichnet  dieselbe  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  der  Funci    n. 

Ausgezeichnete  Werthe  der  Function  /  (x)  sind  also  nur  ftir  so  le 

Werthe  von  x  möglich ,  für  welche  /'  {x)  =  0  oder  discontinuii  h 

wird,  worin  der  Fall,  dass  /*  (x)  =«  oo  ausfällt,  mit  inbegriffen  t 

Die  Fälle ,  wo  /'  (x)  discontinuirlich  wird ,  müssen  für  jede  Aufg.  le 
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besonderB  behandelt  werden  und  finden  darum  im  Nachfolgenden  nur 
ansnahmsweise  Berücksichtigung. 

Fig-  16.  Ist  /'  (x)  =  0  also  die  Tangente  parallel 

mit  der  Abscissenachse ,  so  findet  aber  nicht 
_      nothwendig  ein  Maximum  oder  Minimum  Statt; 
I  wie  solches  aus  Fig.  16  hervorgeht. 

i Entsprechen  nun  z.  B.  die  Punkte  Ä,  B,  C,  D 


Fig.  17. 


(Fig.  17)  der  Curve  MN  denAbscissen  a,  6,  c,  rf,  so  sind/(a)  und/(c) 

Maxima,  dagegen/ (5)  nnd/id)  Minima 
der  Function  /  (x). 

3)  Zu  demselben  Resultate  gelangt  man 
auch  auf  folgende  Weise: 
,    y  Sieht  man   /'  (x)  als  Geschwindigkeit, 

)f      f(x)  als  den  Weg  an  (§.  7),  so  finden  ausge- 
zeichnete Werthe  an  den  Stellen  statt ,  wo  der 
1       sich    bewegende  Punct  umkehrt,  bei    einer 


i)r 


i  stetigen  Bewegung  also  die  Geschwindigkeit 
/'  (x)  =r  0  ist  und  zwar  bezeichnet  diese  Stelle  ein  Maximum  oder 
Mmfanum,  je  nachdem  die  Geschwindigkeit  vom  Positiven  in's  Negative 
oder  umgekehrt  übergeht,  je  nachdem  also  die  Beschleunigung/"  (x) 
an  dieser  Stelle  positiv  oder  negativ  ist  (§.  35). 

A  nm  e r  k.     Wird  /(;!;)*■  ex;  d. h.  ist  an  einer  bestimmten  SteUe  die  Tangente 
wnkrecbt  snr  Absoissenaehse ,  so  findet  daselbst  nicht  nothwendig  ein  Maximum  oder 
Minimum  Statt,  wie  solches  die  Fig.  18,  19  und  20  veranschaulichen. 
Fig.  18. 
Y  Fig.  19. 

Fig.  20. 


Fig.  21. 


Y 

I 


Fig.  22. 


-     Zur  Erlluterang  dieses  Falles  dienen  die  Fig«  21  und  22. 


Dem  durch  Fig.  18 
reprasentirten  Falle  entspricht 
weder  ein  Maximum  noch 
ein  Minimum,  Fig.  19  liefert 
ein  Minimum,  Fig.  20  dagegen 
ein  Maximum. 

Nehmen  wir  an,  es  sei 
/(ar)f stetig  /'  {z)  aber  un- 
stet^ig,  so  kann  ein  Maxi- 
mum oder  ein  Minimum  an 
der  betreffenden  Stelle  Statt 


I  •   •   ( 


•i'.' 


^  ■  ^'. 
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Sind  /  (x)  und  /'  (x)  gleichseitig  unstetig ,  so  entsprechen  dem  /'  (x)  naeb 
§.  7,  II  an  der  betreffenden  Stelle  drei  Werthe ,  von  welchen  der  eine  unendlich  ist 
Die  Bedingungen  für  Maxima  und  Minima   ergeben   sich   leicht  aus  der  Anachauung 


de 

r  Kg.  23, 

,  24  und  25. 

Fig.  23. 
A 

Kg.  24. 

Kg.  25. 

U:. 

•-          IL 

tr. 

»:■ 

f   ■ 

• 

0 

V 

1 
! 

A 

1 

/" 

• 

Der  Punct  A  repräsentirt  in   Kg.   23   ein  Maximum,   in  Kg.  24  ein  Minimum, 
in  Kg.  25  erkennen  wir  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum. 


§.61.    Bestinunniii;  der  ausiir^eichneteii  Werthe  entwickelter 
Functionen  ¥on  einer  nnabliSng:i|?  Yeränderüclien. 

1)  Um  eine  allgemeine  Regel  ausfindig  zu  machen  ^  nach  welcher 
sich  auf  das  Vorhandensein  ausgezeichneter  Werthe  einer  ent- 
wickelten Function  von  einer  unabhängig  Veränderlichen  schliessen 
lässt  und  nach  welcher  die  Bestimmung  derselben  vorgenommen  wer- 
den kann,  sei  f(a)  ein  Maximum  oder  Minimum  der  Funetioa 
/  (ar),  so  folgt  nach  der  Taylor'schen  Seihe: 

/(«  +  h)  =f(a)  +  Ä/'  (a)  +  ^/"  (a)  +  .  .  +  ^  /(«>  (a)  +  Ä.. 

wo  f ,  f  f  /", .  .  in  der  Nähe  des  ausgezeichneten  Werthes  stetig  vor- 
ausgesetzt werden  *) ,  dass  /'  (a)  ==  0  sein  muss.  Denn  wäre  /'  (a> 
von  Null  verschieden,  so  könnte  man  nach  §.  4, 11.  jedenfalls  h  sa 
klein  wählen,  dass  das  Zeichen  der  DiflFerenz  /  (a  +  /<)  —  /  (a)  mit 
dem  von  hf*  (a)  tibereinstimmt.  Würde  daher  flir  ein  positives  h 
der  Werth  von  /  (a  +  ä)  —  /  (a)  positiv  oder  negativ ,  so  mtisste 
für  ein  negatives  h  bezüglich  /  (a  +  ä)  —  /  (a)  negativ  oder  positiv 
werden  und  es  könnte  somit/  (a)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Mini- 
mum sein ,  weil  nicht  alle  Nachbarwerthe  zugleich  kleiner  oder  grösser 
als  /  (a)  ausfallen  würden. 

Damit  der  Function  f{x)  für  o:  =  a  ein  ausgezeichneter  W<      i 
entsprecTie,  muss  daher  nothwendig  diQ  Bedingung  /'  (a)  =  o 
füllt  sein. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  seien  die  (n  —  1)  ersten  Different 


*)  Die  Fälle  der  OiBContinoität  müssen,  wie  schon  bemerkt  wurde,  immer  M 
ders  betrachtet  werden. 
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quotienten  für  ar=.  a  Null,  al8o/(«)(a:)  der  erste  nicht  Null  werdende 
Differentialquotient;  so  hat  man : 

Da  man  nun  wieder  h  so  klein  wählen  kann ,  dass  das  Zeichen 

^(mf{a+h)  ~f{a)  mit  dem  des  Ausdruckes  -^ /(")(«)  übereinstimmt, 

80  ist  bei  einem  geraden  n  die  Function /(a?)  ftira?=aeinMaximum 
oder  Minimum,  je  nachdem /^"^  (a)  negativ  oder  positiv  wird; 
bei  einem  ungeraden  n  dagegen  entspricht  derselben  weder  ein 

Maximum  noch  ein  Minimum,  weil  sich  das  Zeichen  von  -ä/^"K^)  ^^^ 

dem  von  h  ändert,  also  die  DifTerenzen  /  (a  +  Ä)  — f{a)  und 
/{a  —  h)—/  (a)  verschiedene  Zeichen  haben. 

2)  Um  dasMaximum  maximorum  oderdasMinimum  mini- 
morum  d.  h.  den  Werth  einer  Function  zu  bestimmen,  der  von  allen 
Werihen,  welche  die  Function  zwischen  bestimmten  Grenzen  a  und  b 
annimmt,  bezüglich  der  grösste  oder  kleinste  ist,  berttcksichtige  man, 
da8S/(a:)  wächst  oder  abnimmt  je  nachdem /' (a?)  positiv  oder  negativ 
wird.  Man  suche  daher  zunächst  diejenigen  Werthe  von  x,  für  welche 
dieFunction/(a:)  vom  Wachsen  in's  Abnehmen  oder  umgekehrt  tibergeht. 
Liefem  die  Werthe  x^  ,  X2 ,  x^ ,  •  -  -  die  Maxima  y\  f  y^  i  y^ ,  -  - '  so  ist 
der  grösste  dieser  Werthe  das  Maximum  maximorum  und  erhält  man 
ftr  $]  ,  £2 ,  $3 , .  . .  die  Minima  ^1  ^  ^2  /  %  '  -  *  - '  so  ist  der  kleinste 
unter  diesen  Werthen  das  gesuchte  Minimum  minimorum  der  betrefien- 
den  Function. 

Bleibt  /'  (a?)  endlich  und  von  einerlei  Zeichen  innerhalb  der 
Grenzen  a;  =  a  bis  a?  =  ft ,  so  liefern  /  (a)  und  /  (6)  die  Werthe  des 
Iffaximum  maximorum  und  Minimum  minimorum. 

Beispiele. 

1)  Man  soll  untersuchen,  für  welche  Werthe  von  x 

y  =  5a;2  ^  3a;  _  2 
aasgezeichnete  Werthe  annimmt. 

n  f  1.     Wir  haben  zunächst  nach  Obigem : 

^  =  lOa?  —  3 
ax 

\        '-  der  Gleichung  10a:  —  3  =  0 

i  ort  a;=-. 

*^un  -T-^  =   10  ist,     daher    für    jeden    Werth    von   a;,    also 
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auch  für  x  ==  -—  positiv  ausfallt,  so  wird  y  für  diesen  Werth  von  x  ein 

49  9 

Minimum  und  gleich  —  ;rx  ■=  —  2  -  .• 

*  20  20 

2)  Man  soll  in  der  Gleichung 

y  eas  a?*  —  2x^  —  ix  -^  S 
diejenigen  Werthe  von  x  bestimmen,  für  welche  y  ausgezeichnete  Werthe 
annimmt. 

Aufl.     Da    ^=*3a:2  — 4a?  — 4,  ^  =  6a?— 4, 

cur  dx* 

aus  der  Gleichung  Sa:^  —  4a?  —  4  =  0 

sich  aber  die  Werthe  2  und  —  \  für  x  ergeben  und  durch  Einführung  dcr- 

selben  der  Werth  von  —  ^  bezüglich  in  8  und  —  8  übergeht,  so  wird  y 

für  a:  =  2  ein  Minimum  und  =  —  5, 
für  X  =  —  y  ein  Maximum  und  =  44^^. 

3)  Es  soll  untersucht  werden,  für  welche  Werthe  von  x  die  Function 

y  =-  12a?^  —  15a?*  —  40x3  ^  gQ 
ausgezeichnete  Werthe  annimmt. 

Aufl.     Aus     ^^  =  60  (a:*  —  a:3  —  2x2)  =  0 

aa? 

folgt  X  =  —  1  ,a:  =  2,a?  =  0,a:  =  0. 

Da  nun  ^^  =  ^^  (^^^  "  ^^^  —  ^^) 

für  a?  =  —  1  negativ  und  für  a?  =  2  positiv  ausfällt,  so  ist  y  für  a:  =  —  1 
ein  Maximum  und  für  a?  =  2  ein  Minimum.      Für  a?  =t=  0  wird  auch 

T  2  '^  ^'     bestimmt  man  darum  - -^  =  60  (12a?^  —  6ar  —  4)  und  setzt 

hierin  a?  =  0 ,  so  ergibt  sich  daraus ,  dass  für  x  »=  0  der  Function  y  weder 

ein  Maximum  noch  ein  Minimum  entspricht,  indem  -7^  dafür  nicht  ver- 

3chwindet. 

4)  Eine  Zahl  a  in  zwei  Theile  so  zu  zerlegen ,  dass  das  Product  der- 
selben das  grösstmögliche  wird. 

Aufl.     Bezeichnet  x  den  einen,  also  a  —  x  den  anderen  Factor,  so 
folgt  aus 

y    ^=^  X  {a  —  x^^  ax  —  x^ 

dx 

ci  d^u 

Setzt  man  nun  a  —  2x  =  0 ,  also  x  =     ,  so  bleibt  dafür  --—  nege 

2  dx^ 

und  somit  ist  ^  f^  x  =        ein  Maximum.     Beide   Factoren  sind  da^     ' 
—  und  das  grösste  Product  ist  somit  y  =  j- 
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5)  In  ein  Dreieck  ABC  (Fig.  26)  das  grösstmögliche  Rechteck  so  ein- 
zuzeichnen, dass  eine  Seite  desselben  mit  einer  Dreieckseite  AC  zusam- 
menflOlt. 

Aufl.     Zieht  man  die  zu  AG  ^=  g  gehörige  Höhe  BD  =  k  und  be- 
zeichnet durch  X  und  y  bezüglich  die  Seiten  EF 
^s-  26.  m^^  pQ  des  zu  suchenden  Rechteckes,  so  folgt  aus 

ji  der  Proportion 

A  ACiBD  =  HQiBJ 

oder  g  '.  k=a  X  i  h  —  y 

4 ^fr  sofort:  X  =  g  — - 

>^  Hiernach  wird  der  Inhalt  des  Rechteckes 

und  ist  somit,   wie   man  auf  die  bekannte  Art 

h  n 

findet,  ein  Maximum,  wenn^  <=  -^  also  x  =^  ~  ist. 

iih 

In  diesem  Falle  aber  ist  der  Inhalt  des  Rechteckes  »»  --  oder  gleich 
dem  halben  Inhalte  des  Dreiecks  ABC. 

6)  £inen  geraden  Kreiskegel  von  gegebenem  Kubikinhalte  K  so  zu 
eonstruiren ,  dass  dessen  Mantel  M  ein  Minimum  wird. 

A  uf  1.  Bezeichnet  x  den  Radius  der  Basis,  y  die  Höhe  des  Kegels ,  so 
folgt  aus 

nxhf        „  ZK 

oder,  wenn  man  der  Kürze  halber 

ZK  m 

—  =  m  setzt,  y  =^     9 

hiemach  wird  der  Mantel 


M 


=  TTar  /  j:^  +  y2  =  TT    1/  -^^  -f-  "2 ' 


dM  2x^  —  m^x-^ 

Atta  -—  s=3  TT  _     _■  r=^_ —  =r  0 


K' 


x^ 


x^  =-     - 


-z-j  für  diesen  Werth  von  x  positiv  ausfällt ,  so  wird  für 


\/t  =  W' 
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der  Mantel  M  ein  Min  im  am.     Für  die  entsprechende  Höhe  findet  mall 
hiernach 

8    .  » 


6^ 
n 


7)  Aas  einem  cylindrischen  Baumstamme  vom  Durchmesser  ^  in  Be- 
zug auf  relative  Festigkeit  den  stärksten  parallel -epipedischen  Balken  ra 
schlagen. 

AufL  Bezeichnet  h  die  Breite,  h  die  Höhe  des  Querschnittes  des  Bal- 
kens y  so  ist  nach  statischen  Gesetzen  die  relative  Festigkeit  F  proportional 
dem  Producte  hh?'  und  es  muss  somit  hh^,  oder  da  ä*  =  d^  —  5*  ist, 

ein  Maximum  werden. 

«=  0  folgt  aber  Ifl  =«  — ,  also  ä*  «•  -— .  Da 

negativ  ausfällt,  so  ist  also  die  Festigkeit  ein 


Maximum,  wenn  ä  =  z- 1^3  und  h 


ist,  oder  wenn  sich  verhält:  6  :  A  «»  1  :  )^2. 

Anm^rk.  Hierauf  gründet  sich  folgende  Construetion 
des  Querechnittes :  Man  theile  den  Durchmeeser  AB 
(Fig.  27)  in  3  gleiche  Theile ,  errichte  in  den  Theilponk- 
ten  C  und  B  die  Perpendikel  FC  und  GD,  so  bestim* 
men  diese  den  terlangten  Querschnitt  AOiF;  denn  es 
verhält  sich 

8)  Das  Licht  geht  von  einem  Punkte  Pj  (Fig.  28)  aus  einem  Medium 
M^  nach  einem  Punkte  P2  ^^  einem  anderen  Medium  M2.   Seine  Geschwin- 


Fig.  28. 


digkeit  in  i/J  sei  Cf  ,  in  i/j  •»>  e^.  Man 
soll  bestimmen,  nach  weldhem  Gesetee 
die  Bewegung  von  Pj  nach  P^  erfolgt, 
wenn  der  Weg  in  kürzester  Zeit  zurück« 
gelegt  wird. 

Aufl.  Nach  den  Bewegungsgesetzen 
muss,  wenn  man  P^i4  durch  r^,  AP^ 
durch  r<2  bezeichnet ,  die  Zeit 


ein  Minimum  sein. 

Denkt  man  sich  nun  die  !^erpendi 
p^B  ^^a  und  P^C  =^  h  auf  die  Trennungsfläche  der  zwei  Mittel  gezog 
BC  =  m  ,  AB  =as  X  gesetzt ,  so  hat  man 


f 
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4Z_    1  dr^  1   dr^ 

dx         c^  dx  c^dx 

oder  da  r^'  =  a^  +  ^^  ;  ^2^  =  ft^  +  (w  —  a:)^ 


also 


aach 


dr^  X   ^  dr^        —  (jn  —  x) 

dx  r^  ^  dx  r^ 

dZ         x  m  —  X 


dx        c^r^  c^r^ 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  Null,  so  folgt 

1      X         Im  —  X 


• 


C,         Tj  Cj  ^2 

oder  c^  i  c^^ss  sin  s^  :  sin  b^ 

wodurch  das  bekannte  Brechungsgesetz  ausgedrückt  ist. 

Anmerk.    Es    bedarf  wolü    in  Torliegendem   Falle    keiner  besonderen   Unter- 
suchung, dass  unter  dieser  Voraussetzung  Z  nur  ein  Minimum  sein  kann. 

9)  In  wie  viel  gleiche  Theile  muss  die  Zahl  a  getheilt  werden ,  damit 
das  Froduct  der  Theile  ein  grösstes  wird? 

Aufl.     Setzen  wir  die  Anzahl  der  Theile  «■  «;,  so  muss 


m^"^ 


\x\ 


um  Uaxiinum  Werden.     Man  hat  nun 

ly  9m  X  {la  —  Ix) 

L^^la—i—he («) 

y  dx 

und  aus  la  —  1  —  Zcc  —  0 

folgt  te  —  to  —  1  —  /a  —  fc  =»  /  " 

e 

oder  37  a»  __. 

e 

Um  zu  zeigen,  dass  für  diesen  Werth  von  x  wirklich  y  ein  Maximum 
wird,  entwickeln  wir  aus  (a) 

»d  Ue»,»       fe  =  (i.  -  1  -  fc)  #  W-  W".  '^. 

acc'         ^  ^  dx  \x]        \x]     X 

faV    1 
""    •  ~> 
XI        X 


m  darin  a;  «•  —  einführt, e« ,  also  für  -~  ein  negatives  Re-  ■ 

e  a  dx*" 


Jomitwird  w  für  a:=  -  ein  Maximum. 

e 


Man  soll  y  =  (x  —  o)^  +  6   zu  einem  ausgezeichneten  Werthe 
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c?V         4  1 

Aufl.     Man  findet  -/-  =  ^ 

dx        5 


du 
Hier  wird  ~-  f ür  a: »  fl  un- 
dx 


endlich  und  diesem  Werthe  von  x  entspricht  ein  Minimum  der  Function, 
wie  man  unmittelbar  einsieht ,  wenn  man  für  x  den  Werth  a  j^h  einführt 


§.  62.    Aii^ben  zur  Uebmif  • 

1)  Für  welche  Werthe  von  x  wird  y  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum ^  wenn  gegeben  ist: 

a)  y  =  4x*  —  36x3  -f  27x^  —  72«  +  21 
6)  y  =  X*  +  6x»  —  bx^  —  42ar  +  53 

c)  y  =  x^  —  10a?3  +  88a:*  —  40x  +  23 

d)  y  =:  x»  +  2ar*  —  39a?  +  60 

i 

e)  y^x  . 

Auflösungen. 

1  d 

a)ftira?=      und  4  Minima,   für  a:  =  -  ein  Maximum , 

h)    „  a:  =  —  -  ein  Maxim.',  Air  x  =  —  ^  jh  -  )^37  ein  Minim. 

c)  „  X  =  -   ein  Maximum ,  für  a:  =  1  und  4  Minima, 

d)  ,^  X  = ^  ein  Maximum ,  fUr  x  s»  3  ein  Minimum, 

3 

e)  yy  X  =  e  ein  Maximum. 

2)  In  ein  Dreieck  ABC  (Fig.  29)  das  grösstmögliche  Parallelo- 

Fig.  29.  gramm  so  einzuzeichnen,    dass    dasselbe 

B  einen  Winkel  C  mit  dem  Dreiecke  gemein- 

schaftlich hat. 

Aufl.     CB^  =\AC,CA^=iBC. 

Anden  t    y  :  AC^  x  ^  BC  -.  AC 

SC 

Nun  musB  zy  ein  Maidmnm  werden. 

3)  Man  soll  x  so  bestimmen ,  dass 

y  =  (a,  —  x)^  +  (oj  —  x)2  +  («3  —  a:)2  +  .  .  .  4-  (on  —  x)^ 

ein  Minimum  wird. 

Aufl.     ^_«i  -(-«2  +  ^.+  -MjhfL« 

n 
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4)  Man  soll  eine  Zahl  a  so  in  zwei  Theile  theilen ,  dass  das  Pro- 

dnet  a^  {a  —  xY  ein  Maximum  ist. 

.    -i  fna        '  na 

Auf  i.  X  ==  ; —  ,  a  —  X  =  — r — 

m  -f-  n  m  +  n 

also  X  :  a  —  or  =  wi  :  n. 

5)  Aus  zwei  gegebenen  Seiten  a  und  b  das  Dreieck  vom  grösst- 
möglichen  Inhalte  zu  construiren. 

I        Aufl.    Die  zwei  Seiten  sehliessen  einen  rechten  Winkel  ein. 

Andeat    y  =  .    «tn  ^  muss  ein  Maximnm  werden. 

i 

6)  Welches  ist  unter  allen  Rechtecken -von  gegebenem  Inhalte  / 
dasjenige ,  das  den  kleinsten  Umfang  hat  ? 

AufL    Das  Quadrat. 

Andent.    Der  Umfang  =  2  {x  -{-  y)  =  2  \x  -\-  —\  muss   ein  Minimum  sein. 

7)  Von  einem  Dreiecke  ABC  (Fig.  29)  kennt  man  AC=b  und 
4  ^}  nian  soll  daraus  ein  Dreieck  so  construiren,  dass  die  Summe 
der  beiden  andern  Seiten  ein  Maximum  wird. 

Aufl.    Die  beiden  Seiten  werden  gleich. 

Andent.     ö  :  x  ^^  ainS  :  sinC  und  ö  :  y  =^  ainB  :  sinA,  also 

*  +  y  *=  -  :    I,  ("■«  -^  +  «♦»  O. 
'  ttnB 

£•  mnn  daher  »inA  -{-  Bin  (\S0  —  B  —  A)  ein  Maximum  werden. 

8)  lieber  eine  Strecke  ^  als  Grundlinie  dasjenige  Dreieck  von  ge- 
gebenem Umfange  2U  zu  zeichnen ,  welches  den  grössten  Inhalt  hat. 

Aufl.    Das  Dreieck  ist  gleichschenklig  und  dessen  Schenkel 
2 

Anden  t.    Eine  der  beiden  unbekannten  Seiten  sei  ^,  so  muss  der  Inhalt 

y^üJU  -  ff)   (^iT-^-^if^T:^!.  ü) 
«1  Maximum  werden. 

9)  In  ein  gegebenes  Quadrat  a^  ein  anderes  vom  kleinsten  In- 
halt' ~o  einzuzeichnen,  dass  dessen  Eckpunkte  in  die  Seiten  des 

...    Die  Halbirungspunkte  der  Seiten  bestimmen  die  Eck- 
pun      leg  eingeschriebenen  Quadrates. 

ut.     Ist  X  die  Entfernung  sweier  zunächst  liegenden  Ecken  beider  Figuren, 

4  (ö  — *•  x)  X 
»  ■         ^f  Inhalt  des  eingeschriebenen  Quadrates  a* s ®*n     Minimum 

veiti 

8  "•"  und  Int-Rechnang.  12 
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10)  Eine  Gerade  MN  (Fig.  30)  nnd  zwei  Punkte  A  und  B  sind  ge- 
*''ß-  3ö-  geben.    Man  soll  in  jener  einen  Punkt 

P  so  bestimmen,    dass    die    Summe 
AP  4-  BP  ein  Minimum  wird. 

A  u  f  1.    Es  muss  ^  APM=  2^.  BPl^ 
^  sein. 

Andevt.      Ist    CB  =  e,    so    muss    y  —  /a«  +  x^  +  j/Ä«^+  (<:  —  x)*  ein 
Minimum  sein.     Aus 

rfy         X         c  —  X 

dx         m  7h 

folgt ,  dass  A  APC  co  A  BPI)  etc. 


0 


Fig.  31. 


11)  Ein  rechter  Winkel  ABU  (Fig.  31)  und  innerhalb  desselben 

ein  Punkt  P  durch  die  Coordinaten  a  und  h 
sind  gegeben.  Man  soll  durch  diesen  die 
kürzeste  Strecke  zwischen  den  Winkel- 
Schenkeln  ziehen. 

Aufl.    DC  =  x:=:y^ah\ 

Andeut.     AE  :  a  =^  b  :  x  ,  AE- 


ab 

X 


AC  =-.  AP  +  PC  --  |/^  +  ««  +  /*•  +  x^ 


Fig.  32. 


muss  ein  Minimum  werden. 

12)  Auf  dem  Schenkel  BC  (Fig.  32)  des  rechten  Winkels  ABC 

sind  zwei  Punkte  Py  und  P^  durch  die  Ent- 
fernungen P^B=^a  ,  P^B=b  gegeben.  Man 
soll  in  dem  anderen  Schenkel  BA  einen 
dritten  Punkt  P  so  angeben,  dass  ^P^PR^ 
ein  Maximum  wird. 

Aufl.    BP  =  x  =  y^ab. 

a          b 
Andeut.  tgPiPPt^igiPiPB-^PiPB)^^ 

2  T  muss  ein  Maximum  werden. 

13)  Welches  ist  das  grösste Rechteck,  das  sich  in  einen  geget     en 
Kreis  zeichnen  lässt? 

Au f  1.    Das  eingeschriebene  Quadrat. 

Andeut.     Sind   x  und   y  die^eiden    Seiten    des  Rechteckes,  d  der  Durchr      ler 
des  Kreises,  so  muss  xy  =^  x  j/cf*  —  x^  ein  Maximum  werden. 

14)  Einen  gegebenen  Winkel  in  einen  Kreis  so  als  PeripL    ie- 
Winkel  einzutragen,  dass  das  von  seinen  Schenkeln  und  dem  dazwis-    mi 


Aufgaben  zur  Üebnng. 
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liegenden  Bogen  begrenzte  Kreisstttck  ein  Maximum  wird.    Wie  ist 
der  Winkel  einzutragen? 

Aufl.  So,  dass  der  zum  Scheitel  gehörige  Halbmesser  den  Winkel 
halbirt. 

Andent.  Da  die  dem  Winkel  entsprechende  Sehne  und  der  zugehörige  Bogen  fQr  jede 
Lage  des  Feripheriewinkels  constant  bleiben ,  so  wird  der  Inhalt  des  Kreisstückes  ein 
Maximnin,  wenn  das  über  der  Sehne  gezeichnete  Dreieck  ein  Maximum  ist  n.  s.  w.nach  Anfg.  7 

15)  Ein  gleichseitiges  Dreieck  ABC  (Fig.  33),  dessen  Seite  =  a, 
ist  gegeben.  Man  soll  von  den  Ecken 
desselben  in  nebenverzeichneter  Weise 
drei  congruente  gleichschenklige  Vier- 
ecke so  abschneiden,  dass  der  übrig- 
bleibende Theü  das  Netz  des  grösst- 
möglichen  Prisma  bildet. 


Aufl.     a:  = 


a 


Andent.    ^""-^^  \Z 

4 

inhalt  y,   folglich  mnss   x  {a  - 

warn  werden. 


2x)'  ein  Mazi- 


1 6)  In  der  Peripherie  eines  Kreises  vom  Radius  r  ist  ein  Punkt  P 
(Fig.  34)  gegeben;    man   soll   parallel    zur  Pig-  34. 

Tangente  dieses  Punktes  eine  Sehne  AB  so        P 

ziehen,  dass  das  APAB  ein  Maximum  wird. 


Aufl.     CD  =  ~  ;  APAB  =  ^  1^3. 

2  8 


Andent.     y  ==  j/a:(2r— a:)  ;  A^5P=  y  (2r  — ar)        A 


=>  (2r  — ar)  j/ar(2r--a:) 
iDas8  ein  Maximum  werden. 


17)  Die  Grundlinie  AB  (Fig.  35)  eines  Dreieckes  ABC  sei  g,  die 
•  zagehörige  Höhe  CM  =  h.    Man  soll  in 
dieses  Dreieck  das  grösstmögliche  Dreieck 
DFG  so  einzeichnen,  dass  DF HAB  wird. 
Wie  gross  wird  CH? 


f  1.     CII  =  X 


h""-!: 


ADFG==- 


8' 


lent.     h'.g=~x\DF\J)F  = 


gx 
h' 


gx 
ih 


{h  —  x)  soll  ein  Maximum  werden. 
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■ 

1 8)  Einen  Kegel  von  gegebenem  Kubikinhalte  K  zu  constnüren, 
dessen  Oberfläche  ein  Minimum  wird. 

Aufl.    Halbmesser  der  Basis  =  l/-^— 2»  Höhe  =  2  1/— t* 

Andent.     Der  Basis  Halbmesser  sei  x,  die  Höhe  y,  so  mass 
ein  Minimum  werden.     Aus  -~-  ==  K  erhält  man  y  u.  s.  w. 

19)  Ein  Kreis  vom  Radius  r  ist  gegeben.  Man  soll  in  demselben 
denjenigen  Sektor  bestimmen,  welcher,  als  Kegelmantel  betrachtet, 
den  grössten  Kegel  abgibt. 

Aufl.     Centriwinkel  x  =  120  |^6  =  293«  56'19". 


Andeut.     Bezeichnet  b  den  Bogen  des  Sektors,  so  ist  der  Kubikinhalt  des  Kegels 

X  ^   yro  X  den 


Jf=--(-— I    l^r*  —  („-I    oder  wenn  man  den  Werth  von  b 
3    \ln}    ^  \2n) 


3     360«        V    '  360« 


360 
dem  Bogen  b  entsprechenden  Centriwinkel  bezeichnet,  einführt  und  reducirt 

y  360 

Man  findet  aber,  dass  a^*  1/  l  —  ^r^  ein  Maximum  wird  für 

X  «  120y6  =  2930  66'  19". 

20)  In  einem  geraden  Kreiskegel,  dessen  Radius  ==  r  und  dessen 
Höhe  =  Ä  ist,  den  grössten  Cy linder  zu  construiren. 

h  2r 

Aufl.    [Höhe  x  =  - ,  Radius  y  =  -- 

Andeut.     r:y  =  A:A  —  ar,ya=s .     Inhalt  =  ny^x  '■ 

=  jm:  ,  —  (Ä  —  ar)'  muss  ein  Maximum  werden. 

21)  Ein  oben  offenes  cylindrisches  Gefäss  von  gegebenem  Inhalte 

K  so  zu  construiren,  dass  dessen  Oberfläche  ein  Minimum  wird.  * 


Aufl.  Halbmesser  SS  Höhe 


K^- 


Andeut.     Bezeichnet  x  den  Halbmesser,  y  die  Höhe,  so  muss 

fufl  -}-  2itxy  ai«=  nx*  -j-  2«  a:  — =- 


man  y 


VI 


^  j/f  »"«i '" 


ein  Minimum  sein«    Man  findet  dafür  x  ^=  1/—  nnd  in  ]u;V  ^='  ^  eingeführt,  er 


22)  Ein  Körper  vom  Gewichte  Q  liegt  auf  horizontaler  Unterlag 
Unter  welchem  Winkel  x  muss  eine  Zugkraft  auf  denselben  einwirke 


Aufgaben  zur  üebnng. 
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damit  diese  ein  Minimum  wird  und  wie  gross  ist  sie,  wenn  man  den 
Reibongscoefficienten  durch  fi  bezeichnet  ? 


Aufl.   tgx=ti]y^ 


Vi  +  ^''' 


Andeut.     Aus  der  Gleichung 

y  eo8x  ^^  /i  (Q  —  y  ainx) 

uQ 

folgt,  dass  y  =  r : —  «in  Minimum   werden   »olL    Für  tax  =  u  ist  dieses 

oosx  -j-  finnx 

der  Fall.    Dann  hat  man 


eosx  = 
und  y  ist  nun  leicht  zu  finden. 


l 


j/l  +^^ 


stnx  BS 


j/l  +fi^ 


23)  Wie  hoch  muss  ein  Licht  B  (Fig.  36)  über  die  Horizontalebene 
40  gestellt  werden,  damit  die  Lichtstärke  Fig-  36. 

bei  C  ein  Maximum  wird,  wenn  AC  ^=  a  * 

gegeben  ist  ? 


a 


Aufl.     AB  =  x=  -^2  =  0,707a. 


sü 


Andeut  Die  Lichtstärke  ist  bekanntlich  direct  proportional  dem  Sinus  des 
Neigungswinkels  und  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  Ton  der 
Lichtquelle.     Man  hat  daher 

Zsina         Lx  Lx 

Dieser  Ausdruck   wird  ein  Maximum^   wenn  2;*  s=    -  ist  etc. 

2 

24)  Welchen  Weg  muss  das  Licht  einschlagen ,  wenn  es  von  A 
(Fig.  3?)  nach  dem  Spiegel  CD  und  von  Fig.  37. 

bier  nach  B  gelangen  soll? 

AufL  So,  dass  2^  APC  =  2^  BPD 
wird. 


An  deut.    Der  Weg  y  «=  AF  -\-  FB  muss  ein 
Minimam  werden.    Vergl.  Aufg.  10. 

M-^      3t:         f e-x:   i    ^ 

25)  Man  soll  die  Bedingung  bestimmen ,  unter  welcher  die  Ablen- 


kimg eines  auf  ein  dreiseitiges 
Prisma  fallenden  Lichtstrahles 
ein  Minimum  wird. 

'     (Fig,  38)  X  =  y.- 


cut.      Kach   einem   bekannten 
P  -sehen    Gesetze  ist  das  Verhält- 

B       es  Sinus   des  Einfallswinkels   zum 
S  '"    Brechungswinkels    bei    den- 

■  ~ien  ein  constantes.    Setzen  wir  daher 


Fi&  38. 


nnx  ,  ,    stn\y . 

=  n,   also  auch  -: —  =«  n, 

sinxi  9*nyi 


182 


Siebenter  Abschnitt. 


Bo  »oll  y^-  adf  =a?  —  Zi  -f-y  —  yi=a?  +  y  —  a 

oder  X  -\-  y  «in  Minimum  werden. 

Knn  sind  aber  x  und  y  Functionen  Ton  x\  und  man  hat  somit 

^    /      I      \         dx         dy 

^,  (*  +  y)  =  ^-+^,  =  0 

ZU  setzen,  um  die  betreffenden  Werthe  zu  ermitteln. 

Aus  tinx  =■•  nsinxi  und  ainy  =  ntinyi  =■  nsin  (a  —  o^i)  folgt: 

dx         ncosxi  dy  nco8(a  —  a?i) 

dxi  C09X  dxi  eosy 


und  ans 


ncosxi         ncos(a — xi) 


C08X 


eosy 


=  0: 


oder  da 

auch 

oder 

oder 
oder 


€08  xi  008  y  =  eo8x  008  y\ 
co8^xk  coa'^  =  cos'hi  oo8^\ 

sinx  siny 

8in  x\  =  —  ,  8m  yi  ^=     — , 


n 


n 


atfi^x 


w' 


«' 


(«mV  —  sin'^x)  11 ^  j  =  0 


stnx  =  8tny 


also,  da  x  und  y  spitze  Winkel  sind,  x  =■  y,  daher  auch  x\  =^  y\. 

26)  Auf  einen  Regentropfen  ilt/(Fig.  39)  fällt  ein  Lichtstrahl  AB^  der 

in  B  gebrochen,  in  C  reflectirt 


(Fig.  39). 


A 


O* 


wird  und  nach  der  Brechung  in 
D  den  Tropfen  verlässt.  Man 
soll  den  Einfallswinkel  ABE=x 
so  bestimmen,  dass  die  Ab- 
lenkung BFD  ein  Minimum  ist 


Aufl.     Bezeichnet    n    das 

so 


Brechungsverhältniss  —  -  , 


wird 


cosx 


= K""  7-' 


Andent.     ainx  ==:=  nainy  und  da  j/  eine  Function  von  x  ist. 


co«a: 


ncosy 


dx 


',) 


Aus  y  =^  X  —  y  -\-  z  oder  « 
dx  ' 


=  2y  —  a;  folgt  fem  er 


Nach  (o)  ist  somit  cosx  =  —    —  ,  cos^ 


4tfo»V      ^  .  -         4(1— «V      I 


w 


1  — 


sifC^x        4(1    —  tin^x)        .  . 
— i-  = . .  ain*x 


«' 


«' 


4  —  n^ 
3 


<?o»'jr  =^ 


««  —   t 


Aufgaben  zur  Uebnng. 
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27)  Ein  Lichtstrahl  AB  (Fig.  40)  fällt  auf  einen  Regentropfen, 
wird  bei  B  gebrochen,  bei  Cund  D  reflectirt  und  tritt  bei  E  wieder 
ans.  Man  soll  den  Eyifallswinkel  ABH  =  x  bestimmen,  fttr  welchen 
die  Ablenkung  AFG  ein  Minimum  wird. 


Aufl. 


cos 


l/=¥ 


Andeut.     Da  sinx  =  nainy  und 
y  eine  Function  Ton  x,  so  folgt 

dp 


cosx  =  neo8f/ 


dx 


(«) 


Nun  ist  aber 
1z  +  2  (180°  -  :c)  +  6y  -  3  .  180« 

oder       Ä  ==.  90«  +  *  —  3y. 

2  wird   daher  ein  Minimum ,   wenn 
2  _  3y  ein  solches  ist. 

AM  *  =  1  _  3  1^  =  0    «rhält 
dx  dx 


nan  aber   -  ==  -_. 
dx         3 

Aus  (o)  findet  man  daher  eoa  x  =  -y-  ,  ^eoa^x  «=-  n*co«'y 


9    fi% 

ud  hieraus  »»«'^  =  ö —  r  «^**^  = 


w«  —  1 

8' 


B 


28)  In  einem  Abstände  rf  befinden  sich  zwei  Lichtquellen  A  und  5 
(Fig. 41),  welchen  in  der  Entfernung  1  bezüglich  ^^s-  ^*- 

die  Intensitäten  d^  und  h^  entsprechen.  Man  soll    - 
dieam  schwächsten  beleuchtete  Stelle  Cbestimmen. 

ad  — 

a  +  5 

Andeut.     Bestimme  x  so ,  dass    - «  -t 

x^ 

ad 
a  +  b 


Aufl.     ilC  =  a: 


*3 


ein  Miniraum  wird. 


Anmerk.     Aus  x 


folgt  unmittelbar ,  dass  sich  verhält 
X.  d  —  x  =  a:h. 


§.  63.    BestlmmniMf  der  aasgezelchneteii  Wcrthe  unentwicketter 

Functionen. 

:8t  f{x,y)  =  0  und  soll  y  einen  ausgezeichneten  Werth  an- 
I,  so  hat  man  zunächst 


dx         dy    dx  ^  dx  ?/ 


(1) 
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für  den  Fall  nun  y  dass  der  Function  ein  Maximum  oder  Minimum  ent- 
spricht, muss  aber  -~  =  0  sein*).    Dies  kann  stattfinden  flir 

dx  ^ 

-i-  =  0  oder  ^  =  oo. 

ex  cy 

Durch  Verbindung  einer  dieser  Gleichungen  mit  der  vorgelegten,  \ 
erhält  man  die  Werthe  von  x^  für  welche  y  ein  Maximum  oder  Minimum 
werden  kann. 

A  n  m  e  r  k.     £s  kann  sich  ereignen,  dass  den  Werthen  x^=  x^  ^y  =-y^  die  dni 

df  df  ^ 

Gleichungen  f{x  ,  y)  =  0  ;  /-  =  0  :  ;^  =  0    genügen.    In    diesem    Falle    kann  — 

ex  öy  «* 

nicht    ans    (1)    gezogen    werden.      Der    betreffenden    Cur?e    entspricht  •alsdann    fix 
^"^^o»y=yo  ^^  ^^%'  singulärer  Funkt,  worüber  später  das  Nähere  folgt. 


Aus 
ergibt  sich  (§.  45) 

.    aa;2 


^  -(-  ^_  ^  =  0 
dx         dy    dx 


dxdy   dx         dy'^   \ötr/         dy   dx^ 


dy 


oder  wenn  man  ^  =  0  setzt,  so  erhält  man  unter  der  Voraussetzung 

dx 


ay 


aV 


ay    ,    df  d^y 


dass  ^r-^  und  -~^  endlich  seien ,  aus  tt^,  +  ^    t^ 

rx  dy  dy^  dx^        cy  dar 


=  0 


sofort: 


dr2 


ay 

d^ 


Das  Zeichen  dieses  zweiten  Difierentialquotienten  bestimmt  nun 
wieder,  ob  der  fUr  y  gefundene  Werth  ein  Maximum  oder  ein  Minimum 

ist.  Reducirt  sich  — ^  auf  Null ,   so  muss  man  zu  den  höheren  Dif- 

dar 

ferentialquotienten  übergehen. 


1)  Aus 


Beispiele, 
y'  -|-  Zaxy  —  x^ 


folgt 


dx 


X 


oy 


y^  ^  ax 


und  die  beiden  Gleichungen 

ar*  —  ay  =  0  und  y^  +  3aay  —  a:'  =  0 
liefern  für  x  und  y  die  zusammengehörigen  reellen  Werthe  '• 

a;  =  0  ,  y  =  0  und  x  =  —  a/  2  ,  y  =  af  4. 


*)  Die  Fälle,  wo    / 
'  dx 


dy 

-  oo  oder  unstetig  wird,  werden  hier  ausgeschlossen. 


Bestimmung  der  ausgeteichneten  Werthe  unentwickelter  Functionen.  Ig5 

Da  nun  --—  =    ^-- 

dx^        y^  -^  aa: 

so  folgt  hieraus  für  a;  =  —  of  2 : 

dV 2qK"2 2aV"2  _        2 

3, 

und  68  ist  somit  y  für  x  =  —  ay^  ein  Maximum  oder  Minimum ,  je  nach- 
dem a  positiv  oder  negativ  ist. 

2)  Ist  y*  —  ^axy  +  ar*  =  0 , 
sowird  d^_-x^  +  ay 

dx  y^  —  ax 

und  aus  —  x^  +  «^  =  0  ;  y*  —  Acoxy  +  a:*  «=  0 

ergeben  sich :     j?  =  0  ,  y  =  0  und  a;  =«  f  a  f  3  ,  y  =  )^a  |^27. 

Da  -r-j  =  —  9l?'"">  ®^  ^*  y  ^^^  ^  ^^  fayS  ein  Maximum. 

3)  Es  sei  ay^  +  2Äa:y  —  a:^  =  0, 

dy  2hy  —  2a: 


also 

so  folgt  aus 


dx  Say^  +  2bx 

hy  —  a;  =  0  und  ay^  +  26a:y  —  x^  =^  0 

a:  =  —  -,y  =  ~  - 
a  a 


and  da 


Ä» 


^y  _  2a 


80  wird  y  für  a:  = ein    Maximum   oder   Minimum ,   je    nachdem  a 

negativ  oder  positiv  ist. 

2)  Hat  man  mehr  als  zwei  Veränderliche  und  sind  z.  B.  äie  drei 
Gleichungen 

f(x,y,z,u)  =  0\tp{x,yfZ,u)=^0\\t){x,y,z,u)  =  0 

gegeben,  wo  x  als  die  Unabhängige,  y  ,  z  ,u  also  als  Functionen  von 
X  angesehen  werden  mögen,  so  musa,  wenn  z.  B.  y  fUr  einen  bestimm- 
ten Werth  von   x   einen    ausgezeichneten  Werth    annehmen    soll, 

^  =  0  werden. 

dx 

'erenzirt  man  nun  obige  Gleichungen  nach  x  unter  der  Berück- 

si        Liüg,  dass  --  =  0 ,  und  yfZ,  u  Functionen  von  x  sind,  so  folgt*) : 

dx 


dy 

xauo,  in  weionen 


du 
«e  Fille,  in  welchen  ^  unstetig  wird,  aind,  wie  schon  bemerkt,  immer  ans- 

dsf 
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df  ^    df  dz  ,    df  du        ^ 

dx  dz  dx        du  dx 

d(f  dtp  dz         d(p  du 

dx  dz  dx        du  dx 

dlfJ  difj  dz         d\l)  du  

dx  dz  dx         du  dx 

Durch  Elimination  von  — -  und  ^-  ergibt  sich  aus  diesen  Glei- 

dx  dx 

chungen  eine  vierte  von  der  Form 

F{x  ,y  ,z  ,u)  =  0, 

welche  in  Verbindung  mit  den  vorgelegten  Gleichungen  diejenigen 
Werthe  von  x  ^y  ,  z  ,u  liefert ,  für  welche  y  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum  werden  kann. 

Beispiel. 

Es  seien  die  Gleichungen 

j8f  =  y  4-  1  und  a;^  +  y^  +  -2^  =*  25 
gegeben ;  man  soll  z  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen. 

Aufl.     Da  hiernach  y  und  z  Punctionen  von  x  sind,  so  hat  man 

dz         dy       ,        ,       dy    ,       dz        ^ 

dx         dx  dx  dx 

dz  du 

oder  da     -—-  =  0  ist ,    ,—  =  0 ,  also  a;  =  0  und  hiernach 
dx  dx 

y  =  S  oder  y  =  —  4. 
Für  x  =  0  ,y  =  S  folgt  z  =  4, 

für     X  =  0  ,  y  =  —  4  folgt  z  =  —  3. 

Wie  nun  leicht  zu  zeigen ,  ist  2  =  4  ein  Maximum,  und  z  =  —  3  ein 
Minimum. 

3)  l&tf(x,y,  e)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen, 
wenn  x  ,y  ,  z  den  zwei  Gleichungen 

genügen  sollen,  und  man  setzt/(a;,y,2)  =  <,  so  erhält  man  zwischen 
den  vier  Variabein  x  ,y  ,  z  ,t  dit  Gleichungen : 

f{^fy,z)  —  t  =  0\^{x,y,z)=^0\'kp{x,y,z)  =  0 

und  kann  nun  analog  wie  vorhin  verfahren. 

Beispiel. 

Den  kürzesten  Abstand  eines  Punktes  von  einer  Geraden  zu  fin      1. 

Aufl.     Wählt  man  den  Funktals  CoordinatenurspruDg  und  sind 

X  =  az  -{-  a  \  y  =^  hz  -\-  ß m) 

die    Gleichungen    der   Geraden ,    (x  ,  y  f  z)    der    Funkt    auf    dersel  en, 

dessen  Entfernung  vom  Ursprung  ein  Minimum  ist ,  so  soll  nach  der  or- 
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gelegten  Aufgabe  a?^  +  ^^  +  ^^  ßiii  Minimum  werden ,  wenn  gleichzeitig 
die  Beziehungen  (ni)  bestehen. 

Setzt  man  nun  a;^  +  y^  +  2^  =  /,  so  hat  man  zwischen  x  ,  y  ,  z  ,  t 
die  Gleichungen 

y  —  hz  —  ß  =  0 

dt 
und  da  x  und  y  Functionen  von  z  sind  und  ;,~  ^=  0  sein    muss ,    so   folgt 

hieiaoB: 

dx    ,       du    ,  ^     dx  dy        . 

dz        ^  dz  ^  dz  ^  dz 

also  aa?  +  fty  +  x:  =  0 

oder  wenn  man  aus  (m)  die  Werthe  von  x  und  y  einführt, 

aa  +  hß 

Somit  wird 

_  g(6^+  1)  —  abl        _  ß  {f_+  \)  —  aha 

"^  ~cC^  +  P  +T      5  ^  —  "  '«2  +  62  +"l~ 

ond  hiemach  der  Abstand 

§.  64.    FiiBCtioBeu  mehrer  Duabhänji^ig:  Yeränderliehen. 

1)  Man  sagt  die  Function  f{x,y,z,t,,,,)  der  unabhängig 
Veränderlichen  x  ,y  ^  z  ,  , , ,  sei  ein  Maximum  oder  Minimum,  je 
nachdem  die  Differenz 

/(^  +  Ä,y  +  fc,2  +  /,...)  —f{pc,y  ,z,...) 
negativ  oder  positiv  ausfallt,  wenn  h,k,l,...  zwischen  den 
Grenzen  —  s  und  +  e  liegen ,  wo  «  beliebig  klein,  sonst  aber  will- 
kürliche Grössen  sind.  Da  zwischen  diesen  Grenzen  auch  die  Null 
liegt,  so  können  beliebig  viele  der  h  ,k  ,  l ,  .  . .  verschwinden  und  die 
Bedingung  muss  noch  erfüllt  bleiben. 

Setzen  wir  Ä;  =  Z  =  ,  .  .  =  0,  so  muss 

'/(x  -i-  h  ,y  ,  z  ,  ,  .  .)  —f{x  ,y  ,  z  ,  .  ,  .) 

8t  jselbe  Zeichen  haben,  wenn  man  h  zwischen  —  e  und  +  *, 
w  )er  beliebig  annimmt.  Nach  der  Definition  des  Maximums  ftlr 
P     ^'^'len  einer  nnabhängig  Variabein  (denn  hier  spielen  y  ,  z  , .  . . 

di         a  von  Constanten)  muss  daher  ^-  =  0 ,   oder  discontinuirlich 

cx 

df  df 

^  ^nso  finden  wir   --   =  0,  oder  unstetig,  ^  =  0,  oder 

dy  dz 


\n 
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unstetig  u.  s.  w.  Dieses  sind  nothwendige,  aber  nicht  genügende  Be- 
dingungen, wenn  der  Function  ein  ausgezeichneter  Werih  ent- 
sprechen soll. 

Schliessen  wir  die  Fälle ,  wo  die  partiellen  Differentialquotienten 

?  '  T  ' ' '  ^^^^^^S  werden,  aus,  so  reduciren  sich  diese  Bedingungen 
auf  die  Beziehungen : 

-^  =  0  '  — 5=0'  —  =  0* 
dx        ^'dy        ^'dz        "»••' 

2)  Um  den  fraglichen  Gegenstand  unabhängig  von  der  Theorie 
der  ausgezeichneten  Werthe  einer  unabhängig  Veränderlichen  zu  be- 
handeln,  wollen  wir  zunächst  eine  Function  von  nur  zwei  Veränder- 
lichen X ,  y  betrachten. 

Nach  der  Taylor'schen  Beihe  (§.  52)  ist 

wo  symbolisch  w»  =  U  /"  +  *^  ö  1 

Nach  Früherem  köitnen  wir  nun  h  und  k  so  klein  annehmen,  dass, 
wenn  man  die  Beihe  bei  irgend  einem  Gliede  u«,  welches  nicht  ver- 
schwindet, abbricht,  dieses  Glied  grösser  ist  als  der  Absolutwerth  des  ] 
Bestgliedes.    Brechen  wir  daher  bei  m^  ab,  so  ist  fuj  >  [Äj  und  das 
Glied 

^  dx^     dy 

bestimmt  das  Zeichen  der  Differenz  f{x  +  h,y  +  k)  —f(x,y), 

Soll  daher  der  Function  /{x  ,y)  fUr  x  =  a,  y  =^  b  ein  aasge- 
zeichneter Werth  entsprechen,  also/ (a;,y)  für  x  =  a,y  •=»  b  entweder 
grösser  oder  kleiner  als  die  Nachbarwerthe  ausfallen ,  so  muss  gleich- 
zeitig ^^  =  0  und  1^  =  0 ,  also  Ä  1^  +  fc  1^  für  jeden  Werth  von  k 

°  ex  cy  ex  cy 

und  k  verschwinden  *).    Wir  erhalten  daher 

/  (ar  +  Ä  ,  y  +  Ä:)  — /  (x  ,  2^)  =  «2  +  -Rj) 

und  können  wieder  h  und  k  so  klein  annehmen,  dass  [t^]  >  [J?^], 
durch  das  Zeichen  der  Differenz 

durch  das  Zeichen  von  u^  bestimmt  ist. 


*)  Im  anderen  Falle  konnte  man  durch  gehörige  Annahme  von  h  und  h  d]  \ 
Ausdmck  sowohl  poslÜY  aU  auch  negativ  machen  und  somit  Ton  einem  auegeteichnc»  \ 
Werthe  keine  Bede  sein. 
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Bezeichnen  wir  nun  zur  Abkürzung  die  Werthe ,  welche  die  Dif- 

^2y  ^2f         ^2y 

ferentialquotienten  -  «  ,  ;r— ~  ,  - -=  für  rr  =  a  ,  v=  6  annehmen,  be- 

dx^      dx  cy      cy^ 

zflglich  durch  A ,  B ,  C,  so  hängt  das  Zeichen  der  genannten  Dif- 
ferenz y  welche  die  Natur  des  ausgezeichneten  Werthes  bestimmt,  von 
dem  Zeichen  des  Ausdruckes  Ah^  +  2Bhk  +  Ck^  ab. 

Soll  derselbe  nun  einerlei  Zeichen  für  alle  Werthe  von  h  und  k 
beibehalten ,  so  muss  dieses  auch  mit  dem  Ausdrucke 

Ä  {Ah^  -f  2Bhk  +  Ck^)  =  (Ah  H-  Bk)^  +  {AC—  B^)  ik« 

der  Fall  sein.  Dieses  ist  aber  nur  möglich,  wenn  AG —  -ß^  positiv 
oder  Null  ist.  Dann  ist  aber  A  {AJi^  -f-  2Bhk  +  Gk^)  stets  positiv  und 
es  hat  somit  Ah^  4-  2Bhk  -f-  Ck^  einerlei  Zeichen  mit  A,  Wenn  aber 
AC —  B'^  positiv  sein  soll,  müssen  A  und  C  dasselbe  Zeichen  haben. 
Hieraus  geht  also  ^hervor,  dass  Ah}  -f-  ^Bhk  4-  Cfc*  mit  A  und  C  einerlei 
Zeichen  haben  muss. 

Wir  sind  hiemach  zu  folgendem  Schlüsse  gelangt : 

Erfüllen  die  aus  den  Gleichungen 

^/>_^y)  _  0  und  ^-^""^-^^  =  0 

dx  dy 

entwickelten  Werthe  vona?  undy,  welche  x^,  und  y^heis- 
sen  mögen,  die  Bedingung 

dx^  dy*^  \     dxdy     j 

so  wird  die  Function  dafür  ein  Maximum  oder  Minimum, 
je  nachdem  die  Differentialquotienten 

^ V (^ . y) „^^  ^/ (^>y) 
a:c2     ™^     ä^^ 

gleichzeitig  negativ  oder  positiv  ausfallen. 

3)  Werden  für  a?(,  undy^,  entweder  die  DiflFerentialquotienten  A,B,C 
gleichzeitig  Null,  oder  wird  -4C'  —  5^  =«  0,  so  wird  im  ersten  Falle 
Ah}  +  2Bhk  4-  Ck^  für  alle  Werthe  von  h  und  k  und  im  zweiten  Falle 

.für  ?=  —  :?  Null*). 

k  A 

in  diesem  Falle  über  die  ausgezeichneten  Werthe  zu  entschei- 
den     ize  man 


P9  ergibt  sich  anmittelbar  aus 

A  (^Ä«  +  2Bhk  +  a«)  =  {Ah  +  ^Ar)«  +  (^C  —  B»)  k\ 
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SO  kann  man  wieder ,  wenn  die  Differentialquotienten  der  dritten  Ord- 
nung nicht  sämmtlicli  Null  werden  für  x^  und  y^ ,  h  und  k  so  klein 
wählen,  dass  das  Zeichen  der  linken  Seite  mit  dem  Zeichen  von 

dx'^  dx^^  dy  dx  dy^  cy^ 

übereinstimmt. 

Wei-den  nun  A  ,  B  ,  C  für  Xq  ^y^  Null,  so  ändert  dieser  Ausdmck 
sein  Zeichen ,  wenn  man  —  h  ,  —  k  statt  h  und  k  setzt  und  es  kano 
somit  kein  ausgezeichneter  Werth  stattfinden.  Soll  daher  der  Function 
ein  solcher  Werth  zukommen,  so  müssen  die  Differentialqnotienten 
der  dritten  Ordnung  identisch  Null  sein. 

Man  erhält  alsdann 

f(a:  +  h,y  +  k)-fix,y)==l^\h^J^+k^^'^^ 


WO  \h  '^  +  *^  ^1  sein  Zeichen  mit  h  und  k  nicht  ändern  darf,  wemi 


dx  dy\ 

ein  Maximum  oder  Minimum  vorhanden  sein  soll,  was  der  Fall  ist, 

wenn  die  symbolische  Gleichung  [^  ^  -f-  ^j  =  o   lauter  imaginäre 

Wurzeln  hat. 

Ist  nur  AC  —  7?^  =  0  und  setzt  man  ä  =  —  Bt,k  =  At,  so  mus» 

cx"^  dx^dy  cxcy^  cy^ 

Null  werden,  wenn  ein  Maximum  oder  Minimum  vorhanden  sein  soll, 

—  --"-+--  bestimmt  dann  die 
Natur  des  ausgezeichneten  Werthes.  Je  nachdem  nämlich  die  Werthe 
von  Ä  und  k,  welche  ih  ~  +  k  --   und  Ih  ~f  +  k  ^  zu  Null  maeheo, 

den  Ausdruck  {k  f-  +  fc  'A'  oder  (-  f  f"^  +  ^A*  °^.f  ^  machen, 

\     dX'  cy]  \        A  ex         cyj    poSltlV  ' 

erhält  man  für  dieselben  ein ,,.  . 

Mmimum. 

In  den  meisten  Fällen  entscheidet  man  jedoch  diese  Frage  rascher* 

aus  der  Natur  der  vorgelegten  Aufgabe. 

4)  In  analoger  Weise  ist  die  Untersuchung  für  Functione  on 

drei  oder  mehr  Veränderlichen  zu  führen.    Zur  Bestimmung  dt-  ua- 

gezeichneten  Werthe  erhält  man  aus  der  Taylor'schen  Reihe  die  ►th- 
wendigen ,  aber  nicht  genügenden  Bedingungen 
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wenn  man  diejenigen  ausgezeichneten  Werthe,  för  welche  die  partiellen 
Diiferentialquotienten  unstetig  werden ,  ausser  Acht  lässt.  Die  Natar 
des  ausgezeichneten  Werthes  wird  auch  hier  aus  der  Natur  der  vor- 
gelegten Aufgabe  lichter  gefunden,  als  aus  den  Regeln ,  welche  sich 
daftlr  ohne  Schwierigkeit  entwickeln  Hessen. 

Beispiele. 

1)  Man  soll  die  Function 

^2  _j_  ^2  —  4^  —  6y  -f-  20 

zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen. 

Aufl.     Da  /  =  2a;  —  4  ;  f^  =  2y  —  6,  so  wird  x==2,y=3. 
ex  öy 

Daas  dafür  die  Function  ein  Minimum  ist,  erkennt  man  leicht  aus  der  Form 

(x  -  2)2  +  (y  -  3)2  +  7 

auf  welche  sich  dieselbe  bringen  lässt. 

2)  Den  Ausdruck 

2y2  4-  ^xy  +  5a:2  _  14^  _  22a;  +  30 

zü  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen. 

Aufl.     Aus  /  =  6y  +  lOx  —  22  =  0 

ex 

und  ^  ==  4v  -f-  6a:  —  14  =  0' 

dy 

ergibt  sich :  ar  =  1  ,  y  =  2. 

Bringt  man  die  gegebene  (Function  auf  die  Form 

(2a:  +  y  _  4)2  +  (y  +  a:  —  3)2  +  5, 

80  erkennt  man  hieraus ,  dass  dieselbe  für  die  gefundenen  Werthe  zu  einem 

Minimum  wird. 

3)  Man  soll  in  dem  Ausdrucke 

(a^a;  +  h^y  +  c,)^  +  {a^x  +  %  +  Cj)^  4-  .  .  . 
X  mid  y  so  bestimmen,  dass  derselbe  ein  Minimum  wird. 
Aufl.     Bildet  man 

r=s  yi[ax  -^rhy-^-c^a 
Cx 

/-  =  ^K(^  +  h  +  c)b 

80  lassen  sich  aus  den  linearen  Gleichungen 

x^a^  +  y^ah  +  2ac  =  0 
x:^ab  +  y2'62  -}-  vftc  =  0 
^'"  ^'»**he  von  x  und  y  leicht  bestimmen. 
Soll  der  Ausdruck 

p  +  *iy  +  ^1^  —  ^1)^  +  («2^  +  \y  +  ^2^  —  ^^)^  +  .  * . 

t  „^ ji  Minimum  gemacht  werden ,  so  findet  man  analog  wie  vorhin  aus 
t      "*' Hebungen 

xld?-  +  ylab  +  zlac  —  lad  =*  0 

xlah  +  yHl)^  -f-  zlhc  —  Ihä  ==  0 

x^lac  -}-  y:£hc  +  zlc^  —  Äd  -«  0 
*  fenden  Werthe  von  x  ,  y  und  z. 
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jr-'- 


_J** « 


5)  Die  Werthe  von  x  und  y  zu  bestimmen,  für  welche  das  Product 
xy  (a  —  X  —  y)  ein  Maximum  wird. 


A  u  f  1.     Aus 


^  =  y  (a  —  2ar  -  y)  =  0 


und 


X  \a  —  2y  —  x)  =  0 


a 


ergeben  sich  o:  =  0  ,  y  =  0  und  a:  =  -  ^y 

3 


a 


Die  erste  Auflösimg    : 


ist  jedoch  im  vorliegenden  Falle  unbrauchbar.     Da  ferner 


-2y 


2a  ,  ay 


also 


3    '  ay2 

av  a 

[ax  a^l 


2a 
-2x  =  -- 


dx^  dy^ 


ay  ay 

und     x-^  ,  ,r-5  beide  negativ  sind,  so  ist  das  Product  — 

cx^  dy*         .  3 

Maximum. 


a     a 
8  '  3 


a»  . 
27 


6)  Unter  allen  Dreiecken  von  gleichem  Umfange  2s  dasjenige  anza- 
geben ,  welches  den  grössten  Inhalt  hat. 

Aufl.     Siad  x  ,  y  ewei  der  drei  Seiten,  so  ist  der  Inhalt 
u=  }/s  {s  —  x)  (s  —y)  {x  +  y  —  a). 
und  es  muss  somit  {s  —  a:)  («  —  y)  (^  +  y  —  *)  ^^^  Maximum  werden. 
Bezeichnen  wir  dieses  Product  durch  v,  so  erhält  man 

=  —  («  —  y)  (a:  +  y  —  «)  +  («  —  y)  («  —  ar) 


dx 

dv 

dy 


^{s—y)(28  —  2x  —  y) 

=  —  {s  —  x)  {x  +  y  —  s)  +  (s  —  x)  (s  —  y) 


=  (s  —  x)  (2s  —  X  —  2y) 

und  aus  (s  —  y)  (2s  —  2a:  —  y)  =  0 

und  {s  —  x){2s  —  x  —  2y)  =  0 

folgt,  da  nicht  s.=^  x  =!  y  sein  kann, 

ar  =  y  =  2*  —  (a:  +  y)  ■=  3  *; 

das  Dreieck  ist  somit  gleichseitig. 

Um  nun  zu  zeigen ,  dass  dafür  der  Inhalt  u  ein  Maximum  wird,  bilde 


man 


dx^ 

a^ 

dy^ 


—  2(*— y); 

2{8  —  x) 


ch) 


dx  dy 


2fl:+  2y  —  3*; 


80  folgt,  wenn  man  die  betreffenden  Werthe  einführt- 
a^         ,  28        dh  „  s 


a^ 


dx^ 


3    ^  dx  dy 


8   '  dy 


2s 

—  • 

3 
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Es  ist  daher  ÄC  —  B^  =  -,  also  positiv  und  weil  A  und  C  negativ 

sind,  so  ist  also  der  Inhalt  des  Dreieckes  für  die  gefundenen  Werthe  von  x 
und  t/  ein  Maximum. 

7)  Man  soll 

2^2  +  2y^  —  Sx  —  ii/+  10 
zu  einem  Minimum  machen. 

A  u  f  1.     Man  findet  x  =  2  ,  y  =  1 ,  Minimum  =  0. 

8)  5x^  4"  lOy^  +  I4xn/  —  24  x  —  34y  -f"  30  zu  einem  Minimum 
zu  machen. 

Aufl.     Es  wird  x  =  y  =  l  ]  Minimum  =  1. 

9)  Den  Ausdruck 

tg^x  —  2tgx  -j-  siri^y  —  smy  -f-  3^ 
zu  einem  Minimum  zu  machen. 

Aufl.     ar  =  45\  y  =  80^  Minimum  =  2. 

10)  Man  soll  den  Ausdruck 

6  -f-  2  C05  (ar  -f-  y)  —  {cosx  +  cosy)  2  )^2 
zu  einem  Minimum  machen. 

Aufl.     a:  =»  y  =  45®,  Minimum  =  2. 

§.  65.    Relative  Haxima  and  Hiiilma. 

Sind  die  Werthe,  für  welche  eine  Function  ausgezeichnete  Werthe 
annehmen  soll,  noch  gewissen  Bedingungen  unterworfen ,  welche  durch 
Gleichungen  zwischen  den  Veränderlichen  ausgedrückt  sind,  so  führt 
dieses  anf  die  Aufgabe  der  Bestimmung  der  relativen  Maxima 
oder  Minima.  Es  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  die  Anzahl  der 
Gleichungen  kleiner  sein  muss ,  als  die  der  Veränderlichen  der  betref- 
fenden Function,  weil  andernfalls  denselben  bestimmte  Werthe  ent- 
sprechen würden. 

Ist  z,'B.f{x,y,z)  die  gegebene  Function  und  y  ==  0  eine  Be- 
dingungsgleichung zwischen  x^y  und  2,  sokann  man  hieraus  den  Werth 
von  z  bestimmen  und  diesen  inf(x,y,z)  einführen,  um  schliesslich 
eine  Function  zu  erhalten,  welche  nur  die  beiden  Veränderlichen  x  und 
y  enthält  und  nun  nach  obigen  Regeln  weiter  verfahren.  Analog  könnte 
man  aus  zwei  gegebenen  Bedingungsgleichungen 

y  =  0  ,  v^  =  0 
die  Werthe  von  y  und  z  ermitteln  und  m  f{x, ,  y  ,  z)  substituiren,  um 
so  '''e  Aufgabe  auf  den  einfachsten  Fall  einer  Function  von  nur  einer 
V       -'^rlichen  x  zurückzuführen. 

einfach  dieser  Weg  zu  sein  scheint ,  so  ist  er  doch  wegen  der 
0;  .i^Tvierig  zu  bewerkstelligenden  Substitution  in  den  meisten  Fällen 
n       ^^hl  einzuschlagen. 

r  wollen  darum  sogleich  zur  Ermittelung  eines  zweckmässigeren 
\         rens  übergehen  und  zu  diesem  Ende  folgende  Aufgabe  lösen : 

1 1  DifT«-  nsd  iQt.-Ueohnang.  13 
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Man  soll  f{x  ,y  ,  z)  zu  einem  Maximum  oder  Minimam 
machen,  wenno^^y^zden  Bedingungen 

ZU  genügen  haben. 

Da  vermöge  dieser  Gleichungen  y  und  z  Functionen  von  r  sind, 

so  gUl  als  Bedingung  für  ein  Maximum  oder  Minimum  der  Function/ 

df 
die  Beziehung  --    ==  0  oder 

^'f    ,    ^f   dy         'cf   dz        ^  ,, 

dx        dy    dx        dz    dx 

du  dz 

In  diese  Gleichung  sind  nun  die  Werthe  von  ~  und  -     einzu- 

CUJL  VtX 

fuhren.  Dieselben  ergeben  sieh  durch  Differentiation  der  Gleichungen 
y  =  0  , 1/;  =  0  nach  x.    Man  erhält  alsdann : 

?J?+^-?   J  +  f?f  =  0 (2) 

cx        cy    dx        cz    dx 

^.tj^^^^y.^^J^^..^Q (3) 

dx         dy  dx         dz  dx 

Um  nun  aus  (1)  die  Differentialquotienten  ^    und  ^    zu  elimini- 

ren,  multiplicire  man  (1),  (2),  (3)  der  Reihe  nach  mit   1,  /,  /u  und 
addire,  so  folgt: 

dx  dx  dx         dx  \^y  dy  dy 

,     dz  Idf  ,    ^  ^y    ,         ^y^\  ^Q 
dx  \dz  dz  dz  j 

.    Um  nun  die  verlangte  Gleichung  zu  erhalten ,  welche  -  und  - 

dx  dx 

nicht  enthält,  bestimme  man  die  seither  noch  nicht  näher  definirten  i, 
und  /i  vermöge  der  beiden  Gleichungen 


f», 


so  folgt: 


dy  cy  öy 

cz  GZ  dz 


dx  dx  dx 


Man  erhält  daher  ganz  dieselben  Gleichungen,  wie  wenn  ma^  i« 

Aufgabe  gestellt  hätte:  Den  Ausdruck  f  +  i-ff  +  /ii//  zu  einem  V  :i- 

mum  oder  Minimum  zu  machen,  wenn  l  und  ^  Constante  und  x,  ,r 
unabhängige  Variabein  bedeuten. 
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Wir  erhalten  hiernach  folgende  in  analoger  Weise  allgemein  nach- 
zuweisende Regel : 

Ist/ eine  Function  von  nVeränderlichen  x^  ,  x^ ,  x,^  .  ,  x„ 
und  soll  dieselbe  ein  Maximum  oderMinimum  werden, 
wenn  zwischen  den  Veränderlichen  noch  die  r/iBeding- 

ungsgleichungen  /|  =  0  ,  /2  ^^  ^  /•••/»»  "^  ^  bestehen,  so 
mnltiplicire  man  diese  der  Reihe  nach  mit  den  constan- 
ten  Factoren  it,  ,  Ä:.2 ,  .  .  .  fcm,  addire  die  so  erhaltenen  Glei- 
chungen zu  /  und  setze  nun  die  partiellen  Differential- 
quotienten des  Ausdruckes 

uach  Xj  ;  0*2  ^  ^3 ;  ...  .Tm  gleich  Null,  so  erhält  man,  unter 
Zuziehung  der  7?iBedingungsgleichungen,  die  zur  Ermit- 
telung der  Unbekannten  erforderliche  Anzahl  von 
Gleichungen. 

Beispiele. 

1)  Unter  allen  Dreiecken,  welche  einen  gleichen  Winkel  u  und  denselben 
Inhalt  /  haben,  dasjenige  anzugeben,  welches  den  kleinsten  Umfang  u  hat. 

Aufl.     Sind  x  ,  y  ,  z  die  drei  Seiten ,  und  liegt  z  dem   ^  a  gegen- 
über ,  so  soll  M  =»  a?  +  y  +  *  ein  Minimum  werden ,  wenn  gleichzeitig  die 
Bedingungen  bestehen : 
2/  =  xysin  a  und  z^  =  x^  -^  y^  —  ixycosa. 

Selzt  man  nun  nach,  obiger  Regel 

u=sa:-|~^H~^  +  ^'i  (xysina  —  27)  -\-  äJj  {x^  +  y^  —  2xycosa  —  z^) 

Und  bestimmt 

cu 

--  =:=  1  -[-  k^ysina  +  2^2^?  —  2k^cosa  ==  0 

-  -  =s  1  -j-  Lxsina  +  ^k^  —  2ki,xco8a  =  0 
dy  ' 

f-  =  1  -  2k,z  =  0 

cz 

»folgt!  ^"=27 

Eliminirt  man  diesen  Werth  und  darnach  k^ ,  so  erhält  man  aus  der 

Gleiphntiflp 

x^  —  y^ 

^  —  y  "I — ==0 

=  0, 


OC 

^J  -^  z  nicht  Null  sein  kann: 


2/ 

X  ^=  y 

"'     sina 


9 

1 


lö 
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Das  Dreieck  ist  somit  ein  gleichschenkliges,  an  dessen  Spitze  dei 
gegebene  Winkel  liegt. 

2)  Aus  vier  Seiten  a  f  h  ,  c  ,  d  das  Viereck  vom  grössten  Inhalte  zu  be- 
stimmen. 

Aufl.      Bezeichnet   (p  den  Winkel,   welchen  a  und  b  einscbliessen,  .1 
1//  den  von  c  i^nd  d  eingeschlossenen ,  so  soll  ij 

—  sing)  -{-  —  smtp  oder  ab  sing  +  cdsinxf) 

ZU  einem  Maximum  gemacht  werden ,  wo  g  und  \\}  der  Gleichung 

a'  +  ^^  —  2ai  cosg  =  c^  -f-  d^  —  2cdcostp 

genügen  müssen. 

ö2  -j_  J2  _  c2  _  ^ 
Setzt  man ^ r "^  Pi   so   verwandelt   sich   obige  Be- 

dingung  in 

ab  cos  g  —  cdcosxp  — p  =^1  0, 
Wird  daher  nach  §.65 

u  s=  absing  -f-  cdsintp  +  k  {abcosg  —  cdcosxp  —  p) 
gesetzt ,  so  folgt  aus 

-    =  abcosw  —  kabstnw  s=  0 

du 
und  ^  =  cdcostp  +  kcdsintp  =  0 

unmittelbar  cosg  ■=  ksing  ,  cosip  =  —  ksinxf) 

also  co5y  =  —  C051/;  und  y  +  V'  "=*  180**, 

d.h.  das  Viereck  muss  ein  Kreis  vier  eck  sein. 

3)  In  einen  Kreis  vom  Badius  r  ein  neck  zu  beschreiben,  dessen  Um- 
fang ein  Maximum  ist. 

*  Aufl.     Bezeichnen  a  ,  ß  ,y  ,  .  .  ,  der  Beihe  nach  die  den  Seiten  ent- 
sprechenden Centri Winkel ,  so  soll 

a  ß  Y 

2rsin  -   -f-  2rsiH  —  +  2rsin  ^  +  .  .  • 
^  «  ^ 

a  ß  Y 

oder  «n  -    +  sin  -  -{-  sin  -  +  .  .  . 

ein  Maximum  werden.     Wegen  der  Nebenbedingung 

a  +  /y  +  y  +  ...  —  2fr  =  0 
hat  man  daher  nach  §.  65  in  der  Gleichung 

a  ß 

die  Werthe  von  a  f  ß  ,  y  ,  .  .  ,  so  zu,  bestimmen ,  dass  u  ein  Maximum  wird. 

Aus  ,r-=  fcos  —  -{-  k  *=  0 

da  2 

du  .        ß    ,    s         ^ 


folgt  unmittelbar,  dass 


a  ß  Y 

cos  -r  =  COS  —  =  COS  -    =  «  .  . 

2  2  2 
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also  a  =»  ß  ==  y  =  ,  .  .   d.  h.  dass   das   Vieleck  ein  regelmässiges  sein 
mass. 

4)  In  einen  Eieis  vom  Radius  r  ein  neck  so  einzuzeichnen,  dass  dessen 
Inhalt  ein  Maximum  wird. 

Aufl.     Behalten  a  ,  ß  ,  y  ,  .  ,  .  die  vorige  Bedeutung,  so  müssen^  da 

der  Inhalt  ==  ^  «n  a  +  —  wi  /?  +  .  .  .  ist ,  in  der  Gleichung 

ttfßfYf-''^  bestimmt  werden ,  dass  dafür  u  ein  Maximum  wird. 

Man  findet  aber  aus 

du 

»  CO«  a  +  fc  =  0 


da 
du 

dß 


=  cosß  +  fc  =  0 


a=  ß  =  y  ^===  ,  .  ,,  das  neck  also  ein  reguläres  sein  muss. 

5)  Innerhalb  des  Dreieckes  ABC  (Fig.  42),  dessen  Seiten  a  ,  b  und  c 
sind ,  einen  Punkt  P  so  zu  bestimmen ,  dass  die 
Summe  der  Quadrate  der  drei  von  ihm  aus  auf 
die  Seiten  gefällten  Perpendikel  x  ,  y  ,  z  ein 
Minimum  werde.  Wie  gross  sind  diese  Per- 
pendikel? 

Aufl.     Da  die  Lage   des  Punktes  zugleich 
an  die  Bedingung 

CUV  -{-  by  -\-  cz  =  2J 
geknüpft  ist,  wo  J  den  Inhalt  des  Dreieckes  ilBC 
bezeichnet ,  so  hat  man  in  der  Gleichung 
M  s=  ar^  -f-  y*  +  -2^^  +  ^  (ar  -^  by  -{-  cz  —  2J) 
X  tt/  f  z  so  zu  bestimmen ,  dass  u  ein  Minimum 
wird. 


Aus  den  vier  Gleichungen 

du 


2x  +  ak=  0 


und 

fir-'"*  ^an  leicht : 

2aJ 


dx 
du 

du 

di 

ax  -{'  by  -{-  cz  —  2J  =  0 

2bJ 


^2y+bk  =  0 
=  2z  +  ck  =  0 


2cJ 


dj 


^2  +  52  4_  c2  ^  ^        a^+  b'^  +  c^'''^  a^  +  b^  +  c^' 

^n  der  vorhergehenden  Aufgabe  den  Punkt  P  so  zu  bestimmen,  dass 
me  der  Bechtecke  xy  ,  xz  ,  yz  ein  Minimum  wird. 

f  1.     Man  hat  x  ,  y  ,  z  bo  zu  bestimmen ,  dass  in  der  Gleichung 
u  s=s  xy  -{-  xz  -^  yz  -{-  k  (ax  +  fty  -H  cz  —  2J) 
'■nimum  wird. 


1 
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Aus  den  vier  Oleichungen 

du 

~  =  y  +  .  +  «fc  =  0 

du 

du 

cz 
und  ax  -]-  hy  -^  cz  —  2J  =  0 

ergeben  sich  leicht  die  Werthe  von  x  f  y  und  z, 

7)  In  der  Aufg.  5  den  Funkt  P  so  zu  bestimmen,  dass  das  Product 
der  drei  Perpendikel  ein  Maximum  wird. 

Aufl.     Bildet  man  aus  der  Gleichung 

u  =  xyz  -^  ^  (öw;  +  6y  +  cä  —  2J) 
die  Gleichungen 

ö^  =  y-^  +  afc  =  0 

du 

_-  =  arz  +  ftfc  =  0 

du  I      ,        /v 

--  =  a^  -f-  cfc  =  0 

und  berücksichtiget         aa?  +  %  +  C2r  —  2-^  =  0 
80  findet  man  hieraus: 

_2J       _2J  2J 

^  ^  3a   ^  ^  ~  36  '  ^  ^  Sc' 

8)  In  dem  Dreiecke  ABC  (Fig.  43)  einen  Punkt  P  so  xu  bestimmen, 
dass  derselbe  von  der  Ecke  C  einen  Abstand  =  r  hat  und  die  Summe  der 

jpjg   43  Quadrate  der  Entfernungen  von  den  beiden  anderen 

^  Eckpunkten  ein  Minimum  ist. 

Aufl.     Da 
\  x^  :^  a^  -{'  r^  —  2arcosg> 

,  /  lÄ    \c  y^  =  b^  -^  r^  —  2hrcos\b 

/        ij.      \  so  wird 
L^       Wx  x'^+y'^  =  a'  +  b^  +  2r2  —  2r  (aro^y 

^Zr?,? _^B  .  +6C051/;) 

ä.  und  es  sind  daher  in  der  Gleichung 

u  =  a  cos  €p  -\-  b  co8\p  -^  k  {ff  -\-  ip  —  y) 
(p  und  i/;  so  zu  bestimmen,  dass  u  ein  Maximum  wird. 
Aus  den  Gleichungen 

^w  •         .    ,         «     ^w  ,    .         .    , 

^     =  —  a«nai  +  Ä;  =  0  ;  -     =  —  bsmxb  4-  Ä;  =^  0 

r(p  cifJ  ^ 

(p  +  xfj  —  Y=0 

findet  man  asinq)  ^=  bsinxfj 

d.  h.  der  Punkt  P  muss  in  der  von  C  aus  nach  dem  Halbirungspunk      ler 

Seite  AB  gezogenen  Strecke  liegen. 

9)  Den  Punkt  P  so  zu  bestimmen,  dass  die  Summe  der  dre*      at« 
fernungen  von  den  Eckpunkten  des  Dreieckes  ein  Minimum  wird. 


RelatiTe  Maxima  und  Minima. 
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und 


Aufl.     Da  (Fig.  44) 

y^  =  a^  4-  ^'  —  ^cuscos^f 


80  folgt  aas  der  Gleichung 

US  ^b^  4"  ^^  —  2ftz  cos  if  + }/  <^  +  -5^ — 202:  cos\\f 

+  2  4-*:(y  +  V'  -  y)>  C 

du        z  —  hcosip        z  —  acostfß 

dz  X 


daas 


y 


+  1  =  0 


du        hzsinw    ,    , 

—  = ^  +  fc  =  0 

Führt  man  aus  dieser  den  Weith  von  fc  =  — 


cusini/j    . 


Gleiehung  ein,  so  folgt 
BE=n  j_  CPzieht, 


folglich  ist 


hsmtp        asinxp 


y 


in    die  zweite 


X 


y 


oder,  wenn  man   ÄD  =»  m  und 


m 


n 


^  ilPE  =  2^  BPE 


Aus  der  ersten  Gleichung  folgt  femer 

PD    ,     PE 

h 1  =  0 

X  y 


oder 

oder  nach  Obigem 

oder 

d.h. 
also  ist 


cos  APE  +  cos  BPE  =  1 

2cos  APE=  2cosBPE  =  1 
cos  APE  =  cos  BPE  =  4, 
^  ilPE  =  ^  J5PE  =  60»; 


-4  ilPiB  =  120» 

und  darum       ^  ^PC  =  -^l  BPC  =  180»  —  60»  =120« 

d.  h.  der  Punkt  P  hat  eine  solche  Lage ,  dass  die  drei  Strecken  x  ,  y  ,  z 
gleiche  Winkel  unter  einander  bilden. 

^'^  '^er  Punkt  P  beliebig  ferne  angenommen  werden  kann ,  so  erhält 
m  lie  bezeichnete  Lage  offenbar  ein  Minimum  der  Entfernungsumme 

X  -  z.     Der  Punkt  P  ist  leicht  nach  £.  G.  §.  113.  B.  Aufg.  5a.  zu 

cc  ;n. 


19 


St 


.  rk.     Hat  das  Dreieck   einen  Winkel  ^    120^,    so   ist  der    Scheitel    dieses 
"^  gesuchte  Funkt,  wie  sich  leicht  zeigen  lasst. 

Ein  rechteckiges  Parallelepiped  von  gegebenem  Inhalte  K  zu  be- 
sessen Oberfläche  ein  Minimum  ist. 


^ 
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Aufl.  Die  drei  an  einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  seien 
X  ,  y  f  Zy  Bo  sollen  in  der  Gleichung 

M  =  2  (ccy  -{-  xz  -\-  yz)  +  2k  {xyz  —  jfiT) 
oder  auch  in     \u  =^  ocy  -^  xz  -{-  yz  -^  k  {pcyz  -^  IC) 
x  f  y  und  z  so  bestimmt  werden ,  dass  u  ein  Minimum  wird. 

Aus  den  Gleichungen 

du 

—  =y  +  z  +  kyz  =  0 
ex 

du 

~-  =  X  +  ;8r  +  kxz  =  0 

—  «=a:+y  +  kxy  =  0 

xyz  —  J?  «=  0 
findet  man  x  ==  y  =  z  d.  h.  der  Körper  muss  ein  Würfel  sein. 

11)  Einen  oben  offenen  Wasserbehälter  von  der  Form  eines  recht- 
eckigen Farallelepipeds  so  zu  bestimmen ,  dass  derselbe  ein  gegebenes  Volu- 
men Wasser  K  fasst  und  die  benetzte  Fläche  ein  Minimum  wird. 

Aufl.  Wenn  x,yfZ  die  drei  angrenzenden  inneren  Kanten  bezeichnen, 
so  soll  u  ==  xy  ^  2xz  +  2yz  ein  Minimum  werden  und  zugleich  die  Glei- 
diung  bestehen 

xyz  —  Ä"  ==  0. 

Aus  u  ^=  ocy  -\-  2xz  -f-  2yz  +  k  (xyz  —  K) 

folgt:  Ji  =  y  4-  2z  +  jfcy^  =  0 (1) 

cu 

—  =  x+2z'\-kxz  =  0 (2) 

^^=2x+2y  +kxy  =  0 (3) 

Ausserdem  hat  man:  xyz — K=0 (4) 

Durch  Subtraction  von  (1)  und  (2)  erhält  man 

^  —  y  •+-  kz  {x  —  y)  ==  0 
oder  {x  —  y)  (1  +  kz)  =  0 

Da  aber  aus     1  +  fcz  =  0  oder  Jk  = und  (1)  folgen  würde: 

z 

y  +  2z  —  y  =  0  oder  z  *=  0 , 

was  unmöglich  ist ,  so  muss  sein : 

X  =y. 

Mittelst  der  Gleichung  (3)  ergibt  sich  nun 

4 
4a:  +  kx'^  =  Q     fc  = 

X 
X 

also  nach  (2)  ar  +  2z  —  4^  =  0  ,  z  =  — 

3 

und  daher  nach  (4)  x  =  y  =  y2K 

also  z  =  \  y^2K 

Der  innere  Kaum  des  Behälters  bildet  somit  die  Hälfte  eines  'Wü    eis, 

3 

dessen  untere  Fläche  ein  Quadrat  vom  Inhalte  j4tK^  ist. 
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12)  Den  küraesten  Abstand    eines  Punktes   o- f  ß  Ton  einer  Carve 
y  =  /  {x)  zn  bestimmen. 

Au  f  1.     Soll  der  Ausdruck 

{^  -  «y  +  (y~  ßy 

ein  Minimum  werden  und  gleichzeitig  die  Eelation 

bestehen ,  so  erhält  man  aus 

«  =  (x  -  a)»  +  (y  -/?)«+  2fc  [y  —  f(x)]:  ' 

Durch  Elimination  ergibt  sich  daraus 

woiaus  hervorgeht ,  dass  die  in  Frage  stehende  Strecke  senkrecht  auf  der 
CuTve  steht  (vergl.  §.  68). 

13)  Den  kürzesten  oder  grössten  Abstand  zweier  in  einerlei  Ebene 
liegenden  Curven  zu  bestimmen. 

Aufl.  Bezeichnen  x  ,  y  die  Coordinaten  des  Endpunktes  der  Strecke 
in  der  einen  Curve,  ^^^  die  des  anderen  Endpunktes  in  der  zweiten  Curve, 
so  sind  y  und  vi  Functionen  bezüglich  von  x  und  t  und  es  soll  also 

u  =  {x-ty-\-{y-  ny 

ein  Minimum  oder  ein  Maximum  werden,  wenn  gleichzeitig  die  Bedingungen 
bestehen 

^  =/  (a:)  ;  1/  =  y  (?)        (a) 

Man  erhält  alsdann  aus 

u  -=  (x  -  ?)»  +  (y  -  ny  +  2fc,  [y  -f{x)]  +  2fcj  [i?  -  y  (?)J 

257 y  +  n  +  K-^ 

lese  4  Gleichungen  in  Verbindung  mit  (a)  genügen  zur  Bestimmung 

Unbekannten. 

lUs  den  zwei  ersten  Gleichungen  folgt  durch  Elimination,  von  k^ : 

n-y  —  7^^)(^-*) (^) 

^  laufenden  Coordinaten  ?  und  i;. 
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Aus  der  dritten  und  vierten  ebenso  durch  Elimination  von  k^ : 

wo  X  und  ^  die  laufenden  Goordinaten  bedeuten  mögen. 

Die  Gleichung  (l)  besagt,  dass  der  Punkt  {^  ,  ff)  in  der  Normale 
des  Punktes  (a? ,  y)  der  Curve  y  =/(a;)  liegt,  ebenso  (2),  dass  {x  ,  y)  an 
Punkt  der  Nonnale  des  Punktes  (?,i/)  der  Curve  »?==Sp(J)  ist.  (vergl.5.68.) 

Die  Gerade,  welche  die  zwei  Punkte  (x  ,  y)  ,  (ß ,  iy)  verbindet,  ist 
daher  eine  gemeinschaftliche  Normale  beider  Curven. 


Uk 


Achter  Abschnitt 


Theorie  der  ebenen  CnrveiiL 

A.    Für  rechtwinklige  Coordinaten. 

§.  66.    Lanf  der  Cnrven. 

Ist  ^  =  /  (x)  die  Gleichung  einer  Curve  und  man  lässt  die  unab- 
hängig Veränderliche  um  Jx  wachsen,  also  x  in  x^  übergehen,  so 
wird  sich  auch  y  um  Jt/  ändern.    Man  hat  daher 

Das  Richtungszeichen  von  Ji/  hängt  somit  lediglich  von  dem  der 
Differenz  /  (a?! )  —/{x)  ab  und  je  nachdem  diese  positiv  oder  negativ 
ist,  hat  die  Aenderung  von  x  eine  Zu-  oder  Abnahme  von  y  zur  Folge. 
Da  nach  der  Voraussetzung  x  im  Zunehmen  begriflfen,  also  aj^  — x^=Jx 
positiv  ist,  so  wird  y  auch  zu-  oder  abnehmen,  je  nachdem  der  Quotient 

Jy 

y  positiv  oder  negativ  ausfällt.    Nach  §.  7.  10.  kann  man  aber  Jx 
80  klein  annehmen ,  dass  -/-  und  -^  einerlei  Vorzeichen  haben.    Wir 

Jx  dx 

schliessen  hieraus  in  Verbindung  mit  Obigem  auf  folgenden  Satz : 

Die  Ordinaten  einer  Curve  werden  mit  wachsenden 
Abscissen  grösser  oder  kleiner,  je  nachdem  der  erste 
Differentialquotient  positiv  oder  negativ  ausfällt. 

merk.  Ebenso  ist  allgeinein  eine  Function  im  Wachsen  oder  Abnehmen  be- 
,  wenn  der  erste  Differentialquotient  für  den  betreffenden  Werth  von  x  positiv 
•"^gativ  wird. 

ist  man  demnach  die  Abscissen  von  x  =^  ahm  x  =  h  stetig 

IT  erthe  durchlaufen ,  so  können  die  entsprechenden  Ordinaten 

vom  Zunehmen  in's  Abnehmen  oder  umgekehrt  tibergehen,  wenn 

'er  erste  Differentialquotient  innerhalb  des  bezeichneten  Intervalles 
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sein  Zeichen  ändert  oder  unstetig  wird  DieCnlminationsponkte  finden 
daher  an  denjenigen  Stellen  statt,  wo  /'  (x)  sein  Zeichen  ändert,  also 
/'  (o?)  =  0  oder  unstetig  wird. 

§.  67.    ConvexitSt  nnd  ConcaTltät.    Wendepniikte  einer  Cnrve. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  in  welcher  Weise  das  Steigen  oder 
Fallen  einer  Curve  vor  sich  geht. 


Fig.  45. 


Fig.  46. 


0 


0 


a»  Ok.    Q.4 


Man  sa^t  eine  Curve  sei  gegen  die  Abscissenachse  in  dem 

^^  convex  °  ° 

Punkte  P  (Fig.  45  und  46),  wenn  dieselbe  in  der  Nachbarschaft  von  P 

ganz  innerhalb  des   ^       „    Winkels  liegt,  welchen  die  Tangente  des 

Punktes  P  mit  der  Abscissenachse  bildet. 

Um  dieses  analytisch  auszudrücken,  sei  x  die  Abscisse  von  P, 
X  +  h  diejenige  eines  benachbarten  Punktes  P^ ,  so  erhält  man  für 
die  Ordinate  dieses  Punktes  nach  dem  Taylor' sehen  Satze,  wenn 
sämmtliche  Bedingungen  der  Anwendbarkeit  desselben  erfüllt  sind  : 

/  (x)  +  Ä>  (x)  +  ^  /"  W  + . .  +  ^"  /^">  (^)  +  (~^i)!/^""^'^(^+^*)- 
Bemerkt  man  nun ,  dass  in  allen  Fällen 

SO  folgt  fttr  die  Ordinate  von  Pj  ; 

Ist  nun ,  um  sogleich  den  allgemeinsten  Fall  zu  behandeln ,  ftlr 
den  Punkt  P: 

r  (^) «/'"  w  = . . .  =/^"-^^  (^)  =  0, 

/^"^  (ar)  aber  nicht  Null,  wo  n  >  2 ,  so  ergibt  sich  für  die  Ordinat 
wo  man  h  so  klein  wählen  kann ,  dass  das  Zeichen  von 


ConTexltttt  und  CoDcavität.     Wendepunkte  einer  Curve. 


4. 
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mit  dem  2ieieheB  von    --,  /<"^  (x)  übereinstimmt.    Nun  sind  aber  zwei 


ni 


Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  nämlicb  n  gerade  oder  ungerade  ist. 
a)  Für  ein  gerades  n  wird,  h  mag  positiv  oder  negativ  sein,  die 


grösser 


positiv 


Ordinate  von  P.  f ,  .        als  U.Q.,  je  nachdem /^"Ux)  *^      ^      ist. 

^  kleiner  t    i '  j  ^     \  /  negativ 

Wir  schliessen  hieraus  : 

Die  Curve  kehrt  ihre  Seite  nach  unten,  je 

concave  •' 


uj  r.tn^  /  \  positiv      .    , 

nachdem   n""^  (x)  ^       ^.     wird. 

^      negativ 


Dieser  Satz  wurde  zwar  aus  einer  Figur  hergeleitet ,  in  welcher  y 
positiv  auftritt,  gilt  aber  nichts  desto  weniger  ganz  allgemein.  Denn 
verschieben  wir  die  Abscissenachse  parallel  mit  sich  selbst,  um  den 
Abstand  a  nach  unten,  bis  y  positiv  wird,  so  hat  man  f(x)  +  a  statt 
f{x)  zu  setzen,  während  dieWerthe  der  Differentialquotienten  dadurch 
keinerlei  Aenderung  erleiden. 

h)  Ist  n  ungerade,  so  ändert  -,/<'*>  (x)  mit  h  sein  Zeichen.    Die 

n  l 

Ordinate  des  benachbarten  Punktes  von  F  ist  daher  auf  der  einen  Seite 

von  P  grösser,   auf  der  anderen  kleiner  als   C\  Q^    und  die  Curve 

schneidet  somit  ihre  Tangente  in  P.    Man  nennt  in  diesem  Falle  den 

Punkt  P  einen  Wendepunkt. 


Fig.  47. 


Kg.  48. 


4 


^fi-       ^^1 


O.     fkt 


'  nachdem /<"Ka^)  ^^^^  IT    ist,  kehrt  die  Curve  ,.  ,        von    P 
•^      ^     negativ       '  hnks 

links 
-cave ,      ,     aber  die  convexe  Seite  nach  unten  (Fig.  47  u.  48.) 

/"  (x)  nur  bei  einer  Geraden  für  jeden  Punkt  gleich  Null  ist, 
^t  man  folgenden  Satz : 


^ 
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Eine  Curve  ist  nach  unten,  je  nachdem  /"  (x) 

concav  ' 

positiven  ^tr     xu  i.    x  ä\ 

einen  ^         ..         Werthhat.'^) 

negativen  ^ 

An  denjenigen  Punkten,  wo  die  Curve  den  Sinn  ihrer  KrümmuDg 
ändert,  mtlssen/"  (x  +  S)  und/"  (x  —  ä),  wo  S  und  «  unendlich  klein, 
verschiedene  Vorzeichen  haben;  geschieht  dieses  stetig,  so  wird/"(x) 
an  dieser  Stelle  Null,  im  anderen  Falle  aber  unstetig. 

Für  einen  Wendepunkt  ist  daher  /"  (x)  entweder  Null  oder  un- 
stetig. Aber  nicht  jeder  Punkt,  welcher  einer  dieser  Bedingungen 
genügt,  ist  ein  Wendepunkt. 

Um  hiernach  also  den  Lauf  einer  durch  ihre  Gleichung  y  ==  /  W 
gegebenen  Curve  zu  untersuchen,  bestimme  man  die  Intervalle,  inner- 
halb welcher  der  Reihe  nach  y  ,y' ,  y"  dasselbe  Zeichen  beibehalten 
und  die  Punkte,  wo  diese  Grössen  ihre  Zeichen  ändern  oder  unstetig 
werden.  **) 

Die  ersteUntersuchung  liefert  die  Schnitt-  und  etwaigen  Berührungs- 
punkte der  Curve  mit  der  Xichse,  sowie  die  Lage  der  Cui-ve  in  Bezug 
auf  diese  Achse,  die  zweite  lässt  auf  das  Steigen  und  Fallen  der  Curve 
und  deren  Culminationspunkte  schliessen  und  die  dritte  gibt  uns  über 
die  Krümmungsverhältnisse  und  etwaigen  Wendepunkte  Aufschluss. 


1)  Es  sei  3^  = 

Setzt    man   y 
Fig.  49. 


Beispiele. 
x^  —  9a:2  ^  2a:  -h  48 


0,    so 


die  Gleichung  einer  Curve. 
findet  man  für  die  4bsci88en  der  Durch- 
Bchnittspunkte  x^  ^  x^  f  x^  (Fig.  49)  der 
Curve  mit  der  Abscissenachse  die  Werthe 
Oxj  =«  —  2  ;  Oa:2  =  3  ;  0^:3  =  8.  Da 
femer  die  Curve  von  ir  =  —  oobi8ir  =  +  <>^ 
stetig  verläuft,  so  findet  man  leicht  durch 
Einführung  von  Zwischen werthen,  dass  deren 
Ordinate  von  a:=  —  00  bis  a:=  —  ^ 
negativ ,  von  a;  =fc  —  2  bis  a:  =i  3  positiv, 
von  fl?  =  3  Äw  X  =  8  negativ  und  endlich 
von  a:  =  8  bis  a:  =  +  00  positiv  ausfallt, 
die  entsprechenden  Curven stücke  also  bezüg- 
lich unter,  dann  über,  dann  wieder  unter 
und  endlich  über  der  Abscissenachse  li'*""n. 


•)  Der  Satz  wird  auch  oft  auf  folgende  weniger  einfache  Weise  auagedrüc 
Eine  Curve  wendet  der  Abscissenachse  die  concaye  oder  convexe  Seite  bu,  je 
dem  der  zweite  Differentialquotient   für  den   betreffenden  Curvenpnnkt  mit  der  er' 
chenden  Ordinate  das  entgegengesetzte  oder  gleiche  Zeichen  hat. 

**)  Bei  stetigen  Functionen  geschieht  das  erstere   bekanntlich    mittelst  des  1 
ganges  durch  Null. 


ConvexitäV  und  Concarität    Wandepunkt*  einer  Curve. 
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Um  die  Culminationspnnkte  A  und  B  zu  bestimmen ,  setee  man 


dx 


^x^  —  18a:  +  2  =  0 


so  findet  man  hieraus  x  =  OBy^  =  5,886  .  .  .  und  x  =  OA^  =  0,113  .. . 
Entwickelt  man  nun 


dx^ 


=  6a; 


18 


80  erkennt  man  hieraus ,  dass  die  Curve  von  a:  =  —  <x>  bis  a?  =»  §  concav, 
von  ar  =  8  bis  a:  =  +  oc  convex  nach  unten  ist  und  dass  in  dem  Punkte 
y  =  0  ,  ar  =  3  der  Sinn  ihrer  Krümmung  sich  ändert ,  dieser  Punkt  also 
ein  Wendepunkt  sein  muss. 

2)  Ist  (a:  -  ay  +  (y  -  ßf  =  r^ 

die  Gleichung  einer  Curve ,  so  hat  man 

V  ^  «,  __  ^  ■— ^ 
dx  y  —  ß 

A L_rn_wi 

^2—        y^ß\     ^\da;|J 


_  _J (y  —  /g)^  +  (ag  —  «)' 

'"     y-ß         (y  -ßT 

fi  Vif.  50. 

Die  Curve  ist  also  für  y  y>  ß  concav,  für 
y  <C  ß  convex  nach  unten,  wie  auch  solches 
schon  aus  den  Lehren  der  analytischen  Geo- 
metrie bekannt  ist,  indem  obige  Gleichung 
ausdrückt,  dass  die  betreffende  Curve  ein 
Kreis  (Fig.  50)  vom  Radius  r  sei,  dessen 
Mittelpunk  tscoordinaten  OB  und  BC  durch  a 
und  ß  bezeichnet  sind. 

§.  68.    Tantpente,  Subtangeiite ,  Normale,  Subnormale. 

1)  Ist  y  =  mx  4-  b 

die  Gleichung  einer  Geraden,  v^^elche  eine  Curve  y  =f{pc)  in  einem 
bestimmten  Punkte  Xy  ,  y^ ,  für  welchen  also  yi=f  (*i )  ist,  berühren 
BoU,  so  müssen  die  beiden  Gleichungen  bestehen: 


X     ^  dyx  *) 

y^  =  mx^  +  0  und  m  =  - -^ 


dx^ 

Durch  Einführung  der  Werthe  von  m  und  b  aus  vorstehenden 
f"'  '  '   Igen  in  die  erste  Gleichung  erhält  man 


dy,  ,  X 


(1) 


dy*  dy 

reh  -  -    wird  angedeutet,  dass  man  inenit  -     zn  bestimmen  und   im   gefnn« 
dxi  dx 

'^"te  x\  ,  y\  statt  x  f  y  vn  setzen  habe. 
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i.*' 


«': 


*♦-.  * 


^•-5>^ 


alsGieichungder  dieCurveimPunktear^,yj  berührenden 
Tangente: 

Um  diese  Gleichung  noch  in  einer  anderen  Form  darzustellen, 

setzen  wir  -  ,    -  statt  x  und  y,  wo  z  also  die  Längeneinheit  bezeichnet, 

z       z 

so  wird  die  betrefifende  Curvengleichung  homogen  (§.34).    Dieselbe 
sei  nun  ausgedrückt  durch  /  (a: ,  y  ,  r)  ==  0. 

Nach  §.  42  ist  aber 

f-+f/5^  =  0odert  =  -|^ 

ex        cy  äx  dx  cf 

dy 

und  wenn  wieder  x^  ,  y^  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  be- 
zeichnen, so  ergibt  sich  aus  (1)    ^ 


?/*) 


of 


(y-yi)^'+(---i)-^  =  o 


^y\ 


dx» 


wofür  man  auch ,  wegen  z  ==  ^,  =1  setzen  kann : 


(y-yi)2-  +  (^-^.)£  +  (-"-«.)lT  =  o 


oder 


^y\ 


dx^ 


CZi 


dx^  dy^  dz^ 

Nun  aber  ist  naöh  §.  34 : 


^/     .        cf    ,        cf 


'»  dx. 


^y\ 


1 


df     ,         df  df 

wenn  w  die  Ordnung  der  homogenen  Function /(jr  ,ytz)  angibt,  und 
da  X,  ,y^  ,  zi  ein  Punkt  der  Curve,  also  nf=0  ist,  auch 


dx. 


^y\ 


dz* 


0 


(u) 


die  gewünschte  Tangentengleichung. 


An  merk.     Für   den   Fall,   dass  x  und  y  Functionen   der  Unabhingigen  /  siadf 
also  x=  fp{t)  fV  =  %^  (t)  ist ,  hat  man 

dy 

-^  =  ^  =  y^O 

dx        dx        y'  (0 

~dt 
SU  setsen. 


•)  Durch  7^-  ,  ,r-  etc.  wird  angedeutet ,  dass  zuerst  tt-  ,  ~   etc.    tu    bestiL     lafi 
CJii     cy\  cx     cy 

und  in  den  gefundenen  Werthen  x\  ,  y\,  etc.  statt  x  ,  y  etc.  zu  setzen  sei. 


r 
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Ist  f{x,y)=^0  die  Gleichung  der  Curve ,  so  folgt : 

^L  +  ^l  ^  =  0, 

dx        dy  dx 

also  nach  (1)  für  die  Gleichung  der  Tangeute : 

2)  Es  sei  femer  y  =  m^x  +  b^ 

die  Gleichung  einer  zur  Tangente  y  =  mx  +  b  senkrechten  Geraden, 

80  ist  bekanntlich  m.  = und  wenn  die  Senkrechte  durch  den 

Berührungspunkt  x^  ,  y^  der  Tangente  geht ,  auch  noch 

1 

y^  =  m^x^  +  ^  =  —  --  ^1  +  ^  , 

also  ^1  =*  ^1  H —  ^\* 

Durch  Einführung  der  Werthe  von  m^  und  b^  in  obige  allgemeine 
Gleichung  folgt: 

und  wenn  man  endlich  m  »»  p-  setzt,  erhält  man: 

dx^ 

als  Gleichung  der  Normale*)  des  Punktes  a:,  ,y,: 

3)  Setzt  man  in  (1)  und/2)  y  =  0,  so  wird  bezüglich 

dx.        j  dy. 

—  X  +  ^1  =  3^1    ^^^<i  x  —  x^-=-y^    —  Fig.  50a: 

oder  (Fig.  50a)  für  den  Berührungspunkt  x^  ^y^ : 
Subtangente  5C**)  =  V.    -^    .    (3) 

Subnormale  CZ>***)=y,f^    .    (4) 

Da  femer 

?B  =  VpC^  +  BC^  und  PD  =  VpC^  +  CD^ 
80  erhält  man  durch  Einführung  der  betreffen- 
den Werthe : 


*)  D.  i.  die  im  Berührungspunkte  sut  Tangente  senkrechte  Gerade.  Die  Länge 
da  jale  wird  duroh  den  Berührungspunkt  und  ihren  Durchschnittspunkt  mit  der 
Ah  lachse  bestimmt 

Die  Subtangente  eines  Punktes  ist  die  vom  Fusspunkte  der  entsprechenden 
On  »•«  und  dem  Durchschnittspunkte  der  Tangente  mit  der  Abscissenachse  begrenzte 
8tc  e.  Dieselbe  ist  hiernach  positiv,  wenn  sie,  vom  Fusspunkte  der  Ordinate  gerechnet, 
im      —^  der  negativen  2 Achse  liegt. 

Die  Subnormale  ist  die  vom  Fusspunkte  der  entsprechenden  Ordinate  und 
dei  chsehnittspunkte    der    Normale    mit    der    Abscissenachse    begrenzte     Strecke. 

JDu    Ibe  ist  also  positiv,  wenn  sie,  vom  Fusspunkte  der  Ordinate  gerechnet,   im  Sinne 
dei        'üven  ^Achse  liegt 

'    Oiff.-s  and  Int.-Rechnung.  14 
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TangeDte*)P^  =  yj|/l  +  l^^j' (5) 

Normale    ^^  =  ä^i  j/l  +  ^jF  *    .....    (6) 

4)  FOhrt  man  statt  der  Coordinaten  x^  ^y^  eines  bestimmten 
Punktes  die  laufenden  Coordinaten  x,y  ein,  so  erhält  man  ganz 
allgemein : 

Subtangente  =y-\ (7) 

Subnormale    =y  - (8) 

dx 

Tangente        =  y  J/i  +  ( Jj\    .    .    .    (9) 
Normale  =yl/l  +  ftf  ....  (10) 

Beispiele. 

1)  Ist  y'^  -\-  x^  =  r^  die  Mittelpunk tsgleichang  eines  Kreises  vom 

Radius  r ,  so  hat  man  der  Eeihe  nach : 

dx  'u  y  f* 

Subtangente  =y   —  =^  .  —  -  =  — -  -  =  o: : 

dy  XX  X 

Subnormale   =  y -f  =s:  —  x\ 

^  dx '. 

Tangente         =  y  |/  1  +  "ö  =^  ^  .  -; 

f  X*"  X 

Normale  =y|/lH i=^r. 

2)  Da  ^^  =  px  die  Gleichung  der  gemeinen  Parabel  ist,  so  hat  man 
dafür : 

2v        2v^ 
Subtangen  te  =  y  --  ==  -^  =  2x: 

P  P 

P         P 
Subnormale   ■»v--  =  -^; 

2y        2  ' 


V 


Tangente         ^  y  \/  i   +  _^  = /pa>  +  4^.2; 


I/'-^=l/^ 


.2 
Normale 

4 


3)  Die  Mittelpunktsgleichung  der  Ellipse  ist  bekanntlich 

♦)  Die  TaBgent«  wird  vom  Berührungspunkte   bis   zum  Durchschnitt    roit    der     ib- 
scissenachse  gerechnet. 
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Hieraua  folgt: 


and  man  hat  daher: 


dy  V^x 

dx  ahf 


Subtangente  =  — 


Subnormale    = s  ar; 


r 


«  — a« 


X 


X 


X 


Tangente 


-y]/ 


1     + 


aV*^ 


y 


b^x^        hx 


j/a*  —  {a}  —  b^)  x' 


bx 


4    ^2^2  . 


Normale 


->]/ 


^     ,     ft*a7*         b     ,—. ^r^ 


4)  Ist  a^^  —  Ä^a;^  ■=»  —  a^b*^  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  so  findet 
man  wie  oben : 

Subtangente  ==  x : 

•  X 


Subnormale 

Tangente 

Normale 


2  ^  J 


a 

y 

bx 
b 

2 


=  f  -  ^-'- 


2^2  _ 


a' 


=  -^  ^c^x^ 


a*. 


a 


Fig.  1. 


§.  69.    Asymptoten. 

Eine  Linie  AB  (Fig.  51)  heisst  eine 
Asymptote  derCurve  MN^  wenn  der  Abstand 
PC  eines  Curvenpunktes  immer  kleiner  wird,  je 
entfernter  man  den  Punkt  annimmt ,  d.  h.  wenn 
flir  X  oder  y  oder  beide  zugleich  unendlich, 
hn  PC  =  0  ist. 

Die  Asymptote  ist  eine  Tangente, 
deren  Bertthrungspunkt  unendlich 
weit  vom  Coordinatenanfang  liegt. 

Denn  ist  y  =  mx  +  J  die  Gleichung  einer  Asymptote ,  so  ist  der 

Abstand  des  Curvenpunktes  ar^  ,yj  von  derselben  =  yi_^-?^i-_ — / 


"^n  die  Gleichung  des  Perpendikels  ist 

y  —  yi  = (a:  —  x\). 


^\  +  w^ 


E 


m 


.<».  uiA&  ans  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  yf=  mx  ■\-h  die  Veränderlichen 
~o  erhält  man  fUr  die  Goordinatan  des  Perpendikelfusspunktes : 
a?i  -J-  my\  —  mh  mx\  +  m  yi  +  * 

*  (*  —  «i)  +  (y  —  yO*  =  j»* 

a  •*  obigen  Ausdruck  f&r  den  Abstand  p, 

14* 


'^Ir^*'"""*'^-.'^^-»* 


ii- 


!S. 


Ki: 


%t': 
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9/     ■  —  ■■  ftix     ——   h 

Da  nun  Um  ^^    . t_  —  =  0  sein  soll,  m  aber  endlich  ist,  so  ist 


Vi  + 


m' 


lim  {y^  —  mx^  —  5)  =  0 
oder  y^  —  mx^  —  6  =  «, 

WO  6  sich  mit  wachsendem  x^  und  y^  der  Null  nähert.    Hieraus  folgt: 

y^  =  mx^  +  6  +  f (1) 

oder 


y^^m^'-^ 


X* 


Xa 


und  es  ist  somit 


y\  _ 


lim^-^  =  m. 


X, 


Da  aber  ^^  unter  der  Form  —  erscheint,  so  hat  man  für  x, = oc 

X.  <x> 


nach  §.  55 : 


,.     dx,         _.    y* 

Itm  — *  =  hm  ^^  =  m 


X. 


(2) 


1 


Ferner  folgt  aus  (1) : 

h  =  y^  —  mx^  —  ff  =  Um  (yj  —  m^t^ ) 

y\ 


m 


=  Am 


a?4 


x* 


m 


0 


oder  da  -—  für  x^=oo  unter  der  unbestimmten  Form  -  erscheint, 


x* 


indem    Um  -  =  m ,  der  wirkliche  Werth  aber  nach  §.  54 : 

Z'T' — 


—  !/i—  ^m  ist, 


x* 


b  =  Um  {y^  —  x^y^*) (3) 

Die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  x^  ,  y,  gehenden  Tangente 
ist  aber  nach  §.  68  (1) 

oder  y  —  ^\  +  y\  —  ^xVi 

also  für  arj  =  oc, 

y  =  x  Umy^*  +  lim  (y^  —  x^y^*) 

oder  nach  (2)  und  (3) 

y  =  ?)ix  4~  ^ 


J 
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d.  i.  die  Gleichung  der  Asymptote.  Wie  wir  hieraus  zugleich  er- 
sehen, ist  die  Asymptote  nur  dann  die  Grenze  der  Tangente,  wenn  y/ 
und  yj  —  a^iVi'  für  a:,  =00  bestimmte  Werthe  annehmen. 

Aus  Vorstehendem  ergibt  sich  zur  Bestimmung  der  Asymptoten 
einer  Curve  folgendes  Verfahren : 

Man  führe  zuerst  in  der  allgemeinen  Tangenten- 
gleichung 

wo  x^,y^  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  be- 
zeichnen, für  y,  den  betreffenden  Werth  aus  der  vor- 
gelegten Curvengleichungy  ==/(a;)  ein  und  lasse  alsdann 
in  der  resultirenden  Gleichung 

Xf  unendlich  gross  werden.  Nähern  sich  hierbei  die 
Ausdrücke 

bestimmten  Grenzen  m  und  5,  so  ist  y  ==  ww?  -f-  *  die  Glei- 
chung der  Asymptote. 

Anmerkungen.  1)  Geht  die  Asymptote  parallel  zur  Ordinatenachse ,  so  kann 
dieselbe  natürlich  auf  dem  angegebenen  Wege  nicht  gefunden  werden.  Man  hat  in 
diesem  Falle  die  Tangentengleichung  nach  x  aufzulösen  und  dann  analog  wie  vorhin 
n  verfahren. 

2)  Es  ist  klar,  dass  man  als  Tangentengleichung  auch  die  Form  (la)  des 
§.  68,  1.  wählen  kann. 

3)  Dass  der  Curye  eine  zur  Ordinatenachse  parallele  Asymptote  entspricht,  er- 
keant  man  auch  daraus,  dass  tOi  z  =  Xi  y  =  cx>  wird. 

Beispiele. 
1)  Um  zu  untersuchen ,  ob  die  Hyperbel ,  deren  Mittelpunktsgleichung 
^  —  ^2  ^^^  1  i^^  9  Asymptoten  hat ,  bestimme  man  zunächst  mittelst 

^L  ^  ^ 

die  '^i'*''»hung  der  im  Punkte  x^  ,  y^  gezogenen  Tangente.  Nach  §.  68,  (1) 
od  )  erhält  man  dafür : 

od  ?5.  _  ?2i  «=  1 


x^        y^ 


c?        i*    x^ 


a:, 
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oder,  wenn  man  aus  obiger  Hyperbelgleiohung  den  Weith  von 

yi  =  ± -  / V^«^ 

bestimmt  und  darnach  in  (a)  einführt, 

a^  —  ab    y  x^i        ar/ 

Setzt  man  nun  hierin  x^  =  oo ,  so  resultirt 

«*  —  ab 
oder 

als  Gleichung  der  Asymptoten. 

Man  ersieht  hieraus ,  dass  sowohl  für  a?  =  a ,  als  auch  für  a:  ==  —  a 
die  Ordinate  y  «=  +  6  wird  und  kann  'somit  die  beiden  Asymptoten  leioht 
construiren. 

Da  für  x  »=  0  auch  y  «s  Q  ist  und  umgekehrt ,  so  schneiden  beide 
Asymptoten  einander  im  Mittelpunkte.. 

2)  Um  das  Blatt  des  Descartes,  dessen  Gleichung 

y^  -\-  x^  —  daan/  i«  0 

ist,  auf  Asymptoten  zu  untersuchen,  setze  man  zunächst^}  c=  marj, 

also 

x^(l  +m^)  —  Sam  =  0 

oder 

^     ,       «        Bam 
1  -j-  m-^  = 

so  folgt  hieraus  für  x^  =  oc  ,  m  =  —  1  und  somit  ist  in  diesem  Falle 

Vi  =  —  a?, . 
Danun  jj^j^ay^-x,^ 

also 

J  V**"!  /  '*'l        J  9  9 

und  für  x,  =  oo 


y^^  —  oaTj  a?|^  —  flu:, 

wird ,  so  hat  man 

y  =  —  x  —  a  oder  y  +  a?  +  «  =  0 

als  Gleichung  der  gewünschten  Asymptote. 
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§.  70.    Osculation  der  Cunen. 

Fig.  52. 


1)  Sind 
y  =  f(x)  und  y =y  (x)  die 
Gleichungen  zweier  Curven 
C,  und  C\  (Fig.  52),  wo  x 
dieAbscisse  des  den  beiden 
Curven  gemeinschaftlichen 
Punktes  P  bezeichnet  und 
lässt  man  o?  um  QQ^  ==  A 
sich  ändern  y  so  erhält  man 
nach  §.  50  fttr  die  betreffen- 
den Ordinaten : 

P^Q^  =  f(x  +  h)  =/(a:)  +  Ä/'  (x)  +  ^^ /"  (o:)  +  .  .  . 
P,Qj  =fp(x  +  h)=  ip(x)  +  h(p'  (x)  +  ^  <^''  (o;)  +  .  .  . 


w^-=~~^ 

s 

^■^ 
^ 

^ 

«.                                    «>                «4 

" 

n! 


y(«+i)(a,_j_  ^^Ä) 


(«  +  1)1 

Es  ist  somit,  da/  (x)  =^  q>  (x),  die  Differenz  beider  Ordinaten  oder 


P.P, 


Ä» 


und  dieselbe  hat  daher  die  Form 

Ah  +  Bh^+  CA»  +  .  .  .  +  A4»  +  ZÄ^+i 
\foA,B,C,...K,L  endlich  sind. 

Wenn  nun  beide  Curven  C^  und  C^  in  P  eine  gemeinschaftliche 
Tangente  haben,  also  /'  (x)  =  y'  (a?),  oder  -4  =  0  ist,  so  sagt  man 
dieselben  gehen  mit  einander  eine  Berührung  der  ersten  Ord- 
nung ein.  Ist  ausserdem  noch  /"  (x)  =  y"  (a),  also  ^4  «=  -ß  =  0, 
80  besteht  zwischen  C^und  C2eine  Berührung  zweiter  Ordnung. 
Sind  allgemein  die  n  ersten  Differentialquotienten  einander  gleich ,  so 

lan  eine  Berührung  nter  Ordnung. 

Besteht  nun  zwischen  den  Curven  C\  und  C^  eine  Berührung 
v-Jten  Ordnung,  so  lässt  sich  keine  dritte  Curve  C3,  deren 
jhung  y  =  1//  (x)  sei,  angeben,  welche  den  Punkt  P  mit  den  beiden 
-en  Curven  C\  und  C^  gemeinschaftlich  hätte  und  deren  Ast 
die  beiden  Aeste  dieser  Curven  fiele,  wenn  nicht /'(a;)«=»i/^'(a:) 


'on 
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ist.    Denn  die  Ordinatendifferenz  PyP^  hat  die  Form 

A^h  4-  B^h^  +  C^Ä»  +  . .  .  +  ä;ä«  +  /yjÄN-i 
nnd  da  dieser  Ausdruck  fllr  ein  hinreichend  kleines  h  nach  §.  4, 11. 
dasselbe  Zeichen  wie  A^hy  oder  da  h  positiv  ist,  wie  A^  hat,  so  müssen 
wir  bei  Zugrundelegung  unserer  Figur  A^  als  positiv  annehmen  und 
wegen  P,P^  <  P,P^ 

setzen : 

A^h  +  B^h^  +  .  .  .  +  ÄjÄ«  +  L^Ä«+^  <  5ä2  +  .  .  .  4-  ÄÄ*  +  LÄ»+* 
wo  Bh'^  aus  demselben  Grunde  wie  vorhin  A^h  positiv  zu  nehmen  ist 
Hieraus  würde  aber,  da  h  positiv,  folgen: 

A^+  B^h+.,  .+  ä;ä^i  +  L^h*"  <Bk  +  .  .  .  +  Kh""-^  +  M- 
oder    A^<{B  —  B^)h  +  {C—  C^)  k^  +  .  .  .  +  {L  —  L^)  Ä", 
was  nach  §.  4,  12.  für  hinreichend  kleine  h  unmöglich  ist.    Es  kann 
somit  /'  (x)  —  xfj'  (x)  nicht  von  Null  verschieden  sein. 

3)  Ebenso  lässt  sich  zeigen,  dass,  wenn  C,  und  C^  eine  Be- 
rührung zweiter  Ordnung  mit  einander  eingehen,  sich  zwischen  beiden 
keine  dritte  Curve  C^  durchziehen  lässt ,  die  mit  beiden  den  Punkt  P 
gemeinschaftlich  hätte ,  wenn  nicht  zugleich  f*  (x)  =  yj'  {x)  und 
/"  (x)  =  1/;"  (x)  ist.  Analog  gilt  dieser  Satz  für  eine  Berührung 
dritter,  vierter, . . .  nter  Ordnung. 

4)  Gehen  zwei  Curven  Cj  und  C^  eine  Berührung  wter  Ordnung 
mit  einander  ein ,  so  hat  der  Werth  des  Abstandes  beider  Curvenäste, 
parallel  zur  Ordinatenachse  gemessen ,  die  Form 

und  da  dieser  Ausdruck  flir  ein  hinreichend  kleines  h  nach  §.  4, 11. 
dasselbe  Zeichen  annimmt  wie  LA"+^ ,  so  ersehen  wir  hieraus,  dass  für 
ein  ungerades  n  die  Curve  C^  in  unmittelbarer  Nähe  der  Berührungs- 
stelle  beiderseits  derselben  auf  einerlei  Seite  der  Curve  C^  liegt,  fllr 
ein  gerades  n  dagegen  die  Curve  C^  die  C^  berührt  und  schneidet 
indem  nämlich  beziehungsweise  +  ^  in  jeder  geraden  Potenz  einerlei, 
in  jeder  ungeraden  aber  verschiedene  Zeichen  erhält. 

Ist  daher  die  Berührung  zweier  Curven  voÄ  gerader  Ordnung, 
so  findet  mit  der  Berührung  zugleich  ein  Durchschneiden  beider  statt 

5)  Kennt  man  die  Curve  C^  nur  der  Gattung  nach,  nicht  aber  ""h 
in  ihrer  Gleichung  auftretenden  Constanten,  so  kann  man  diese  imi  r 
so  bestimmen ,  dass  eine  Berührung  mit  einer  gegebenen  Curve  erz  t 
wird,  deren  Ordnung  um  Eins  kleiner  ist,  als  die  Anzahl  derConsi 
ten  in  der  Gleichung  der  Curve  C^;  denn  es  lassen  sich  in  diesem  Fi  \ 
stets  so  viel  Gleichungen  aufstellen,  als  man  Constanten  zu  em 
teln  hat. 
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6)  Die  Berührung  einer  Curve  y  ^=^  (p  {oc)  mit  ihrer  Tangente 
y^  f{x)  ist  im  Allgemeinen  von  der  ersten  Ordnung  und  die  Curve 
liegt  in  unmittelbarer  Nähe  des  Berührungspunktes  ganz  auf  derselben 
Seite  der  Tangente.  Zwischen  dieser  und  der  Curve  kann  alsdann 
nach  Obigem  keine  Gerade  hindurchgehen.  Wird  auch  noch 
/"  (xj)  =  y"  {x^)  oder  da  f*  (x^)  *=  0  ist,  <  (x^)  =  0,  ist  aber 
y"'(x|)  nicht  Null,  wo  x^  die  Abscisse  des  Berührungspunktes  be- 
zeichnet, so  ist  die  Berührung  der  Tangente  von  der  zweiten  Ordnung 
und  die  Tangente  schneidet  und  berührt  zugleich  die  Curve.  Der  be- 
treffende Punkt  ist  dann  ein  Wendepunkt  (Fig.  47  und  48).  Wir 
haben  bereits  in  §.  67,  6.  die  Eigenschaft  eines  Wendepunktes  kennen 
gelernt  und  sind  nun  im  Stande  allgemein  zu  bestimmen,  ob  einer 
Curve  an  einer  bestimmten  Stelle  ein  solcher  entspricht  oder  nicht.  Da 
nämlich  ftir  die  Tangente  y  =  /(x)  alle  höheren  Differentialquotienten 
ab  der  erste  Null  sind,  so  wird  nach  dem  oben  Mitgetheilten  der  Curve 
jf «  qp  (x)  im  Punkte  x^  ein  Wendepunkt  zukommen,  wenn  überhaupt 
dafür  die  2n  ersten  Differentialquotienten  von  y  (x)  Null  sind,  der 
(2n  +  l)ie  aber  nicht  Null  ist.  Hiemach  lassen  sich  nun  leicht  die 
Wendepunkte  einer  Curve  bestnnmen.  Man  setze  nämlich  zuerst 
^"  (x)  ™  0,  bestimme  hieraus  x  und  untersuche,  wie  viele  der  nun  noch 
folgenden  Differentialquotienten  fttr  diese  Werthe  von  x  Null  werden. 
Ist  der  erste  nicht  Null  werdende  von  ungerader  Ordnung ,  so  ent- 
spricht dem  gefundenen  x  ein  Wendepunkt. 

Nach  §.  67, 2.  müssen,  wenn  x  =»a?j  einem  Wendepunkt  entsprechen 
soll ,  tp"  (x  -f-  h)  und  y "  {x  —  Ä),  ftir  h  beliebig  klein,  Werthe  mit  ver- 
schiedenen 2jeichen  liefern ,  wornach  der  gefundene  Werth  ebenfalls 
geprüft  werden  kann. 

Die  Wendepunkte  liefern  somit  eine  Berührung  der  2ten,  4ten, . . . 
2nten  Ordnung. 

Beispiele. 

1)  Es  sei  y=/(x)  =^  ax-^-ß  die  Oleichung  einer  Geraden,  fi  =  (p(S) 
^e  irgend  einer  Curve.  Soll  nun  jene  Gerade  diese  Curve  in  einem  be- 
stiininten  Funkte  x^  ,  y^  berühren ,  so  muss  nach  Obigem 

yi  =/  (^i)  =  ax^+  ß^(p  (arj) 
and 

/'  fa;,)  =  ff*  (oTi)  oder  a  =  (p'  {x^) 
*!•<         ^  y^  —  x^cp*  (a?|)  sein. 

Allgemeine  Gleichung  der  berührenden  Geraden  ist  somit : 

y  =  x(p*  (.r,)  +  ^1  —  x^9*  (^i) 
ode 

y—yv  —  SP' (^i)  [^  —  a:j] 
wai  *>8  (1)  übereinstimmt. 
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2)  Ist  y  =s  x^  die  Gleichung  einer  Curve ,  so  wird 

y  =  Zx^ ;  2/"  =  6^  ;  f  =  6 
und  da  aus  ^"  =*  6a;  =  0  ,  a:  =  0  folgt ,  dafür  aber  y***  nicht  Null  wird, 
so  ist  a;  =  0  ,  y  =  0  ein  Wendepunkt  und  weil  dafür  y  ==  0,  die  Ab- 
scissenachse  die  Tangente  im  Wendepunkte. 

8)  Ist  y  ='  a?^ ,  so  ist  ebenfalls  a:  «=»  0  ^  y  =  0  ein  Wendepunkt,  weil 
dafür  y  «=  y"  =  y'"  =  /^^  =  0 ,  aber  y^  =  120  wird. 

4  j  Die  Gleichung  einer  Curve  sei : 


X 


8 


^  +y  ==  0, 


man  soll  den  Lauf  derselben  untersuchen. 
Aufl.     Bestimmt  man  zunächst 

x^ 

so  ersieht  man  hieraus ,  dass  negativen  x ,  positive  Ordinaten  entsprechen. 
Für  0  <[  a;  <  1  wird  y  negativ ,  für  a;  >  1  dagegen  positiv.  Setzt  man 
a?  =  1  +;  0,  so  folgt:  y  ***  Hb  <». 

Die  Curve  besteht  somit  aus  zwei  Theilen,  welche   zu  beiden  Seiten 

der  im  Punkte  a;  =  O^  «»  1  (Fig.  53) 
zur  Ordinatenachse  gezogenen  Parallelen 
B  C  liegen.    Entwickelt  man 
dy^_  x^  {2x  —  3) 

dx~      (a:—  1)2~"' 
^«.  2a?  {x-  —  3a;  +  8) 

da7'2"*         {x—iy        ' 

d^y  —  6        • 

^""  {x  —  1)** 

so  ergibt  sich,  da -"^  dasselbe  Zeichen 

wie  X  {x  —  1)  hat,  also  positiv  ist  für 
a:  <C  0  und  a;  >  1 ,  negativ  aber  fdr 
0  <  a:  <  1 ,   dass  die  Curve  stets  die 


j 


oonvexe    Seite   der    Abscissenachse    zukehrt.      Setzt    man 

erhält  man  für  x  Null  und  zwei  imaginäre  Werthe.     Da  für 

d?y 


SS  0,    80 


a?  =  0, 


dx^ 


—  6 


also  nicht  Null  wird,  so  ist  a:  =  0  ,  y  =  0  einWendepunkt  und  wegen 

, -  =  0  für  X  =  0,  ist  die  Abscissenachse  Tangente  in  diesem  Punkte, 
dx 


Da  femer 


dx 


oo  wird  für  a:  =  1,  so  ist  die  Ordinate  J5  C  eine  Asi 


dv  3 

zu  beiden  Curventheilen  und  wegen   --  =  0  für  a?  =  ^r,  ist   die  'ij 

dx  L 

3  27 

im  Punkte  ä:  =  -  ,  y  =  — -  oder  des  Punktes  D  parallel  zur  Ab^ , 

achse.     Fassen  wir  die  gefundenen  Besultate  zusammen,  so  ergibt  c' 
die  Curve  der  durch  Fig.  53  dargestellte  Lauf. 


tote 

ente 

sen- 
fui 
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5)  Die  Gleichung  einer  Curve  heisst 

Qcy  (x  —  1)  +  oo?  -j- 


y  —  a 


0 


(1) 


wo  a  ein  positiver  Parameter;  man  soll  den  Lauf  derselben  nntersuchen. 
Aufl.     Aus  der  vorgelegten  Gleichung  folgt: 


a 


y  = 


X' 


(1  —  2a:) 


X  -f" 


(2) 


und  da  hiemach  y  «=  0  wird  für  ar  =  +  oo ,  so  ist  y  «=  0  d.  i.  die  Absois- 
«enachse  OX  (Fig.  54)  eine  Asymptote  unserer  Curve  (2).     Weil  fernoT 

:^2  _  ^  +  I  „  (^  _  1)2  4.  I 

10  wird  y  niemals  unendlich. 

Betrachten  wir  nun  zuerst  den  Theil  der  Curve ,  welchem  in  der  Glei- 
ehuog  (2)  positive  x  entsprechen. 

Da  y  positiv  oder  negativ  ausfällt,  je  nachdem  o?  ^  7  und 

dy  a  {pc^  —  a?) 

dx         (a:^  —  a:  +  -J")^ 

^  -  "*  (1  -  2ar)  (x^  —  a:  —  \) 


dx^ 


(x^-x  +  i)3 
a 

^  (X^—X  +  i)3 

—  2a  

~  {x^  —  x  +  \y 

80  folgt,  dass  die  Curve  (2)  im 
enten  Quadranten  für  jeden  Werth 
von  X  >^  1,366  . . .  der  Abscissen- 
achse  die  convexe ,  sowie  fiir  jedes 
X  <  0  ,  5 ,  der  Achse  x  die  eon- 
eave  Seite  zukehrt,  während  für 
alle  Werthe  von  x,  für  welche 
0,5  <  a:  <  1  /366,  die  concave  Seite 
gegen  die  JiAchse  OJTgerichtet  ist, 
indem  im  ersten  Falle  die  Ordina- 
ten  einerlei ,  im  zweiten  und  drit- 
ten aber  entgegengesetzte  Zeichen 
mit  dem  zweiten  DiiFerentialquo- 
tif  '     annehmen. 


(1  -  2a;)  ((a.  ~  4)^  -  i) 

(a:  — 0,5)(a;-^l,366,.)(^+0,366..) 

Fig.  54. 


(L 
dj 


"^n  wir  X  negativ  voraus ,  etwa  a?  =  —  a:j »  so  wird 
2a 


+  ^i  +  4)' 


(ar^  +  0,5)  (a^i  +  1,366  . . .)  {x^  —  0,366  .  . .) 


.  ahnliche  Betrachtung  wie  vorhin  lehrt ,  dass  die  Curve  dera^Aohse 


tave 


••*xe 


Seite  zukehrt,  je  nachdem  Xy  ^  0,366. 
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Die  drei  Funkte 

(x  =  I  ,  y  =  0)  ;  {x  =  x^ 


a 


1,366  ,  y,  =  ^  (1  -  2*,)) 


a 


und       (a?  =  arg  =»  —  0,866  ,  y^  =  g  (^  ""  ^a:^)), 

welche  in  gerader  Linie  liegen ,  sind  die  3  Wendepunkte  der  Curve  dritten 

Grades. 

dy 

=  0 ,    so   folgt  a;  =»  0  oder  x  = 


Setzt  man 


dx 


1  und  da  -r^j  nega- 


tiv oder  positiv  ausfallt,  je  nachdem  man  darin  o;  =  0  oder  1  setzt i  so  ent- 
spricht dem  Funkte  x  =  0  ein  Maximum ,  dem  o;  =  1  ein  Minimum. 

Da  das  Wachsen  und  Ahnehmen  von  y  nur  von  dem  Zeichen  des  Aus- 
druckes x^  —  X  s=B  X  {x  —  1)  abhängt,  so  erkennt  man  sofort,  dass  y 
wächst ,  wenn  x  von  1  bis  oo  zunimmt ,  dagegen  abnimmt  von  o;  «=%  0  bis 
a?  e»  1.  Für  negative  x  nimmt  y  stets  ab ,  ohne  je  negativ  zu  werden.  Die 
Curve ,  weiche  der  Gl.  (2)  entspricht ,  hat  hiemach  die  in  Fig.  54  daj^ 
gestellte  Form. 

6)  Die  Curve,  deren  Gleichung 

8a?  —  2 

^~7x^—  lex  +  13 
ist ,  zu  discutiren. 

A  u  f  1.     Da  der  Gleichung 

7x^  —  16ar  +  13  =  0 

nur  imaginäre  Werthe  entsprechen ,  so  kann  y  für  einen  endlichen  Werth 
von  X  niemals  unendlich  werden.  Für  x  =  ^oo  wird  aber  y  =»  0  und 
es  ist  somit  die  Abscissenachse  eine  Asymptote  der  Curve. 

Für  a:  >  4  wird  y  positiv ,  für  x  <C^^  und  jeden  negativen  Werth 
dagegen  negativ ,  für  a;  ==»  |  aber  NulL 

Bestimmt  man  nun 

1^   dy  _     —  3^2  +  4ar  +  1 

7 


dx         (7a;2—  16r  +  13)3  » 
1^  dV  _  (x.+  1)  (x  —  1)  (x  — J) 


294<Är2 


dy 


{7x^  —  16a:  +  13)2 


so  folgt  aus  ~  =  0  ,  a:  =  I  +  I  y^7    oder    x^  =  1,5486 


.  •  .  • 


und 


arj  =  —  0,2152  und  da  ^  för  ^  =  1,6486  negativ,  für  a:  =  —  0,215 . . 

aber  positiv  ausfallt,  so  wird  y  für  jenen  Werth  ein  Maximum,  für  diese      n 

cPy 
Minimum.     Weil  femer  —^  für  die  3  Punkte 


X 


'^  36  ' 


i^y  =  j;^=2fy  =  g^ 


Null  wird ,  so  hat  die  Curve  diese  drei  Funkte  als  Wendepunkte.  Wie  . 
sich  leicht  überzeugt,  liegen  diese  drei  Funkte  in  einer  Geraden,  de 
Gleichung  ' 


n 

n 
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2'  =  ^*+^"**) 

Nehmen  wir  nun  x  positiv,  so  hat  -7^  einerlei  Zeichen  mit  (a? — 1 )  {x — 2) 

und  wird  daher  für  a:>2  sowie  für  a;<l  positiv,  für  l<a:<C2  negativ; 

iflt  aber  x  negativ,  so  wird  — \  positiv,  wenn  der  Absolntwerth  von  a»<;  1, 

Fig.  55. 


dagegen  negativ ,  wenn  dieser  ^  1  ist.  Die  Curve  ist  hiemach  bezüglich 
ihrer  Convexität  nnd  Conoavität  bestimmt  und  wir  erhalten  den  durch 
^.  55  dargestellten  Lauf  derselben. 


§.  70a.    Aufgaben  zur  Vebmig. 

1)  Die  Gleichung 


y 


%x 


zu  discQtiren. 


3a;^+  1 


Anfl.    \  ^ 

3    dx 


r 


_8a;2  —  1        1    (Py 


18a?(a?  +1)  (^  —  1) 

»cißsenachse  ist  Asymptote.    Für  x  «a  -^  =  0,577  ist  2^  ein 

r  3 

nin  setzt  man  in  der  Qleichung  y  =^mz  '{^  b  suent  y  ^=  -j  t  ^  ="  \t  dam 

7  t 

X  t^2  und  bestimmt  ans  beiden  Oleiohungen  m  »«  -^  ^  3  »=:  .-^  go  genügt  der 

OD  10 

7        .     t  5 

y  «=  i»^  a:  -|-  -  auch  der  dritte  Punkt  y  =  —  ^  i  ^  "^  —  ^  • 


36 


18 


36 


it. 


■1. 


Sf'.r 
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Achter  Absohnitt 


1 


1 


Maximum,  für  a?  =  —  -^-  = 

Fig.  56. 


Aufl. 


-i- 


-7x2  +  X2ar 


(a:2  —  3x  +  2)'^  '  2    da:^ 
Pig.  57. 


0,577  ein  Minimum.  Die  drei  in  einer 
Geraden  liegenden  Punkte: 

(x  =  0,y  =  0),(a:  =  l,y  =  |), 

(x  =  —  1  ,  y  e=»  —  f.)  sind  Wende- 
punkte. Der  Lauf  der  Curve  ist 
durch  Fig.  56  dargestellt. 

2)  Die  zur  Discussion  vorge- 
legte Gleichung  sei 

7a:— 6       _  7x  —  6 

ic2  — 3a?  +  2  ~{x  —  iy(^-^) 

f  .  i   ^  _  ar(7a72  ^lSx+  12) 

(a;2  —  8a  +  2)5 


y 


X 


Für  o:  a=»  1,26  .  .  ist  y  ein 
Maximum,  fltr  x  s=  o,453 . . .  ein 
Minimum,  a;  =»  0 ,  y  =  —  3  ist 
ein  Wendepunkt ,  y = 0 ,  x = 1 
^x  und  Ä  =  2  sind  drei  Asymp- 
toten. Fig.  57  stellt  den  Lauf 
der  aus  3  Aesten  bestehenden 
Curve  dar. 


§.  71.    Krttmmu  npskreis. 

1)  Sind  a  und  ß  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  eines  Kretses 
vom  Radius  q^  so  ist  bekanntlich  dessen  Gleichung 

(^  -  «)2  -4-  (y  -  ßy  ==  q\ 
Soll  nun  dieser  Kreis  mit  der  Curve ,  deren  Gleichung  y  =?  y  (x) 
ist,  im  Punkte  x^  ,  y^  eine  Berührung  erster  Ordnung  eingehen ,  so  be- 
stimme man  zunächst 

dy  X  —  a 

dx  y  —  ß 

der  Bedingung  gemäss  muss  nun  sein  : 

{x,^ay  +  {y,-ß)^  =  q'^ 


und 


X* 


a 


=  y'  (x^). 


y\  —  ß 

Man  erkennt  aber  sofort ,  dass  diese  beiden  Gleichungen  hiubt  iit- 

lieh  der  drei  zu  bestimmenden  Constanten  unzählig  viele  Auflösur  en 

zulassen  j  es  also  auch  unendlich  viele  Kreise  geben  muss ,  welch  im 
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Punkte  iTj  ,  yj  mit  der  vorgelegten  Cnrve  eine  Berührung  erster  Ord- 
nung eingehen. 

Gibt  man  der  letzten  Gleichung  die  Form 

y^-^  —  y'>-j  <"»-«> 

80  ersieht  man ,  dass  dieselbe  nichts  Anderes  darstellt,  als  die  durch 
den  Berührungspunkt  a-j  ,  y^  gezogene  Normale  der  Curve  y  =  y  (ar), 
wenn  a  und  ß  die  laufenden  Coordinaten  bezeichnen  f§^  68  (2)]. 

Die  verschiedenen  Punkte  a  ,  ß  oder  die  Mittelpunkte  aller  nach 
erster  Ordnung  die  Curve  y  =  (f  (•^)  im  Punkte  x^  ,  y^  berührenden 
Kreise ,  liegen  somit  in  der  Normale  dieses  Punktes. 

Offenbar  befindet  sich  aber  unter  diesen  ELreisen  einer^  der  mit  der 
Curve  eine  innigere  Berührung  als  die  übrigen,  d.  i.  eine  Berührung 
zweiter  Ordnung  eingeht.  Man  nennt  diesen  £j:eis,  den  Krüm- 
mangskreis  und  dessen  Halbmesser  den  Krümmungshalb- 
messer der  Curve  für  den  betreffenden  Punkt. 

Wu*  gehen  sogleich  zur  Bestimmung  desselben  über. 

2)  SoU  der  Kreis 

{x  -  a)2  •+  {y  ^  ßY  =  p« 
mit  der  Curve  y  =  ^{pc) 

im  Punkte  x,y  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  eingehen,  so 
müssen  y  ,  y' ,  y"  für  diesen  Punkt  bei  beiden  Curven  dieselben  Werthe 
annehmen. 

Für  den  Kreis  hat  man  zur  Bestimmung  von  y  fH'  ,y''  die  drei 
Gleichungen 

{x-i^y  +  (y-ßy-Q' (1) 

x^a-\-{y  —  ß)y'  =  0 (2) 

i  +  (y-ß)y''  +  y'''  =  o (3) 

Denkt  man  sich  nun  in  diese  die  aus  der  Gleichung  der  Curve 
3f  =  9  (ar)  abgeleiteten  Werthe  von  y  ,y* ,  y*'  substituirt,  so  bleiben 
dieselben  richtig  und  dienen  alsdann  zur  Bestimmung  von  a  ,  ß  ,  q. 

Bestimmt  man  aus  (3): 

^11        ^  diesen  Werth  in  (2)  ein ,  so  folgt : 

^       (1  +  y")  y'  r.. 


w  lach  aus  (1): 


I 


?  =  ±  -  j,v — W 


':5'V-  f 


\\  -: 
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R. 


^ 


f5^ 


Siebt  man  den  Krttmmongshalbmefiser  als  positiv  an,  wenn  dk 
Gurve  an  der  betreffenden  Stelle  der  Abscissenachse  concav  nach 
unten   ist,  so  erhält  man  dessen    Absolntwerth,    wenn   man   von 
dem  Doppelzeichen  das  Zeichen  +  oder  —  nimmt,  je  nachdem  y*'>ö  ] 
oder  y"  <  0  ist. 

Bezeichnet  N  die  Normale  des  betreffenden  Panktes,  so  kann  man 
nach  §.  68  (ti)  auch  setzen : 

^  =  ±i,v ^'^ 

AnmerV.    Zu  dem  Ausdrucke  (6)  für   den  Krümmungshalbmesser  gelingt  dsb 
auch  auf  folgende  Weise: 

Sind    5  1 17   vnd    I4  ,  «74    swei    unmittelbar  auf   einander  folgende  Punkte  einer 

Curye  y  "^  9  («)  >  sieht  man  femer  x  und  y  als  Functionen  der  Verinderliehen  i  an 

dx  dy 

und  setzt  y-  =  2'  r  37  =  y')  so  sind  nach  §.  68  (2)  die  Gleichungen  der  betnifcD- 

Ut  Ol 


den  Normalen: 


y  —  1,  =  —  _  (ä  —  f )  und  y  —  ^4  =  —  ~  (« 
ff  fn 


^0 


woraus  sich  durch  Subtraotion  ergibt: 


««) 


Diyidirt  man  diese  Gleichung   durch  U  —  t  und  geht  alsdann  cur  Grenze  fibefi 
so  erhalt  man  unter  Beibehaltung  obiger  Bezeichnungsweise: 


oder  da  nach  §.  10 
ist,  auch 

woraus  folgt: 

X  -  S 


ly'l  +  I'«  «  ,'« 

7  =  c--öy 


#'«V 


17  «      —   C1J 


y   — .  <|    =.    — 


^f|* 


fiT  —  IV 


^-^<» 


■'1 


VS 


Tnnv  »^^''*  +  ^'* 


_      #'3 

Vr  —  SV'" 


Lässt  man  nun  die  Accente   weg  und   setzt  t  =  '^  sz^  x  und  ij 
dieser  Ausdruck  über  in 


ebt 


lifo) 
dx* 


rf*y 


und  stimmt  nun  mit  dem  Obigen  überein. 
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Beispiele. 
1)  Die  Gleichung  der  Parabel  ist  y^  =  px;  daher  wird 

gnd  somit  der  Krümmnngshalbinesser 


?  = 


■  - 1: 


a 

J  .1 


2)  Die  Gleichung  der  Ellipse  ist 

4  u                  .              &            oj               .,                     ah 
daher  y'  =  — ^  ;  y''  = 

folglieh      ?  =  ^,  (l  +  ^.  ,,-!:--,)'  («^  -  4  =  ^  («^  -  «^V)^ 

wenn  man  nämlich  a^  —  ft^  ==  c^  setzt. 

3)  Für  die  Hyperbel  ist 

und  anf  dieselbe  Weise  wie  vorhin  findet  man : 

An  merk.     Ist  y^  =  j^o?  <f"  **^^  die  allgemeine  Qleichung  der  Kegelschnitte^  so 
findet  man 

vnd  hiernach  als  allgemeinen  Ausdruck  für  den  Krümmungshalbmesser  nach  (7) 


»- 1 


' "  (?) 


Unter  der  Voraussetzung!   dass  p  die  doppelte  Ordinate   des  Brennpunktes   oder 
den  Parameter,  c  die  numerische  Excentricität  bezeichnet,  ist 

1  4"  tcosg) 

(tiA  «ii^Atseine  Folargleichung  eines  Kegelschnittes  für  den  Fall ,  dass  der  Pol  mit 
ei  1  Brennpunkte,  die  Jolarachse  mit  der  Achse  des  Kegelschnittes  xusammennillt 
V       die  Anomalien  9  von  dem  Scheitel  aus  gerechnet  werden,  welcher  dem  Pole  zu- 

a       ^"''ßt.*) 

•in  a  der  Winkel,  welchen  eine  Tangente  des  Kegelschnittes  mit  dem  Radius 


Hyi 


'^dem   (  :-  i,  ist  die   entsprechende   Curre    eine    Ellipse,   Parabel   oder 
und  Int^Rccbnung.  ]^5 
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Achter  AbBchnitt. 


1 


▼ector  bildet,  so  kann  solcher  aus  der  Gleiclrnng 


tga  =  r 


dr 


gefanden  werden. 

Für  den  Winkel  ß,  welchen  die  Normale  des  betreffenden  Punktes  mit  demBidiu 
yeotor  bildet,  bekommt  man  daher 

1    dr 

'^^»  =  7^ 

und  zur  Bestimmung  der  Normale  N  hat  man: 

iV  :  r  =  »my  :  «»  (9  —  ß) 
r  aintp 


oder 


JV 


Neosß  = 


sin  i<p  —  ß) 
r^aimp 


rstmp 


oder  da 


dr^ 
dip 


p   d 
2  </9 


(1  +  ieot(py-i=  - 


eosip 


P 


dr^ 
dtp 

€8inq> 


2   (1  +  eeo*<py^ 


2 


,1  -J-  %oo%^, 


ennqt        r^tsmip 

P_     ^       P_ 
2  2 


ist,  auch 


Neo9ß  = 


r'«W9 

2« 
rtfin  9  —  —f^sintp  coa  qp 

'  2 


1  —  -    reo*  9 
P  ^ 

d.  h.  die  Projeotion   der  Normale   eines  Kegelschnittes  auf  den  sU' 
gehörigen  Badius  yector  ist  gleich  dem  halben  Parameter. 
Da  nun  nach  Obigem  der  Krümmungshalbmesser 

9  =- 


ist,  so  folgt  femer 


(!)• 


^  = 


(ir 


Fig.  58. 


(5)' 


d 

p 

2 

2 

eoaß 

eoa^ß 


eoa*ß        eoa^ß 


eoa^ß 


*)  Denn  lasst  man  9   in  91    Übergehen,  bo 
wird  dadurch  r  zu  n  werden  und  (Fig.  58) 
^^  ^  r  (91  —  9) 
-ßC  n  —"  r 

Je  mehr  man   nun  91  dem  9  oder  C  dem  ^ 
sich   nähern   lasst,   um    so  mehr  nähert  si      «ii^ 
Lage  der  Sekante  FG  der  Lage  der  Tange-     if  A' 
9(  —  9 

und  r^ ^  der  trigonometrischen  Tar 

n  —  r 

^  0^^  =  a. 

Durch   den  Uebergang  zur  Qrenze  erh 

daher 

d<t 
r  -J  -  /^«. 


des 


mtD 
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Wir   schliessen  hieraus   auf   folgende    einfache  Conetruction   des  Krttmmungshalb- 
meuers  bei  den  Kegelschnitten. 

Ift  F    (Fig.    59)    der    Brennpunkt,    FB    die    Richtung   der  Fig.  59. 

Hauptachse,  FB   die   Normale  irgend   eines   Punktes  F   der 
Curre,    nnd  man  zieht  BC }  FB ,  so  ist  \ 

BF  N  ;a\ 

eos  ß        Gosß  ,      ^ 

FiOlt  man  daher  qp  \  FC,  so  wird:  /       \ 

§.  72.    Evoluten  der  Curven.  ^ 

Die  Mittelpunkte  der  Krtimmungskreise  aller  auf  einander- 
folgenden  Punkte  einer  Curve  bestimmen  eine  zweite  Curve,  welche 
man  die  Evolute  der  gegebenen  Curve  nennt.  Diese  heisst  alsdann 
auch  die  Evolvente  von  jener. 

Um  die  Gleichung  der  Evolute  einer  gegebenen  Curve  y=f(x) 
zu  erhalten  y  substituire  man  in  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  des 
§.  71,  d.  i.  in: 

(1  +  y'')  y' 


X  --  a 


y" 


die  Werthe  von  y  ,  y*  und  y*' ,  m  erhält  man  durch  Elimination  von  x 
eine  Gleichung  zwischen  a  und/?,  welches  die  zu  suchende  Glei 
chung  der  Evolute  ist. 

Anmerk.  1)  Die  Gleichungen  (t)  bis  (3)  des  $.  71  gehören  offenbar  der 
Evolute  der  betreffenden  CnrTe  y  ~~  f  (z)  an ,  wenn  man  a , ß  und  q  als  Functionen 
Ton  s  ansieht,  indem  jede  Aenderung  von  x  eine  Veränderung  der  Lage  des  KrÜm- 
mnngsnuttelpanktes  oder  der  entsprechenden  Coordinaten  a ,  ß  nach  sich  zieht. 

Durch  Differentiation  von  (2)  nach  o;. erhält  man  nnter  dieser  Voraussetanng: 

1  -  «'  +  (y'  -  ^)  y'  +  (y  -  ft  y"  =  0 

oder  wegen  (3) 
woiaus  folgt 


a' 

+  ^y' 

—  0 

1 

y' 

(«) 


Ba  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  offenbar  den  Differentialquotienten  von  ß 
nach  a  vorstellt,  also  die  trigonometrische  Tangente  desjenigen  Winkels  ausdrückt, 
den  die  Tangente  an  die  Evolute  mit  der  Abscissenachse  macht ,  so  erhalten  wir  den 
Sati: 

^'     Tangenten  an  je   zwei    einander   entsprechenden   Punkten 
.  ^urve  nnd  ihrer  Evolute  stehen   senkrecht  auf  einander,    oder 
Tangenten   an   die   Evolute  sind  die  Normalen   der  betreffen- 
^   nkte  der  gegebenen  Evolvente. 
Mfferenzirt  man  §.  71.  (t)  nach  x,  so  folgt: 

(^  -  «)  (1  -  «0  +  (y  -  «  (y'  -  /^)  -    99' 
n(2) 

{x  -•  a)a'  +  0/  --  ß)  ß* e?' W 

'^.plication  der  Gl.  (2)  mit  ß*  ergibt  sich 

(jc  -  «)  /J*  +  (y  -   «  ^y'  =  0 ie) 

15* 


1 
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und  wenn  man  nun  {b)  und  (e)  qnadrirt  und  addirt, 

(^  -  «)« («'*  +  n  +  (y  -  ß)Ui  +  y'«)  ^« 

+  2  (a:  -   «)  (y  -  «  («'  +  /J'y')  i?»  -  e*?'* 
oder  da  nach  (a)  a*  +  jJ'y'  «=  0 

aUo  •  a'«  +  j9'»  =  (t  +  y")  /9'«, 

auch  («'«  +  /J**)  [(2?  —  «)«  +  (y  —  /?)«]  =  p«^'« 

oder  wegen  §.  71.  (I) 

also  j/„ii  ^  ^i  =^  ^i 

oder  nach  §.  10: 

d^        da 

dx        dx 


«•*. 


Es  ist  hiemach 


rf  (^  -  0  __, 


dx 


—  =  0,  d.  h.  ^  —  9  ist  eine  constante  Grosse,  man  mag 


Fig.  60. 


X  wählen  wie   man   will.     Beseichnen  daher  ^t ,  q  und   «i  ,  t  die   den  Werthen  x\  ,t 
entsprechenden  Krümmungshalbmesser  und  Bogen,  so  hat  man: 

^1  —   «4  ==    ?   —   8 

oder  ^1  —  ^  =  *i  —  t 

d.  h.  die  Bogen  der  Evolute  andern  sich  um  dieselbe  Grosse  wie  die 

Krümmungshalbmesser. 

Bezeichnet  also  (Fig.  60)  MN  die  Evolreate, 
MiNi  die  Evolute  und  geht  man  in  jener  Ton 
Punkte  B  zum  Punkte  Bi  ttber  und  sind  A  und  A{ 
die  entsprechenden  Punkte  der  Evolute ,  so  ist 
AiBi  —  AB  ^  Bog.  AAk 
Man  kann  demnach  die  Evolvente  aus  der 
Evolute  dadurch  in  ununterbrochener  Bewegung 
erzeugen,  dass  man  um  diese  einen  Faden  legt  und 
solchen  von  ihr  nun  so  abwickelt,  dass  er  stets 
gespannt  bleibt.  Das  freie  Ende  beschreibt  aledani 
die  Evolvente. 


Beispiele. 
1)  Die  Gleichung  der  Parabel  ist 


y*=;?x, 


dx 


also  wird '-        -  s=3  -5-  = 


21/ 


2  J/x  ' 


J 


und  somit: 


a  =  — 


woraus  folgt: 


Eliminirt  man  nun  aus  beiden  Gleichungen  x ,  so  erhält  man : 


P 
2' 


a  =  3a:  +^  und  ß 


als  Gleichung  der  Parabelevolute. 


Sip  (^«  -  ''>' 


Aufgaben  zur  Uebung. 
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Anmerk.  Die  Evolute  besteht  aus  »wei  vom  Punkte  a  «  .^  ,  ^  ==  0  aus- 
gehenden, gegen  die  Abscissenachse  symmetrisch  gelegenen  und  dieser  die  convexe  Seite 
nkehrenden  Aesten. 


2)  Die  Gleichung  der  Ellipse  ist 


/ 

^'  +  t    1 

woraus  folgt :  , 

dy 

dx 

b              X            .  ^    _ 

und  somit 

x3 

X  —  a  —  X          «  + 

ab 


(a2  -  x") 


Px^ 


a" 


__  (a*  —  aix^  +  6V)(a*  —  x^Y 


y-ß 


daher : 


37' 


52^3 


a^  —  P 


a 


-  X' 


a^ 


a^ 


Durch  Elimination  von  x  ergibt  sich  hiemach : 


aa 


I 


a^"--  6^ 


+ 


bß 


«2  -  b^ 


=  1 


oder 


faa\a 


als  Gleichung  der  Ellipsenevolute. 


9  w 

Anmerk.     Bezeichnet  man  -  durch  «i  ,  y  durch  Ä.,  so  geht  vorstehende  Glei- 


ehoDg  über  in 


(:,)' + af  -  •• 


Eine  nähere  Discussion  dieser  Gleichung  ergibt, 
dast  die  Evolute  aus  vier  congruenten,  in  Bezug  auf 
di«  Achsen  symmetrisch  Hegenden  TheUen  besteht 
(Piß.  61).    Für  /?  =  q  folgt: 


Fig.  61. 


i  ;  « 


0'  - '  ■■  (y 

uad  da  a  >  c  ,  also  «i  <  c  ,  so  liegen  die  Durch- 
«ehnittspunkte  A  ,  ^i  der  Aeste  mit  der  grossen  Achse 
%\pu.  «vi^hen  den  Brennpunkten. 

Obigem  ist  femer:  ^  ^ 

-=  a  folgt  a  =  ?*  und  da  -  <  « ,   so   ist    der   gtösste   Werth   von   o   stets 
-    ils    die    grosse"* Halbachse.     Setzt  man   analog  y^=  ^,   so   erhält  man  als 
-iut  grossten  Werth  von  ^  =  ^  und  wenn  daher  ^  <  b  oder  ««-*«<  6« 
-  ft  y2  ist,  so  liegt   die  Evolute  ganz   innerhalb   der  Ellipse;   ist  dagegen 


tfOW. 


Tv-^  • 
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Kf 


b    • 


a  =  by2y  also  ±  ^  =  ±  *  =  ±  jff,   so   hat    die    Evolute   die    Endpnnkt«  dir 

kleinen   Achse  mit  dieser  gemeinschaftUch ;    wird  endlich   a  >  ^1/2,  so  schneidet  die 
Evolute  die  Ellipse  in  vier  Punkten. 


3)  Aus  der  Gleichung  der  Hyperbel 

---?*=  1 


Fig.  62.' 


a' 


b^ 


erhält  man  auf  analoge  Weise  wie 
bei  der  Ellipse : 


aa     \|         /      bfi     \i 


[a^  +  ä2' 
oder 


laa\i 


[a^  +  b^ 
fbß\i 


1 


c*/  \C' 

als  Evolutengleichung. 

A  n  m  e  r  k.  Eine  einfache  DiscussioD 
dieser  Gleichung  ergibt ,  dass  die  Evolatc 
wiederum  aus  vier  congruenten,  gegen 
die  Hauptachse  symmetrisch  gelegeneD 
Theilen  besteht  (Fig.  62). 


§.  73.    Enveloppe  einer  Cnrvensehaar. 

1)  Ist  /(oo,y  ,p)  =  o^  wo  /  eine  eindeutige  Function  be- 
deutet*), die  Gleichung  einer  Curve,  p  eine  darin  vorkommende  Con- 
stante  (Parameter),  so  wird  man  für  verschiedene  p  auch  verschiedene 
Curven  derselben  Art  erhalten.  Lässt  man  daher  p  sich  stetig  ändern, 
80  erhält  man  eine  Reihe  von  Curven,  von  welchen  je  zwei  unmittelbar 
auf  einander  folgende  durch  ihre  Durchschnitte  Punkte  einer  neuen 
Curve  bUden,  welche  die  Enveloppe  der  ersten  heisst. 

Um  nun  zu  untersuchen,  wie  man  zur  Gleichung  dieser  Linie  ge- 
langt, seip^  ein  anderer  Werth  der  Constanten,  so  hat  man  zur  Be- 
stimmung der  Durchschnittspunkte  der  zwei  entsprechenden  Curven 
die  Gleichungen 

/{c€  ,y  fp)  =  Omdf{x  ,y  ,p^)  =  0 

oder  iJ^LLy  »Pi)—f{o^  ,J^^)  ^ 

Pi  —P 
Lassen  wir  nun  p^  demp  sich  unendlich  nähern,  die  Diff     iz 
P^  —  p  also  unendlich  klein  werden ,  so  bekommen  wir 

^/{^ry  fP)  _  ^ 
cp 


*)/  darf  also  weder  Wurzelausdrticke  mit  geraden  Wunelexponenten  noch  gebro 
Exponenten  mit  geraden  Nennern  und  dergleichen  enthalten. 


le 
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Die  verlaugte  Gleichung  wird  somit  erhalten,  wenn  man  aus  den 
|.  Gleichungen 

/(a:,y,p)  =  0    und    ^Z(^^)  =  0 

den  Werth  von  p  eliminirt. 

Wie  wir  oben  bemerkt  haben,  setzt  diese  Kegel  voraus,  dass 
f{^  fV  rP)  =  ^  cioe  eindeutige  Function  sei.  Wird  aber  diese  Grlei- 
chung  nach  p  aufgelöst,  ist  z.  B.  p  =  (f  (x  ,y)y  so  darf  q)  {x  ^y) 
nicht  eindeutig  sein,  weil  alsdann  die  Curven  ^  =  y  (a; ,  y)  und 
jP,  =  <jp  (a? ,  y)  keine  Schnittpunkte  liefern.  Ist  SP  (a? ,  y)  nur  zwei- 
deutig, und  bezeichnen  (p^  und  (p.^  die  beiden  Wei*the,  so  sind  die  bei- 
den Nachbarcurven : 

/?  =  ^1  ix  ,y)  und  p^  ==  SP2  (^"  f  v)- 

Daher  ist      p^  —  jp  ===  5P2  (^  ^  2/)  —  SPi  (^  f  y) 
and  wenn  man  zur  Grenze  übergeht, 

ffi  {x  ,y)  =  (pi{x,  y) 
welches  nun  die  Gleichung  der  Enveloppe  ist. 

Ist  z.  B.  (x  —  py  +  y^—a^  =  0        (a) 

die  gegebene  Gleichung ,  so  folgt  durch  Differentiation  nach  p 

—  2  (a:  —  p)  =  0  oder  />  =  x, 
also  y^  —  a^  =  0 

als  Enveloppe. 

Hätte  man  statt  der  obigen  Gleichung  geschrieben : 

X  —  p  +  /a^  —  y^  =  0, 
so  würde  man  —  1=0  erhalten  haben,  was  seinen  Grund  in  der  Zweideu- 
tigkeit von  p  hat. 

Da  nach  (a)  p  —  x  ==  +  }/a^  —  y^         __^ 

go  ist  (p^  =  X  +  }/a^  —  y^  ;  (p^  =  x  --  }/ a^  —  y^ 

nnd  die  Gleichung  der  Enveloppe  wird  daher  wieder : 

(p^  «=  y.^  oder  a^  —  ^^  =*  0  '^ 

2)  Die  Enveloppe  berührt  alle  Curven  der  entsprechenden  Schaar. 

Denn  bezeichnet         f(x,yfp)  =  0 (1 ) 

eine  eindeutige  Function ,  so  ist  nach  Obigem  für  die  Enveloppe 

f(x,y,p)  =  Omd^^^^-^-^^  =  0     ....    (2) 

nun  die  Gleichung  der  Enveloppe  erhalten  wird,  wenn  man 
i         j  beiden  Gleichungen  (2)  den  Parameter  p  eliminirt ,  so  kann 

/(^/2/r9)=-0 (3) 

^.hung  der  Enveloppe  betrachten,  wenn  darin  r/  diejenige 


« 
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Function  von  x  und  y  bedeutet,  welche  durch  Auflösung  der  GleichuDg 


=  0  nach  'p  erhalten  wird. 


Aus  der  Gleichung  (1)  der  Eingehüllten,  wo  p  einen  constanten 
festen  Werth  hat  und  aus  der  Gleichung  (3)  der  Enveloppe  oder,  was 
dasselbe  ist,  aus  den  Gleichungen /  =  0  und  y  =/?  folge  nun: 

so  ist  noch  zu  zeigen ,  dass  beide  Curven  in  diesem  Punkte  eine  ge- 
meinschaftliche Berührende  haben.  Für  die  trigonometrische  Tangente 
des  Winkels,  welchen  die  Berührende  mit  der  .YAchse  bildet,  erhält 
man  bei  der  Eingehüllten: 

und  bei  der  Enveloppe: 

dx^  dy^  ^  dg>  \dx  ^  dy  ^  j 

df 

Da  für  a;  =  a  ,  y  =  5,  aber  ~  =  0  und  y  =  p  wird ,  so  ist  filr 

dp 

diesen  Punkt  /  =  0.    Man  erhält  somit  für  ^   bei    beiden  Curven 

Cif  dx 

denselben  Werth,  wodurch  obige  Behauptung  bewiesen  ist. 


Fig.  63. 


Beispiele. 

1)  Ein  rechter  Winkel  ABC  {J^'ig.  63)  bewegt  sich  8.o,  dass  der  eine 

Schenkel  AB  stets  durch  den  festen 
Punkt  A  geht  und  der  Scheitel  B  die 
Ordinatenachse  OY  durchläuft.  Man 
soll  die  Enveloppe  des  Schenkels  BC 
bestimmen. 

Aufl.     Es  sei   P  ==i  (x  ,  y)  ein 
Punkt  von  5C7, 

^  ABO  =  BDO  =  «, 
AO  =  a  ,  BO  =  /? ,  so  ist : 

y 


^< 


T\ 


\ 


nr 


0    A-  Jl 


-  y 


«  y 

tga=      =  '  -  - 

■^  p         X  +  DO 


m 


x-\ 


woraus  folgt: 


a  p' 

p  \  a 


a 


P 


X  -\-  p 


oder  f{pc,yfP)=^Py-'CU3C  —  /?2  =  0    .     .     . 

als  Gleichung  des  Schenkels  BC, 


) 


Enveloppe  einer  GurTenschaar. 
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Hiernach  setze  man 

^f_(^yj_P)  ^y_2p^o,  also  ax  - p^  =  0, 
dp 

and  wenn   man  vermittelst  dieser  Gleichung  p  ans  (1)  eliminixt,  so  er- 
gibt sich  yp  —  2p^  =  0 
oder                                          y^  ==  4p^  =  Aax 
als  gewünschte  Gleichung. 

Die  Enveloppe  ist  somit  eine  Parabel,  deren  Scheitel  O  und  deren 
Brennpunkt  A  ist. 

2)  Der  rechte  WinkeM5C  (Fig.  64)  bewegt  sich  so,  dass  der  Schenkel 
AB  stets  durch  den  festen  Punkt  A  geht ,  der  Fig.  64. 

Scheitel  aber  immer  in  die  Peripherie  des  Krei-  q 

ses  M  fällt.    Man  soll  die  Enveloppe  des  Schen< 
kels  BC  bestimmen. 

Aufl.  Es  sei  Aß  =/?,  der  Radius  MB = r, 
AM  =  a,  2^  AMB  ==  a,  ^  BAD  =  ß, 
50  ist 

p2  —-  ^2  _|_  ^2  —  2ar  coaa 


rsmcc 


BD 
tgß  =  -TTT  =  - 

AD        r  cos  a 


a 


y  --  rsina  =  ED  cot  ß  =  (rcosa 
woraus  folgt 


x) 


rcosa 


a 


rsma 


(2) 


(3) 


(4) 


yrsina  —  x  (a  —  rcosa)  =i  r''^  —  arcosa       .     .     . 
als  Gleichung  des  Schenkels  BC. 

Setzt  man  deren  Differentialquotient  nach  a  oder 

yrcosa  —  r  {a  -{-  x)  sin  a  =i  0        

so  ist  aus  (2)  und  (3)  der  Werth  von  a  zu  eliminiren. 
Schreibt  man  zu  diesem  Ende  statt  (2) : 

y^rsina  +  (a  -f-  a?)  yr  cos  a  =  y  {r^  -{-  ax) 
nnd  fuhrt  aus  (3)  den  Werth  von  yrcosa  ein ,  so  folgt: 

[y^  +  (a  +  x)^]  rsina  ==  i/  (r^  +  ö^) 

and  wenn  man  statt  (2)  schreibt : 

yr  (a  -f-  a?)  «na  +  r  (a  +  ^')^  cosa  =  (r^  -f-  ax)  (a  +  x) 
and  nun  aus  (8)  den  Werth  von  r  {a  -\-  x)  sin  a  einfühlt : 

[y^  -f"  (ß  4~  ^)^J  ^  coÄ«  =  (r^  -|-  ax)  (a  '-\-  x)     .     .     .     (5) 
Quadrirt  man   nun  die  beiden  Gleichungen  (4)  unJ  (5)  und  addirt 
hiernach  die  Resultate,  so  ergibt  sich 

^^  [y^  +  (a  +  xyy  =  (r^  +  ax)'^  [i/2  +  {a  +  x)'^] 
der  y^  +  (^  +  ^0^  =  0 

^"^  [y^  +  («  +  ^)^1  =  (^^  +  cixY 

^2^2  ^  (-^2  ^2^  -3j2  _--  ^,,2  —  ß2^  ^2 

i'blgem  aus  dieser  Gleichung,  dass  für  a  <^r  die  Enveloppe  eine 
lüT  a^  r  eine  Hyperbel  und  für  a  =  0  der  Kreis  selbst  ist. 
"•  =  a  erhält  man  als  Gleichung: 

2/2  +  (a  +  xY  =  0 

2/  =  0  ,  x  =  —  a 
'^-nkt. 


als« 
od( 
od( 

Ell 


od( 
d. 


/rt»-^ 


^^ 


'•'r 
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3)  Der  rechte  Winkel -4ÄC  (Fig.  65)  bewege  sich  so,  dass  dei  Schenkel 
AB  stets  durch  den  Scheitel  A  einer  Parabel  geht ;  die  Spitze  des  rechten 

Winkels  aber  eine  Parabel  durchläuft. 
^^'  ^^'  Aufl.     Bezeichnen  wir  die  Coo^ 

dinaten  eines  Parabelpunktes  B  durch 
a?j  und  y^ ,  so  ist  yx^'=poc^^  nnd  wenn 
X  und  y  die  Coordinaten  eines  Punktes 
P  des  Schenkels  BC  bedeuten, 


a?« 


y  —  Vi  =~y^"  i'^  —  ^y) 

die  Gleichung  der  Geraden  BC, 
Man  hat  daher 
^1  (y  —  Vi)  +  ^j  (a?  —  a^i)  =»  0 


=^0 


oder  yy^  +  xa:^  —  y^^  —  x^^  =  0 

oder  ylTp^i  +  ^^1  —  -P^i 

woraus  durch  Differentiation  nach  x^  folgt : 

^^.  +  x—p  —  2a:,  =  0 

oder  yVp^x  +  2a:arj  —  2^0?^  —  4a:/^  =  0 

Durch  Subtraction  fliesst  aus  (a)  und  {ß)\ 

xx^  —  px^  -7  Sar^^  ==  0 


(«) 


oder 


x 


Sx, 


0 


{ß) 


(y) 


Nach  (a)  ist  aber 


py^  =  (^  4"  a*.  —  xY  X. 


JF'if    =  V-P  n"  i^i  —  ^)   »^1 
oder  27p2/2  =  [3  (p  —  a«)  +  Zx^f  3xj 

also,  wenn  man  aus  (y)  den  Werth  von  3xj  einführt, 

27/71/2  =«  4  (a,  _  ^)3 

4 


oder 


2^' =  27^  ^"^ '- ^)' 


Fig.  66. 


die  Gleichung  der  Enveloppe. 

4)  Eine  feste  Gerade  BC  (Fig.  66)  schneidet  die  Coordinatenachsen 

O^und  OFin  den  Entfernungen  OC  =  a 
und  OB  =  5  von  O,  Auf  derselben  be- 
wegt sich  ein  Punkt  P  von  C  gegen  B.  Man 
soll  die  Gleichung  der  Enveloppe  findeOi 
welche  durch  die  Diagonale  QR  des  über 
OB,  OC  und  dem  Punkte  P  als  viertem  Eck- 
punkte beschriebenen  Parallelogrammes  er- 
zeugt wird, 

Aufl.  Ist  für  irgend  eine  L^^.  des 
Punktes  P  die  Abscisse  OB  ==  r  üe 
Ordinate  PB  =  u,  so  ist 


^ 


/ 


0/ 


/ 


K. 


\ 


z        u 
a         0 


die  Gleichung  der  Geraden  BC  und  da  die  Diagonale  QR  die  Coord' 

X  V 

achsen  in  ^  und  Q  schneidet,      4-  ^  =»1  die  der  Geraden  QJL  Schre^u 


«n- 


oan 
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cc         ctfi 
dafür  — [-   —  =0=  1  und  berücksichtigt ,  dass  nach  der  ersten  Gleichung 
z         au 

au  =  ah  —  h£ 
ist,  so  geht  dieselbe  über  in : 

z         ah  —  hz 
für  den  Differential quotienten  nach  z  ergibt  sich  hieraus: 

—  hx  -{-  ay  =^  ah  —  2hz, 
EHminirt  man  aus  beiden  Gleichungen  z  y  so  folgt : 

aY  —2ahary-~  2a^hy  +  h^  x^  —  2ah'^x  +  a^^  =  0 

ala  Gleichung  der  Enveloppe.     Diese  ist  hiemach  eine  Parabel ,  welche  die 
Achsen  O^und  OY  bezüglich  in  C  und  B  berührt. 

5)  Zwischen  den  Schenkeln  eines  Winkels   YOX=^  a  (Fig.  67)  be- 
wegt sich    eine   Gerade  AB  so,    dass   sie 
successiv  Dreiecke   wie  OAB  von    einerlei  Fig.  67. 

Inhalt  abschneidet.     Man  soll  die  von  AB  Y 

erzeugte  Enveloppe  bestimmen.  / 

Aufl.  Bezeichnen  wir  wieder  die Coor- 
dinaten  OB  und  OA  der  Durchschnittspunkte 

B  und  A  durch  z  und  u ,  so  ist  ~  sin  a,  also  / 

2  '  / 

auch  uz  eine  constante  Grösse  c.  / 

Führt  man  daher  in  die  Gleichung  der       /cc  A. 

Geraden  AB  oder  in  0  1^ 


z         u 


ü  =      ein ,  so  erhält  man : 


^+^5  =   1      . 

z  c 

als  Gleichung  der  Geraden  AB, 

Setzt  man  den  Diiferentialquotienten  nach  z  Null ,  so  folgt . 

X  V 

Z^  c 

un  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  den  Werth  von  z  eliminirt, 

4xy  =  c  oder  a;y  =  --• 
Enveloppe  ist  somit  eine  Hyperbel.*) 

»nn  xy  ^=^  k  ist  die  Gleichung   der   Hyperbel  in  Bezug   auf  die  Asymptoten 
*i»  '•*-*-• lacliaen. 


1 
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Fig.  68. 


6)  In   den  Schenkeln    des  Winkels   YOX  (Fig.  68)  aind  zwei  feste 
Funkte  Pund.  Q  gegeben.     Eine  Gerade  AB  bewegt  aich  so,  dass  sie  die 

Winkelsohenkel  stets  in  gleichen  Abständen 
PA  ,  B  Q  von  P  und  Q  schneidet ;  man  soll 
die  Gleichung  der  durch  ^B  bestimmten 
Enveloppe  herleiten. 

Aufl.  Setzen  wir  00  =  a  ,  0P  =  6, 
PA  =  dB  =  z^  so  ist  die  Gleichung  der  Ein- 
hüllenden ^B : 

a  —  z        b  -\-  z 
und  wenn  man  den  Differentialquotienten  nach 
z  Null  setzt, 

—  0  ;  a;  (6  +  r)2  =  y  (a  —  zY 

=i/r 


X 


y 


(« 


0' 


oder 


{b  +  zy 

a  —  z 
b  -^-^  z 


V'> 


oder ,  wenn  wir  einstweilen  den  Ausdruck  |  /      durch  u  bezeichnen, 

u  {b  +  z), 
d 

y 


a 


Die  Gleichung  der  Einhüllenden  wird  daher : 


X 


+ 


oder 


u  {b  -{-  z)        6  +  2 
+  y  =  b  -^  z 


oder  auch  x  -{-  uy  =  a  —  z. 

Durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man  ' 

(x  -{-  uy)  =  a  +  b 


II 


und  wenn  man  den  Werth  von  u  einführt, 

also  uy  =  Y^xy  ,  x  +  uy  =  (Y^x  +  y^y)  f^x 

und  -  "tJ:  =  r^. +_0 

u  Y^x 

setzt, 

oder  (x  -\-  y  —  a  —  6)'-  =  \xy. 

Die  Enveloppe  ist  somit  eine  Parabel,  welche  die  beiden  Coordinaten- 


Fig.  60. 


achsen  berührt. 

7)  Eine  Strecke  JB  =  a  (Fig.  69)  bewegt  sich 
mit  ihren  Endpunkten  auf  den  Schenkeln  eines  r«  tos 
Winkels ,  man  soll  die  Gleichung  der  von  ihr  b«*^'  im- 
ten  Enveloppe  aufsuchen. 

Aufl.     Man  hat 

X  y 


+  -  -       =1 
a  cos  a        asina 


oder 


cosa        sina 


(m) 


Enveloppe  einer  Curvenschaar 


237 


nod  wenn  man  den  Differentialquotienten  hiervon  nach  a  Null  setzt, 


oder 


oder 


mn 


X  sin^a  ==  y  cos^a 
5  y  cosa       «  y  lx\i  ,  .  „   . 

X  stna  oc  \y  I 


und 


sm^a 


cos^a 


t 
y 


xi+  y 

xi 


3 


ajf  -|_  yi 
Durch  Einführung  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  (/t)  folgt : 


-r 


X* 


y^ 


=  a 


Fig.  70. 


oder  xi  -\-yi  =  a^ 

als  Gleichung  der  Enveloppe. 

8)  In  einem  Kreise  (Fig.  70)  wird  ein  Strahl  AB  bei  B  so  reflectirt, 
dass  der  ^  ABD  =  2a  vom  Radius  MÄ  =  r 
halbirt  wird ;  man  soll  die  Enveloppe  aller  zu  AB 
parallel    einfallenden    und    in    analoger    Weise 
reflectirten  Strahlen  bestimmen. 

A  u  f  1.  Die  Gleichung  des  reflectirten  Strahles 
BD\Ai 

y  —  y\  =tg2a{x  —  x^) 
wenn  x.  und  y^  die  Goordinaten  des  Punktes  B 
in  Bezug   auf  M  als  Anfangspunkt   bezeichnen, 
abreibt  man  dafür 

(y  —  2^i)  CO« 2a  =  «n2a  (a?  —  x^) 

nnd  setzt  y^  =  rsina  ;  x^  =  rcosa, 

80  folgt : 

ycos2a  —  x«n2a  =  r{sina  cos2a  —  cosa  sin2a) 

=s  —  rsin  a (/*) 

imd  hieraus  durch  Differentiation 

—  2yein2a  —  2xcos2a  =  —  rcosa 
oder  y8in2a  +  xcos2a  =  -  cosa (r) 

Multiplicirt  man  nun  {fi)  mit  co«2a  und  (r)  mit  sin  2a,  so  ergibt  sich 
durch  nachherige  Addition : 

y  BS  -  (co5a  «£n2a  —  2sina  cos2a) 
s=      (sina  —  sina  cos2a) 

s»  -  «na  (1  —  C05  2a)  =  rsin^a 

2  ^  ^ 


man  (fi)  mit  «n2a  uud  (v)  mit  cos  2a  multiplicirt  und  darnach 


t  ?. 
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tK 


!.> 


:•%  s 


t 


!•    I 


4.. 


a:  =  ö  (^^*  ^  ^^*  2a  +  2  «n  a  «n  2a) 

=      (co«a  +  sina  stn2a)  =  --  cosa  (1  +  2«h^a) 


a:' 


=  !L  (1  -.  «„2«)  (1  ^  2«n2a)2 
4 

=?=  —  (1  +  3«?i^a  —  4«n^a). 


Es  ist  somit 


a;2  + 2/2  =  ^(1  4-  3«n*a) 


oder 


Fig.  7t. 


4  (a;^  +  y^)  —  r^  =  Sr^  siti^a 

oder  [4  (x^  +  y^)  —  r^f  =  27r^y^ 

die  gewünschte  Gleichung. 

9)  Auf  den  zwei  Geraden  0-^und  OY  (Fig.  71)  bewegen  sich  gleich- 
zeitig in  den  durch  die  Pfeile  angegebenen 
Bichtungen  zwei  Funkte  p^  und  ^2  ^^°  ^ 
und  B  aus  mit  den  Geschwindigkeiten  a  und/?. 
Man  soll  die  von  p^p^  gebildete  Enveloppe  be- 
stimmen. 

Aufl.     Setzen  wir  OA  ««  a,  OBs=b^ 
so  ist  nach  der  Zeit  t  der  Punkt  p^  um  a  -{-  cU 
und  p2   um   b  —  ßt   von  O  entfernt  und  die 
Gleichung  der  Geraden  p^p2  somit 
X        .     -    y 


1» 


+  f 


1. 


a  +  at    '     h  —  ßt 
Differenzirt  man  dieselbe  nach  /,  so  folgt: 

«^ ,         ßy 

k2  *» 


oder 

und  hieraus 


^ax 


(a  +  at)' 


(b  -  ßty 


0 


a  +  at        b  —  ßt 

_  b^äx  —  a/ßy       _  b  l^äx  —  aj/ßy 
Wcty  4-  j/ßx)  ^aß        a^ßy  +  ßf'ax 

Also  wird  a-\-at=       ^^I  +  ""^^  "^ -— 

(j^ay  +  jZ/^x)  faß 

b^Rf^   J^^  +  ^ß)yßy 


ßt=      __  _ 

Way  +  Vßx)  Va'ß 

und  durch  Einführung  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  der  Gerade) 
resultirt 

{f<xy  +  ^ßx)  ^Jx  +  (/^  +  ^Jx)  f^  =  aß+  ba 
^der  (^ay  +  V^ßx)^  =  aß  +  ba 

als  Gleichung  der  Enveloppe.     Diese  ist  hiernach  eine  Parabel. 


% 
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1  die  Oleichung  der  Ellipse  (Fig.  72),  so  kann 


Fig.  72. 


10)  Man  soll  die  £nveloppe  aller  Kreise  bestimmen,  wenn  deren 
Mittelpnnkte  auf  der  Peripherie  einer  Ellipse  liegen,  nnd  sämmtliche  durch 
das  Centrum  der  Ellipse  gehen. 

2  2 

Aufl.     Ist  -.+  15  = 

man  setzen : 

X  =  acosa  ]  y  =  bsina 
wo  tt  verändorlich  ist.     Die  Gleichung  eines 
Kreises  von  der  bezeichneten  Eigenschaft  ist 
alsdann: 

{x  —  a  cos  a)^  +  (y  —  ^  wi  a)^ 
=  {acosaY  +  (bsinay 
oder 
*'  -H  y^  —  2axcosa  —  2by8m  a  =  0. 
Durch    Differentiation    nach     a    folgt 
hieraus: 

(xxsma  —  byco8a  =  0 
und  man  hat  daher : 


ax  costt  +  bysina 


x^  +  y^ 


woraus  sich  ergibt: 


by  cosa  —  axsina  a=  0, 


(bh^^  +  a^x^)  sin  a  s=  by 
{a^x^  4-  Ä^*)  cosa  =^  ax 


x^  +  y^ 

2 

x^  +  y^ 


oder  (a^x^  +  bY)  [{x^  +  y^  —  4  (a^a:^  +  bY)]  =  0. 

Es  ist  hiemach 

{x^  +  2/2)^  =  4  (a2a:2  +  J^^^S) 
die  Gleichung  der  Enveloppe  und  diese  ist  somit  die  Fusspunktcurve  der 
Ellipse 

4a2  ^  452  ^ 

für  die  vom  Mittelpunkte  aus  gefällten  Perpendikel. 


*)  Errichtet  man  Ton  einem  festen  Punkte  aus  Perpendikel  auf  die  Tangenten  einqr 

Cure,  so  bestimmen  die  Fusspunkte  derselben  eine  Curve,   welche    die  Fusspunkt- 

«nrTe   jener  Curre    genannt  wird.     Aus    den   Gleichungen    der    gegebenen  Curre,  der 

TtBg ente  im  Punkte  xi ,  yi  und  des  Perpendikels  ergeben  sich  für  die  Coordinaten  x ,  y 

dl    "— Punktes  drei  Formeln,  aus  welchen   nun  «1 ,  yi    eliminirt  werden  können.     Ist 
.9 


all 


4-  - -^   =  1  die  Gleichung  der  Ellipse  fttr  den  Punkt  ^t  r  yi »  so  ist  nach  §.  68 


0^ 


dj 


^  ~  ^*  =  -  «vT  ^"  ""  "*^ 

"^eente  und  y  =  ^~  z  die  des  Perpendikels  vom  Mittelpunkte  aus.  Aus  den 
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Fig.  73. 


11)  Die  Enveloppe  aller  Kreise  zu  bestimmen,  welche  ihre  Mittel- 
punkte in  der  Peripherie  einer  Parabel  haben  und  durch  den  Scheitel  der- 
selben gehen. 

A  u  f  1.  (Fig.  73.)  Bezeichnen  a  ,  ß  die  Coor- 
dinaten  eines  Parabelpunktes ,  x  ,y  die  eines  Punktes 
der  Enveloppe,  so  ist 

{x  -  ay  +  {y  —  ßf  =  «2  +  ^2 
oder  a:^  +  y'  —  2ax  —  ißy  ==  0 

und  ß^  =  pa. 

/?2 
Führt  man  nun  den  Werth  von  a  =  ^—  aus  der  xwei- 

P 
ten  in  die  erste  Gleichung  ein ,  so  folgt 


x*^  +  y 


2  


2^ 
P 


x  —  2ßt/  =  0 


(A*) 


und  wenn  man  nach  ß  differenzirt , 

2ßx+py  =  0, 


also 


^  2x 


Man  hat  daher  nach  (jti) : 

x'^  +  y 


2  ^  py__^  py' 


2x  X 

oder  2x  {x^  -\-  y^)  +  py^  =  0 

oder,  wenn  man  —  x  statt  x  setzt, 

2x3  =  2^2  (^  _  25) 

y 2-- 


0 


-V. 


und  hiemach 

p  —  2x 

als  gewünschte  Gleichung. 

Die  gesuchte  Enveloppe  ist  die  Fusspunktcurve  einer  Parabel,  wenii  die 

Perpendikel  vom  Scheitel  aus  errichtet  werden*)  und  führt  den  besonderen 

Namen  Cissoide. 


Anmerk.     Für  x 


wird  1^  :=^  00;  die  Directriz  ist  somit  eine  Asymptote 


der  Curve.    Nach    obiger    Entwickelung    liegt    die   ganse    Üurve    auf  der  Seite    der 
negatiTen  x. 


beiden  letzten  Gleichungen  folgt 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Ellipsengleichung  einführt 

M^  +  *V  «  1  oder  {x^  +  y«)«  =  «V«  +  *V 

als  Gleichung  der  Fusspunktcurre  der  Ellipse. 

*)  Denn  aus  der  Tangentengleichung 

?/  —  ^  =  fj  (^  —  «)  oder  ^y  «  ^  (^  4-  «) 

'Iß  py  ^ 

und     der  Perpendikelgleichung    y  -     —         x  folgt  /?=  —         ;«  =  —    — 

Führt   man    diese  Werthe  in    die  Parabelgleichung   ß^  =  pa    ein,    so  resultiri 
Gleichung. 
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12}  Die  Enveloppe  aller  Curven  } 

{x-py  +  y^  —  a^  =  0, 
wo  p  dei  veränderliche  Parameter  ist ,  zu  bestimmen. 

Aufl.     Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen 

{x  —pY  +  y^—a^^O  und  —  2  {x  —  p)  ==  0 
I  den  Werth  von  p ,  so  folgt : 
I  ^2  _  ^2  _-.  0  Q^ßj  (y  +  a)  (y  —  a)  =  0. 

!  Die  Enveloppe  wird  somit  durch  zwei  parallele  Gerade  gebildet. 
!  13)  Die  Enveloppe  der  Curvenschaar 

::r+ö-' « 

m  bestimmen ,  wenn  gleichzeitig  die  Bedingungsgleichung 

a)+lf)=^ W 

bestehen  soll ,  worin  a  und  b  Constante ,  a  und  ß  zwei  Veränderliche  be- 
zeichnen. 

Aufl.     Da  nach  (v)  /^  eine  Function  von  a  ist,  so  folgt  durch  Dif- 
ferentiation der  Gl.  (fi)  und  {v)  nach  a : 

X'*  _y«_   dß 

und  «"-'    .    r-'   dß 


daher 


a«+i     a''*"-^         /9"+^     /^'""-* 


oder 


Durch  Einführung  dieser  Werthe  in  die  Gl.  (ß)  erhält  man : 

k 


:  +  r 


und  es  ist  somit  nach  (v) : 

^       (ä"-(r-ä"=(r 


m 


Ode  «  =  0"+'  x"^ 


m 
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Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gl.  (v),  so  resultirt: 


mn  mn 


ir^r-^ 


als  gesuchte  Gleichung. 


An  merk.     Hiernach  kann  leicht  Aufgabe  7  gelost   werden.    Berücksichtigt  mai 
nämlich,  dass 

a     '    ß 
die  Gleichnng  der  Geraden  und 

«t  +  /».  =  P  oder   (")V  (f )  =  1 

die  Bedingungsgleichung  ist ,  so  ergibt  sich ,   wenn  man  m=  2  ,n^=^  1  ,a=h=l 
setzt,  sofort: 

(I)' + (')' = ' 

oder  a;*  -|-  y '  =   l'* 

als  Gleichung  der  Enyeloppe,  wie  wir  solche,  auch  früher  gefunden  haben. 


§.  74.    Besondere  Punkte  ebener  Curven. 

Denkt  man  sich  von  irgend  einem  Punkte  P  (Fig.  74)  einer  ebenen 

GniTe  aus  mit  einem  unendlich  kleinen  Radins 
^»8-  74.  einen  Kreis  gezeichnet,  so  wird  dieser  im  AU- 

gemeinen  die  Curve  in  zwei  Punkten  Oj , b^ 
schneiden,  welche  eine  solche  Lage  haben, 
dass  die  Radien  Pa^  ,  Fb^  nahezu  mit  den  Rich- 
tungen der  Tangente  Pa  ,  Pb  zusammenfallen, 
der  ^  a^  Pb^  also  von  einem  gestreckten  nur 
um  unendlich  wenig  verschieden  ist. 

Jeder  Punkt  einer  Curve,  der  als  Mittel- 
punkt eines  solchen  Kreises  angenommen ,  nicht  zwei  Durchschnitts- 
punkte a, ,  &i  liefert ,  welche  bezüglich  ihrer  Lage  den  eben  gemachten 
Anforderungen  entsprechen,  heisst  ein  besonderer  oder  singulärer 
Punkt  der  betreffenden  Curve. 

Wir  unterscheiden  hiernach  mehre  Arten  von  besondere"  link- 
ten ,  welche  nun  der  Reihe  nach  betrachtet  werden  sollen. 

a.    Vielftehe  Punkte. 

Ein  Punkt  wird  ein  vielfacher  genannt,  wenn  der  Vtn.  ein- 
selben  aus  mit  unendlich  kleinem  Radius  beschriebene  Kreis  die  ine 
in  mehr  als  zwei  Punkten  schneidet. 
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Ein  vielfacher  Punkt  entsteht^  wenn  sich  mehre  Carvenäste  in 
einem  und  demselben  Punkte  durchschneiden  (Fig.  75)  oder  einander 
berühren  (Fig.  76),     Im  Allgemeinen  werden  hiernach  der  Curve  in 

Fig.  75.  Fig.  76. 


/ 


\ 


,-./ 


/^ 


V  / 


K 


"•*-'' 


emem  vielfachen  Punkte  mehre  Tangenten  entsprechen^  es  sei 
denn,  dass  solche  in  eine  zusammenfallen.  Je  nach  der  Anzahl 
dieser  Tangenten  heisst  der  Punkt  insbesondere  ein  Doppelpunkt, 
drei-,  vier-  etc.  nfacher  Punkt. 


Beispiel. 

3 


Ist  y2  _  3,2  _  ^3  ^  0 

die  Gleichung  einer  Curve ,  so  folgt  hieraus : 

dy  ,       3a:  -h  2 

dx 


± 


2  f/rr  +  1 
und  wenn  man  nun  or  »c  o  setzt ,  so  wird 

woraus  hervorgeht ,  dass  der  Curve  im  Punkte 

^'^^/y*^^  d.  h.  im  Ursprünge,  zwei  Tangenten 

entsprechen,  derselbe  also  ein  Doppelpunkt 

dy         . 
ist     Aus  —^  =  X 1  folg*  sofort,  dass  die  beiden 
ax 

Tangenten    den   Coordinatenwinkel    halbiren. 

Eine  nähere  Untersuchung  über  den  Lauf  der 

Curve  führt  zu  dem  durch  Fig.   77  repräsen- 

tirten  Bilde  derselben. 

b.    Hückkehrpunkte. 

Ein  Curvenpunkt  P  heisst  Rückkehrpunkt,  wenn  der  von  ihm 

als  Centrum  aus  mit  unendlich  kleinem  Radius  beschriebene  Kreis  die 

Curve  in  zwei  Punkten  «,  ,  h^  schneidet,  der  entsprechende  Centri- 

ü  ajPÄ,  aber  vom  Nullwinkel  nur  um  unendlich  wenig  ver- 

''»1  ist. 

i  Rückkehrpunkt  wird  hiernach  entstehen ,  wenn  zwei  Curven- 

.  .  jii  einem  und  demselben  Punkte  ausgehen  und  zugleich  einander 

'■-^"ßm  Punkte  berühren.    Beiden  Aesten  entspricht  im  RUckkehr- 

«ine  gemeinschaftliche  Tangente. 

16* 
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Man  unterscheidet  Rttckkehrpunkte  der  ersten  und  der  zweiten 
Pig,  7g  Art,  je  nachdem  beide  Curvenäste  auf  verschie- 

denen (Fig.  78)  oder  auf  einerlei  Seite  (Fig. 79) 
der  gemeinschaftlichen  Tangente  liegen.  Soll  also 
x  =  a,y^=h  ein  Rttckkehrpunkt  der  Curvey=/(ar) 
sein ,  so  muss  /  (x)  entweder  für  a:  =  a  -f-  ä 
(Ä  unendlich  klein)  zwei  reelle',  für  x  =  a  —  h  ima- 
ginäre Werthe,  oder  für  x  =  a  —  h  zwei  reelle  und 
für  X  =  a  +  h  imaginäre  Werthe ,  dagegen  fiir 
a:  «i  a  zwei  reelle  gleiche  Werthe  annehmen.  Die 
Art  des  RUckkehrpunktes  ergibt  sich  schliesslich  aus 
dem  über  die  Convexität  und  Concavität  der  Carven 
Mitgetheilten. 


Fig.  79 


1)  Ist 


Beispiele. 


die  Gleichung  einer  Curve,  so  nimmt  y  für  a:  =  0  nur  den  Werth  0,  da- 
gegen für  a:  =  0  4*  Ä  stets  zwei  reelle  und  für  a:  =  0  —  h  zwei  imaginäre 

Werthe  an ,  der  Punkt  a:  =  0  ,  ^  =  0   ist  somit 
Pig-  80.  ein  Rückkehrpunkt. 

Um  nun  die  Art  desselben  zu  ermitteln,  bilden 

wir  -— s  =  +  -r^^  und  setzen  hierin  a:=0-j-Ä. 


dx'^      —  ^y^x 


Es  resultirt  alsdann 


dPy 


+ 


und  nach  §.67 


dy 


dx^  —  AY^h 
kehrt  somit  in  der  J^ähe  des  Bückkehrpunktes  der 
eine  Ast  die  convexe,  der  andere  die  ooncave Seite 
der  Abscissenachse  zu.  Der  Funkt  3^=0,^=0 
ist  also  ein  Rückkehrpunkt  der  ersten  Art  und 


weil  für  a?  =  0  ,  —  =1  wird ,  so  halbirt  die  gemeinschaftliche  Tangente 

dx 

den  Coordinatenwinkel.    Da  für  a*  ==  1  ,  x  —  Y^x^  =  0  wird,  so  schneidet 

der  untere  Ast  die  Abscissenachse  in  der  Entfernung  OA  =  1 .     Der  Lauf 

der  Curve  ist  durch  Fig.  80  dargestellt. 

2)  Es  sei  y  ==  x2  +  y^x^ 

die  Gleichung  der  Curve. 

Wie  vorhin  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  x  ==  0  ,  y  =  0  ein  Rü^k- 
kehrpunkt  ist. 

Entwickelt  man  nun 

15 


und  setzt  in  diesem  Ausdrucke  arsaO+^i  so  geht  aus 


cir^ 


,±.^ 
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/ 


hervor ,  dass  in  der  Nähe  des  Punktes  o:  =  0  ,  y  =  0  beide  Curvenäste 

gegen  die  Absoissenachse  convex  sind,  dieser 

Pankt  also  ein  Küokkebrpunkt  der  zweiten  Fig.  8 1 . 

Art  ist.     Eine  weitere  Untersuchung  zeigt,  ^ 

64 
dass  der  untere   Ast  für  x  =*»  — —  einen 

225 

Wendepunkt  hat ,  in  o:  ="  1  die  Absoissen- 
achse schneidet  u.  s.  w.  (Fig.  81). 

3)  Es  sei  i 


m 


y  ==  y  (a?)  4-  *J  (a;  —  a)^**  \f)  {x) 

wo  9  (x)  und  \p  (x)  eindeutige  Functionen 

von  2.* 'sind  und  der  auf  die  kleinste  BenennuDg  gebrachte  positive  Ausdruck 


m 


fn  >  '  "*• 


m 


Die  Curve  besteht  wegen  des  Doppelwerthes  von  {x  —  a)^"  im  Allge- 
meinen aus  zwei  Aestcn  und  zwar  erhält  man  für  jedes  x  ^  a  zwei  reelle 
Werthe  von  y  für  beide  Aeste ,  für  x  =  a  wird  y  =  SP  (a)  für  jeden  Ast 
und  für  x  «^  a ,  nimmt  y  für  beide  Aeste  zwei  imaginäre*  Werthe  an. 

Die  zwei  Aeste  gehen  somit  von  dem  Funkte  x  ^=  a  f  y  =  (p  (a)  aus 
und  es  bleibt  nun  noch  zu  untersuchen,  ob  derselbe  ein  Eückkehrpunkt  ist. 

Entwickeln  wir  zu  diesem  Ende 


m 


m 


m 


y 


-1 


y'  (x)  +  k[{x  —  aßn  \p*  (x)  +  —  {x  —  ajin    ^  tfj  (x)] 

«71 


m 


m 


m 


-J 


/  =  y"  {x)  +  h  [{x  —  a^n  %l)'*  (x)  +  -    {x  —  a)^"'  xp'  {x)  + 

n 


m 


mm  .   ,  . 

--  I 1    (x  —  a)in 

2n   2w  '  ^  ^ 


i()  {x)] 


so  ersieht  man  hieraus,  dass^  wenn  x  ^=^  a  gesetzt  wird,  für  beide  Aeste 
y  =  y'  (a)  resultirt ,  beide  Aeste  also  im  Funkte  x  =  a  ,  y  =  g)  (a)  eine 
gemeinschaftliche  Tangente  haben  und  dieser  Funkt  somit  ein  Rückkehr- 
pnnkt  sein  muss.  Um  die  Gattung  desselben  zu  ermitteln,  führen  wir  x=a 

in  den  Ausdruck  von  y**  ein.     Nehmen  wir  zunächst  an ,  es  sei  « -  >  2,  so 

wild  y'=y"(a)  und  wenn  y"(a)  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  wird, 
so  haty  für  beide  Aeste  einerlei  Zeichen  und  es  ist  somit  in  diesem  Falle 
X T=s  jp  (a)  ein  Rückkehrpunkt  der  zweiten  Art. 


m 


A 

d 

2 


nen  wir  aber  ^  <  2  an ,  so  wird  für  x  =  a  ,  y'^  ==  oo  für  beide 
jtzen  wir  nun  a  +  Ä  statt  a; ,  wo  ä  unendlich  klein ,  so  übertrifft 


m  Im 
n\2n 


m 


~2 


l\  fi^n       die  Summe   aller    übrigen  Glieder,  indem 


m 


-  —  1  positiv  sind,  während 2  negativ  ist,      Es  liefert 


'^r.w^"« 


1 
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fcU« 


■,».v 


Ct:'l 


I. 
•. -t. 


(*■■ 


somit  t/'*  für  a?  =s  a  -j-  Ä  für  beide  Aeste  Werthe  von  verscliiedeiieii  Zeichen 
und  in  diesem  Falle  ist  demnach  der  Punkt  x  =  a  f  1/  =  g>  (a)  ein  Rück- 
kehrpunkt der  ersten  Art. 

2 
4)  Nach  §.  72,  Beisp.  1  ist,  wenn  — —  =  m  gesetzt  wird, 

/         pY 


X 


oder 


y  =  |/8m  (x =1c\x  — 


P\^ 
2i 


2j 

p\i 


die  Gleichung  der  Evolute  einer  Parabel.     Vergleicht  man  diese  Gleichung 
mit  der  allgemeinen  Gleichung  der  vorhergehenden. Aufgabe,  so  hat  man 

zu  setzen,  und  da  nun  tt-  <!i2,  so  ist  der  Punkt  oc  =  ^  ,  y  =0  einRück- 
kehrpunkt  der  ersten  Art. 

o.    iBolirte  Funkte. 

Hat  ein  Curvenpunkt  die  Eigenschaft ,  dass  der  von  ihm  ans  mit 
unendlich  kleinem  Radius  beschriebene  Kreis  der  Curve  in  keinem 
Punkte  begegnet,  soheisster  ein  isolirter,  conjugirter  oder  bei- 
geordneter Punkt. 

Durch  einen  isolirten  Punkt  geht  somit  kein  Ast  der  betreffenden 
Curve  und  wenn  a:  =  a  ,  y  =  6  ein  isolirter  Punkt  sein  soll,  so  müssen 
die  Werthe  von  y  ttir  x  +  ä  und  x  —  ä,  wo  h  unendlich  klein,  imaginär 
ausfallen, 

Beispiel. 

Es  sei  y  =  i  (^  —  2)  K  a:  —  4 

die  Gleichung  einer  Curve.  Dieselbe  liefert  für  a:  =  4  ,  y  =  0  und  für  alle 
aufeinander  folgenden  Werthe  von  a?  =  4  bis  a:  =  -f-  00  je  eine  positive 


Fig.  82. 


/ 


0 


tTA 


X 


\ 


und  eine  negative  Ordinate.  Ist  somit 
(Fig.  82)  0^  =  4 ,  so  erstreckt  sich  die 
Curve  von  A  aus  oberhalb  und  unterhalb 
der  Abscissenachse  bis  ins  Unendliche. 

Für  alle  Werthe  von  x  =  4  bis  a? = — oc 
mit  Ausnahme  des  einzigen  Werthes  a:  =»  2, 
wofür  ^  =  0  wird ,  f^Ut  y  imaginär  aus.  Ist 
daher  OB  =  2,  so  liegt  in  der  Nähe  "  ses 
Punktes  B  kein  Curvenpunkt  mehr  es 

ist  somit  der  Punkt  a:  =  2  ,  y  =  sin 
isolirter  Punkt. 


d.    Grenzpunkte. 

Schneidet  der  von  einem  Curv^enpunkte  aus  mit  unendlich  kle..  jni 
Radius  beschriebene  Kreis  die  Curve  nur  in  einem  Punkte,  so  ^"^  Söt 


^ 

^ 


iC 
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jener  Punkt  Grenzpunkt.     In  einem  Grenzpnnkte  hört  somit  der 
Lauf  einer  Cnrve  plötzlich  auf. 

Beispiel. 

i 
Ist  1/  =  e^ 

die  Gleichung  einer  Cnrve ,  so  erhält  man  zunächst  für  a:  =  0  ,  y  =  oo 

imd  wenn  laan  nun  x  von  0  bis  <x>  wachsen  ^ig.  83. 

lässt,  80  nimmt  gleichzeitig  y  von  oo  bis  1  1^- 

ab,  woraus   hervorgeht,    dass  y  =  1  oder 

wenn    OA  =  l ,  die  zur  ^Achse    parallele 

AB^  sowie  die  Ordinatenachse  Asymptoten 

an    den   im   ersten    Quadranten    liegenden        -^ .  - — 

Carventheü  CDF  (Fig.  83)  sind.  ^^  ^ 

Lässt  man  nun  x  abnehmen  von  x=  —  0  ü 

big  ar  =  —  oc ,  also  —  wachsen  von  —  oo 

X  I 

1 
bis  0,  so  wächst  e*  von  0  bis  1. 

Wir  erhalten  hiemach  einen  zweiten  Ast  OEG^  der  plötzlich  im 
Anfangspunkte  der  Coordinaten  aufhört  und  die  Gerade  y  =  1  oder  HB 
ebenfalls  zur  Asymptote  hat;  0  ist  somit  ein  Grenzpunkt  dieses  Astes.  Da 
y  =  oo  oder  0  ist ,  je  nachdem  ar  =*  +  0  oder  —  0  gesetzt  wird ,  so  ist 
die  Ordinate  für  a;=0  unstetig  und  macht  hier  einen  Sprungvon+c»  auf  0. 


e.    Vorspringende  Punkte  oder  Spitzen. 

Einen  Curvenpunkt  nennen  wir  eine  Spitze,  wenn  der  von  ihm 
ans  mit  unendlich  kleinem  Halbmesser  beschriebene  Kreis  die  Gurve 
in  zwei  Punkten  schneidet,  der  diesen  entsprechende  Centriwinkel 
aber  vom  Nullwinkel  und  gestreckten  Winkel  um  einen  endlichen 
Werth  verschieden  ist.  In  der  Spitze  treffen  hiernach  zwei  Curvenäste 
einander  in  der  Weise,  dass  jedem  derselben  in  diesem  Punkte  eine 
l)esondere  Tangente  entspricht. 

Beispiel. 

_       .  X 


if  —  1 

1  +  e*' 

Ä        _  _ene  Curvengleichung.     Da  für  a:  =  0  , 2/  =  ^  wird,  so  ist  der 
^       ""«^  ein  Curvenpunkt. 

'Ue   Tangente   in   diesem  Funkte  zu  bestimmen ,  berücksichtige 

1  —  =  Ihn  -  für   abnehmende   x  und  y    ist.      Man   hat  aber 

V  X 
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je  nachdem  man  x  positiv  oder  negativ  setzt  und  dann  in  Null  übergehen  lisstf 


Fig.  84. 


lim  —  =  Im 
X  *» 


1  1 

^        1  +  ß 


B 


/ 


/ 


1  -f-  c 


und 


0 


Um     =  Ihn  - 

X 


1 


14- e" 


=1 


l+<5 


Der  Ast  O^  (Fig.  84)  im  ersten 
Quadranten  berührt  somit  die  Ab- 
scissenachse,  der  Ast  OB  im  dritten 
Quadranten  dagegen  die  den  betref- 
fenden Coordinaten winke!  halbircnde  Gerade  0C\  Der  Ursprung  O  ist  somit 
eine  Spitze  der  Gurve. 


§.  75.    Allj^emeine  Bestimmnii;  der  besonderen  Punkt«  einer  Cnrve. 

1)  Betrachten  wir  hier  nur  Gleichungen  von  der  Form  : 

f(oc,y)  =  l+ax  +  by'{'^  (Ax^  +  2Bxy  +  Cy^) 

+  —l—  (A,x^  +  3B,x^y  +  3C^xy^  +  D,y^)  +  .     .     =  0, 

WO  der  Ausdruck /(x  ,  y)  als  ein  geschlossener  erscheint,  so  ist  nach 
der  Maclaurin'schen  Reihe  *) : 


[ix^ 


X 


.2 


+ '  [£%]:^ + {ii^j  + 1-278  PI" 


'0 


+  8 


»^o 
j-"' 


cV 


also 


+ ^  my- 1?)/ 


[cx^di/j^ 


x-y 


+  ... 


'^)  Die  Resultate  bleiben  auch  noch  richtig  für  den  F9II,  dass  /,  >f  r  /-  t 

cx     cy 

stetig  sind. 
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2)  Wir  wollen  nun  zuerst  zeigen,  dass  fUr  jeden  singulären  Punkt 
einer  Curve  die  beiden  Gleichungen 

ex  .  c^ 

erftillt  sein  müssen. 

Da  diese  Bedingungen  tür  jedes  beliebige  Coordinatensystem 
erfüllt  bleiben,  wenn  sie  für  irgend  eines  erfüllt  sind*),  so  denken  wir 
UBS  den  Ursprung  des  Systemes  in  den  zu  betrachtenden  Punkt  verlegt. 

In  der  Gleichung  der  Curve  ist  alsdann  /  ==  0  zu  setzen  und  die- 
selbe wird  daher : 

ax  +  bij  +  ~  ~  (Äx'^  +  2Bxy  +  Cy'^)  +  .  .  .  =  0. 

Um  nun  obige  Behauptung  zu  rechtfertigen,  zeigen  wir,  dass, 
veim  nicht  gleichzeitig 

der  Punkt  a?  =  0,2^  =  0kein  besonderer  Punkt  sein  kann. 

Zur  weiteren  Vereinfachung  obiger  Gleichung  drehen  wir  die 
Coordinatenachsen  um  den  festen  Anfangspunkt  so ,  dass  die  Gerade 
flj-  +  6y  =-  0  als  neue  Abscissenachse  erscheint ;  dadurch  behält  obige 
Gleichung  dieselbe  Form,  nur  wird  a  =  0. 

Wir  nehmen  daher  als  die  zu  betrachtende  Gleichung: 

\  +D,y^)  +  .,.^0 (1) 

wo  h  von  Null  verschieden  ist  und  zeigen,  dass  der  Anfangspunkt  kein 
singulärer  Punkt  sein  kann.  Setzen  wir  zu  diesem  Ende  y  ==  Aar',  so 
folgt  aus  (1): 

*)  Um  dieses  n&chsuweisen ,  seien  x  ftf  die  Coordinaten  eines  Punktes  auf  ein 
n^twinkliges ,  f  ,  i;  die  desselben  Punktes  auf  ein  beliebiges  anderes  System  bezogen 
Md  nach  E.  P.  §.  6 

X  =  a^  '\-  bri  +  c  \  tj  =  a{l  -\-  b\fi  -\-  c\ 
*^  fi^fV)  =  f{a^  +  bfi  +  c,ai^  +  ^n^  +  C|)  ^  9  US  17)  -  0 

ui«  G/eiehung  bezüglich  des  neuen  Systemes. 

Man  hat  alsdann ,  wegen  9  (£ ,  1/)  "^  /{^  ,!/)' 

cx  cl        cy  (l  cx    '       cy 

^Jf  ?'  +  ^/  !^  =  « f/  +  4,  f/  „  0  +  0  ==  0. 

cx  Cfj       cy  cn  cx  cy 

Cf 
and  /    nicht  gleichzeitig  Null,   so  findet  dieses   auch  bei  jedem  anderen 

cy 

^Irt  Denn  wäre  , "  =  0  und    ^-   =-  0 ,    so  müsste  nach  dem   oben  Ge- 

cx  cn 

^  /  =  0  und  ^"  =  0  sein. 

^*  cy 
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2    '        \         •1.2.3/  \1  .  2    •     1  .  2    '     1  .  2  .  8  .  4) 

Da  wir  die  Cnrve  in  unmittelbarer  Nähe  des  Anfangspunktes 

kennen  lernen  wollen /so  ist  x  sehr  klein,  aber  nicht  Null,  daher  muss 

A  A 

auch  hX  +  -  sehr  klein  oder  X  nahezu  gleich  —  — -  sein. 

2  26 

Setzt  man  nun  in  (2)  A  =  —  — ,  so  erjiält  man ,  nachdem  durch 

X  dividirt  ist,  zur  Bestimmung  etwaiger  reellen  Werthe  von  a?,  die  ent- 
sprechende Gleichung.    Die  Anzahl  derjenigen  x,  flür  welche  l  einen 

Werth  hat,  welcher -- —  unendlich   nahe  liegt,   ist   daher  endlich. 

Nimmt  man  deshalb  [x\  kleiner  als  den  Absolutwerth  der  kleinsten 
dieser  Abscissen ,  so  kann  aus  obiger  Gleichung  für  X  kein  Werth 

folgen,  welcher  —  ---  unendlich  nahe  liegt. 

26 

Setzen  wir  nun  6A  +==  +  «,  wo  e  beliebig  klein ,  also 

X A  +  1 

26-6 

und  geben  dem  X  alle  möglichen  Werthe,  die  zwischen  —  «i  "~  i,  =^^ 

As  A 

und  —  -    +  -  =  G  liegen,  nur  den  Werth  —  ^rr  und  die  diesem  nn- 

endlich  nahe  liegenden  nicht,  so  sei  in  (2)  fUr  einen  beliebigen  solchen 
Werth  von  l ,  g  der  absolut  grösste  derCoefficientenvon  «  ,  «* ,  a:' ,... 

Wählt  man  dann 

\hX-\- 


¥< 


+9 


SO  wird  nach  §.  4  das  Zeichen  von  hl  +   -  das  Zeichen         (2) 

bestimmen.    Ist  nun  d  der  kleinste  Werth,  welchen 

Ä 


6A+2 


[ 


bx  +  i 


+9 
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annimmt,  wenn  l  alle  Werthe  beigelegt  werden,  welche  zwischen  Ä^und 
(? liegen,  nur  die  nicht,  welche  —  --  unendlich  nahe  kommen,  so  ist 

i  nicht  unendlich  klein  und  wenn  man  also  \x]  <  3  setzt,  so  wird  das 

Ä 
Zeichen  von  (2)  durch  das  Zeichen  von  bl  +  -  bestimmt.    Betrachtet 

man  dann  x  als  constant  und  setzt  das  eine  Mal  A  =  (?,  das  andere 
Mal  A=  JST,  so  nimmt  (2)  verschiedene  Vorzeichen  an  und  es  liegt  somit 
zwischen  obigen  Grenzen  e  i  n  und  n  u  r  ein  Werth  von  A,  der  (2)  genügt 
und  zwar  sowohl  für  ein  positives  als  für  ein  negatives  x*). 

Es  gibt  daher,  wenn  [x]  <  J ,  sowohl  für  ein  positives  als  för  ein 
negatives  a;  nur  einen  Punkt  x  =  x^  ,  i/  =^  lx^^  der  Curve,  wo  X  dem 

-  rr  sehr  nahe  liegt  und  passend  bestimmt  wird.  Eine  Parallele  mit 

der  7Achse  schneidet  demnach  die  Curve  in  unmittelbarer  Nähe  vom 
Anfangspunkte  immer  nur  in  einem  Punkte. 

Sagen  wir  dafür,  die  Cuitc  falle  in  unmittelbarer  Nähe  des 

Ursprunges  mit  der  Parabel  w=  —  -,  x^  zusammen,  so  schliessen  wir 

26 

hieraus,  dass  die  ^Achse  eine  Tangente  an  die  Curve  ist  und  hiemach 
der  Anfangspunkt  kein  singulärer  Punkt  sein  kann. 


Dieser  Schluss  ist  aber  nur  dann  möglich,  wenn  A  :=  l--^. 
nicht  Null  ist. 

^  -  (Sl= ». 

30  geht  die  Gleichung  unserer  Curve  über  in :  * 

k  +  ~-^  (2Bxy  +  Cy^)  +  j-^ 3  {A,x^  +  ^B.x^y  +  36>^2 

+  D,y^)  +  .  .  .  =  0 

Setzt  man  nun  hierin 
soresidtirt: 

.    ICX^   ,    BA   ,    A.\    ,   , 


I  nur  einen  Werth  von  X  gibt,  folgt  daraus,   dass  bX  -}-  x    nur  einmal 
■®  -*-rt,  wenn  X  von  K  bis  G  Tariirt. 
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Durch  eine  Beweisführung,  welche  der  vorigen  vollkommen  analog 

ist,  zeigt  man  nun,  dass  für  jedes  gehörig  kleine,  sowohl  positive  als 

negative  x,  es  einen  und  nur  einen  Werth  von  l  gibt,  der  sehr  nahe 

A 
dem  Wertbe  —  ^-^  kommt,  und  der  Gleichung  (3)  genügt,  oder  mit 

anderen  Worten :   dass  die  betreffende  Curve  in  unmittelbarer  Nähe 
vom  Anfangspunkte  sowohl  rechts  als  links  mit  der  Parabel 

A     3 

zusammenfällt.  Hieraus  folgt  alsdann,  dass  die  JrAchse  eine  Tangente 
an  die  Curve  und  der  Anfangspunkt  insbesondere  ein  Wendepunkt 
ist.  Dieser  Schluss  ist  aber  nur  dann  erlaubt,  wenn  A^  nicht 
gleich  Null  ist.  Ist  ^^  =  o ,  so  setze  man  ?/  ==  Ix^  und  verfahre  wie 
vorhin.  Man  findet  auch  nun  u.  s.  f.  in  allen  anderen  Ausnahme- 
fällen ,  dass  der  Punkt  (0  ,  0)  einem  gewöhnlichen  Punkte  entspricht 
Wir  schliessen  hieraus ,  dass 

nothwendige,  wenn  auch  nicht  genügende  Bedingungsgleichangen 
sind,  damit  der  Punkt  (a? ,  y)  ein  singulärer  sei. 

An  merk.     Für  Üomogene  Coordinaten  sind 

ex  cy  cz 

die  entsprechenden  Bedingungen. 

3)  Verlegen  wir  nun  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den- 
jenigen Punkt  der  Curve,  für  welchen 

f=o,r=o. 

ex  cy 

so  geht  die  Curvcngleichung  nach  der  Maclaurin'schen  Eeihe  über  in : 


oder  in 


1  ' 


'p\f + ^  L:l).'^ + 


+  . .  =  0 


\  (^x2  4-  "IBxy  +  qy2)  +   ^   (^3^^  + 


2!  ^  •        ^    '      -^^  '    '    3! 

3a:V5Pi  +  3x^  V2  +  ^  V3)  +  •  •  =  0     .     .     .     .  ) 

wo  SPo  '  SPj  /  ^2  /  ^3  stetige  Functionen  von  x  und  y  bedeuten. 
Wir  setzen  nun  zunächst  voraus ,  dass  nicht  gleichzeitig 

^=0,^=0;    (7=0 
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seien ,  nnd  betrachten  die  einzelnen  hier  möglichen  Fälle  der  Reihe 
nacL  ^ 

1.  Fall    Es  sei  -4 C  —  B^  positiv  oder 


Mo  Mo       V 


>0. 


Da  in  diesem  Falle  der  Ausdruck  Ax^  +  2BQcy  +  Cy'^  nur  Null 
werden  kann,  wenn  a:  =  0  ,  y  =  0  ist,  und  derselbe  für  hinreichend 
kleine  x  und  y  absolut  genommen  grösser  als  [R^]  wird,  also  das  be- 
treffende Glied  das  Zeichen  der  linken  Seite  der  Gl.  (4)  bestimmt,  so 
nimmt  (4),  man  mag  x  und  y  so  klein  wählen,  als  man  nur  will,  immer 
das  Zeichen  von  A  und  C  an ,  welche  beide  nicht  Null  sind.  In  der 
Nähe  unseres  Punktes  gibt  es  somit  keinen  weiteren  Gurvenpunkt  und 
derselbe  ist  daher  ein  isolirter  Punkt. 

2.  Fall.    Es  sei  AC  —  B^  negativ  oder 

m  m  _  /jv  IV  0 

Bringt  man  in  diesem  Falle  den  Ausdruck  Ax^  -f-  2Bxy  -{-  Cy^ 
auf  die  Form  C{y  —  px)  (y  -^  qx)  und  wählt  die  Linie 

y  —px^O 

zur  Abscissenachse ,  so  nimmt  die  Gleichung  der  Curve,  nachdem  man 
durch  den  Factor  von  y^  dividirt  hat ,  die  Form  an : 

y  iy  —  rx^  +  ^x^^  +  ZB^xhf  +  SCjXy^  4"  ^xV^  + 
Ajx^  +  ^B.^xhf  -h  6  a^xY  +  4Z>2^»  -}-  E^^  + 
^x5  +  f>B^x*y  +  lOCgary  +  10jD3a:V  +  bE^xy'^  +■  -^3^^  -f-  .  .  «=  0 

Setzt  man  hierin 

y  =  Aa:^ 

80  folgt: 

A^  —  ir  -f-  (A2  +  3^iA  4-  ^2)  ^  +  (^^i^^  +  4^2^  +  ^3)  ^* 

+  (i)^i»+ 6C2r^  +  5B3i  +  i44)a;5  +  ...  =  0       .     .     (5) 

Auf  analoge  Weise  wie  früher  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  für  jedes 
inoreichend  kleine ,  positive  oder  negative  x ,  es  immer  einen  und  nur 

einen  Werth  von  X  gibt,  welcher  sehr  nahe  an  -^  liegt  und  für  welchen 

die  GL  (5)  befriedigt  wird ,  oder  mit  anderen  Worten ,  dass  die  Curve 

in         '    '^barer  Nähe  unserer  -XAchse  mit  der  Parabel  y  =  —  x^ 

r 

ttb<         .xxumt,  also  diese  Achse  eine  Tangente  an  dieselbe  ist. 

-^  ebenso  lässt  sich  nachweisen ,  dass  wenn  man  die  Gerade 

y  —  qx  =  0 

als  "^«^achse  wählt ,  auch  diese  eine  Tangente  an  die  Curve  sein 

ma 


L 
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1 


Der  in  Bede  stehende  Punkt  ist  somit  nothwendig  ein  Doppel- 
punkt     \ 

Wird  idj  =  0 ,  so  ist  obiger  Schluss  nicht  richtig.  In  diesem  Falle 
setze  man 

y  =  ^^ 
so  lassen  sich  aus  der  resultirenden  Gleichung 

wieder  dieselben  Schlüsse  ziehen ,  wie  früher.    Die  AbscissenacliBe  ist  ^ 
hier  zugleich  eine  Wendetangente  und  die  Curve  stimmt  in  unmittel- 

barer  Nähe  des  Anfangspunktes  mit  der  Parabel  y  =  — ^  x^  ttberein. 

r 

Ist  id2  ^  0 ,  SO  setze  man 

y  =  Xx^. 

Auch  in  diesem  Falle  ergibt  sich  dasselbe  Resultat  wie  vorhin. 
Ist  daher  ÄC  —  B^  negativ,  so  ist  der  Punkt  a\=  o^y  =  o  unter 
allen  Umständen  ein  Doppelpunkt. 
3.  Fall.    Es  sei  AC^-  B^^o 

In  diesem  Falle  lässt  sich  Ax^  +  2Bxi/  +  Cy^  ^uf  die  Form 
C  (y  —  pxY  bringen  und  wenn  man  nun  die  Gerade 

1/  —  px  =  0 
zur  ^Achse  wählt,  so  nimmt,  nachdem  durch  den  Goefficientea  von  y^ 
dividirt  ist,  die  Gurvengleichung  die  Form  an: 

y^  +  A^x^  +  ^B^x^y  +  SC^xy^  +  D^y^  + 
ii^ar*  +  AB^x^y  -j-  6C^xY  +  ^D^xy^  +  JS^  +  A^x^  -^ 

bB^x^y  -f-  .  .  .  =  0. 

Setzt  man  hierin 

y^^Xx\  I 

SO  findet  man ,  analog  wie  vorhin ,  dass  die  Curve  in  unmittelbarer  1 

I 

Nähe  des  Ursprunges  mit  der  Parabel  y^  =  —  A^x^  zusammenfallt,  ] 
woraus  wir  folgern,  dass  der  fragliche  Punkt  ein  Rückkehrp  unkt  1 


dererstenArtsei,  wenn  A^  =  r^|  nicht  Null  ist. 


^'•^^  nicht  Null  ist.  j 

0  ] 


Um  den  Werth  von  Uf^    bei  Zugrundelegung  eines  bcr-^^^-^eni 

Achsensystemes  zu  ermitteln,  sei  y  der  Winkel,  den  die  Ta^-^  in  | 

dem  betrachteten  Punkte  mit  der  alten  Abscissenachse  bildet  r  ^ 

femer  seien  §  und  fj  die  Coordinaten  in  Bezug  auf  die  Tangente,        bat  j 
man  allgemein  I 
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te  =  Icof^i  —  ijäng)  -\-  c^  aS  —  b^  -{-  c 

y  ==  ImVi^)  +  iicos^  +  d  •=  6?  +  aij  -f-  d 

/  (sc  ,  y)  =  /(a?  —bn  +  c,h^  +  an  +  d)-=%i){t,n) 

und  hiernach 

d^  _d/_  df_  dx       df  ^ 

ai  ""  e?     dx  cß^  dy  ^ 


c-^'^'^r  dx-^ 


+'Ä)-'K-F^+'^^ 


wetcheo  Ausdruck  man  also  fUr  l^A  zu  setzen  hat. 
Ist  demnach  ftlr  ein  beliebiges  Coordinatensystem 

ay  ay  _  (JV  \*_  ^ 

ax»  ay*        \dx  dy] 

dx 
WO  ^  =  -^' 

80  hat  man  einen  Rückkehrpunkt  der  ersten  Art*). 


•88  das  Zeichen  des  Ausdruckes 

1  ^ystene  unabhängig  ist  und   auch  für  jede  Coordinatenannahme  gleichzeitig 

]        --'•d,  ergibt  sich  wie  folgt: 

y  *  «{  +  *!![  +  «;  y=  «S  +  Z^+r»   ^^^   bekanntlich  a*+  *«  =  o*+  /?*=!, 
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Für  den  Fall ,  dass  sowohl 

als  auch     PÄj  +  dt  LKfy]  +8fi  {^T-}  +  fi 

gelangt  man  nach  einer  der  vorigen  analogen  Entvvickelung  zu  dem 
Resultate,  dass  die  Frage  durch  die  Würzein  der  quadratischen 
Gleichung 

entschieden  wird.  Sind  die  Wurzeln  derselben  imaginär ,  so  ist  der 
betreffende  Punkt  ein  isolirter;  sind  beide  Wurzeln  reell  und  un- 
gleich, so  ist  er  ein  Doppelpunkt,  in  welchem  sich  zwei  Curven- 
äste  berühren;  [sind  beide  Wurzeln  einander  gleich,  so  ist  der  Punkt 
imAUgemeinen  ein  Rückkehrpunkt  der  zweiten  Art.  In  diesem 
Falle  können  aber  Ausnahmsfälle  vorkommen,  deren  Berücksichtigung 
uns  jedoch  hier  zu  weit  führen  würde. 

4)  Wird  vorausgesetzt,  dass  gleichzeitig  die  drei  partiel^pn  Dif- 
ferentialquotienten verschwinden,  also 

seien ,  so  lässt  sich  die  entsprechende  Untersuchung  ganz  analog  wie 
bei  dem  vorigen  Falle  durchführen,  nur  wird  jetzt  die  Anzahl  der  be- 
sonders zu  betrachtenden  Fälle  eine  grössere. 


CT  cx*'  cxcy  cy^ 

clcn  \    ra;*    '    '   cxcy)  \    cx cy  dy*j 

c*f  cH  c^f 

S  ?^  -  (H,) - 

cx^    '    ^  "^    '       '  cxCy  Cy^l 

woraus  hervorgeht,  dasi  t~  :-^  —    t^-^-    und  r-^  t^^i  —    —  r-  I    stete 

ci*  cri'        \c^  cnl         cx^  cy^       \cxcy} 

Zeichen  haben  und  zugleich  Terschwinden . 
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5)  Sind  allgemein  für  den  Pankt  xq  ,  y^  einer  Gurve  alle  partiellen 
Differentialqootienten  von  /  bis  einschliesslich  derjenigen  von  der 
(n  —  l)ten  Ordnung  Null,  so  beginnt  die  Curvengleichung  mit 


n!  \^x  dy] 


Hat  nun  die  symbolische  Gleichung 

\dx  dy]  "" 

n  reelle  ungleiche  Wurzeln,  so  ist  jener  Punkt  ein  n  facher,  es  schneiden 
einander  in  demselben  n  Zweige  und  die  trigonometrischen  Tangenten 
der  Winkel,  welche  die  n Berührenden  des  Punktes  mit  der  2:Achse 
bilden,  sind  die  Wurzeln  obiger  Gleichung. 

Damit  ein  Punkt  ein  nfacher  sei,  ist  daher  eine  nothwendige,  aber 
nicht  genügende  Bedingung ,  dass  alle  Differentialquotienten ,  welche 
von  einer  niederigeren  als  der  nten  Ordnung  sind,  für  diesen  Punkt 
verschwinden. 

6)  Beschränkt  man  sich  auf  die  einfacheren  Fälle,  so  genügt  also 
zur  Auffindung  der  singulären  Punkte  ^folgende  Begel : 

a)  Man  suche  alle  Systeme  der  Werthe  von  x  und  y ,  welche 
gleichzeitig  den  Gleichungen 

genügen,  so  können  die  entsprechenden  Punkte  singulare  Punkte 
sein. 

h)  Man  bestimme  nun  für  jeden  dieser  Punkte  die  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung 

so  liefern : 

a)  zwei  imaginäre  Wurzeln  einen  isolirten  Punkt, 

ß)  zwei  reelle  ungleiche  Wurzeln  einen  Doppelpunkt. 

y)  Werden  beide  Wurzeln  gleich,  so  führe  man  den  betreffenden 

Werth  statt  /  in  den  symbolischen  Ausdruck  \^'  "^  ^  -,-]  ein. 

d  dieser  dadurch  nicht  Null ,  so  ist  der  entsprechende  Punkt 
Rtickkehrpunkt  der  ersten  Art,  verschwindet  er  aber,  so  er- 
le  man  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

las  letzte  Glied  natürlich  symbolisch  zu  nehmen  ist. 

"T.  nnd  Int.-Rechnung.  17 


I 


^+AE+^(f'> 
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Es  denten  alsdann  an : 
a*)  zwei  imaginäre  Wnrzeln  einen  isolirten  Punkte 
/?0  zwei  reelle  ungleicheWnrzeln  einen  Doppelpunkt,  in  welchem  zwei 

Aeste  eine  gemeinschaftliclie  Tangente  haben , 
y')  zwei  reelle  gleiche  Wurzeln  im  Allgemeinen  einen  Rückkehr- 
punkt  der  zweiten  Art.  fn  speciellen  Fällen  kann  jedoch  hier 
der  Punkt  auch  ein  Rückkehrpunkt  der  ersten  Art  sein,  oder 
aber  die  Regel  auch  eine  Ausnahme  erleiden.  Der  Punkt  ist 
aber  stets  ein  Doppelpunkt  oder  isolirter  Punkt,  wenn  er  nicht 
ein  Rückkehrpunkt  ist. 

Beispiele. 

1)  Ißt  f{x,y)^y^  —  x{x+iy  =  0 
die  Gleichung  einer  Gurre ,  so  wird 

?^  =  —  8x*  —  4a:  —  1  •  ^  =  2t/ 
dx  ^  '  ^y        ^ 

L.  BB  —  6;r  —  4  •  — ■  q  • —  — -•  2. 

dx^  ^  dx  dy  '  dy^ 

Aus  7—  =a  0  und  --  ■=  0  ergeben  sich  alsWeithe,  welche  derCurven- 
dx  dy 

gleichung  entsprechen :  sc  =  —  1  ,  y  =  0  und  dafür  wird 

dx^   dy^        \dx  dy] 
also  positiv ,  somit  ist  a?  =;:  —  1  ^  y  sb«  0  ein  isolirter  Punkt. 

2)  Es  sei        /  +  a;*  —  a^  (x^  +  y^  +  xy)  =  0 
die  gegebene  Gurvengleichung. 

Bildet  man 

-—  BBS  4a?3  —  2a^x  —  a^y 
^L  =  ^y%  —  2ah,  —  a^x 

,  dx^        ^^^         ^"^   'dxdy  "*    '  V  =  12y         2a  , 

so  findet  man  zunächst  aus  -—  =  0  und   -^  «»  0  als  zusammengehörig  und 

ex  oy 

der  Gleichung  genügend  die  Werthe  o:  =  0  ,  y  =  0.     Dafür  wird  aber 

dx^  dy^        \dx  dy] 
also  positiv  und  somit  ist  aj  «»  0  ,  y  =  0  ein  isolirter  Punkt. 

8)  Die  gegebene  Gurvengleichung  sei 

y«  —  a:3  =  0. 
Hieraus  folgt: 


\r 
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und  da  den  Oleicbungen  —  =  0  .  —  =  0  und  y^  —  ac^  =  0  nur  die  zu- 

ox  dy 

sammengehörigoi  Werthe  x  =  0  ,  y  =  0  genügen ,  dafür  aber 

dx^  dy^        \dx  dy) 
wird ,  so  ist  rr  =  0  ^  y  =  0  ein  Rückkebrpunkt  der  ersten  Art. 

Um  nun  nocb  zu  prüfen ,  ob  die  oben  ausgesprochene  Bedingung,  dass 

f4  +  3,_iv   .3,*  ^^+fi^X 

dx^  dx^dy  dxdy^  dy'^ 

nicht  Null  sei ,  erfüllt  ist ,  führen  wir  für  den  Differentialquotienten  die  be- 

dv         3 
treffenden  Werthe  und  weil  ~  tsa  -  t^x  für  a;  =  0  gleich  Null  wird ,  für 

da?        2  '  ^ 

t  den  Werth  0  ein ,  so  erhält  man  —  6. 

4)  Ist  (y  —  xy  —  x^^O 

die  Torgelegte  Gleichung,  so  hat  man 

^  —  —  2(y  —  x)  —  3x^. 


— ^ca  2  —  6a:  •  —  —  2  •  -  — 

dx^  ^  dx  dy  *  dy'^ 


Aus  --  as=  0  ,  7^  a==  0  ergeben  sich  nur  x  =»  0  ,  y  «=  0  als  zusammen- 
(7x  cy 

gehörige  Werthe ,  welche  der  Gleichung  genügen  und  wofür 


gy  gy    /  ay  \»_^  ^ 

^a;^   3y^         \^a:  ^y/ 


wird.    Es  ist  daher  a;  =  0  ,  y  =  0  ein  Rückkehrpunkt  der  ersten  Art,  da 

\l  +  t^A=  —  ^  wird,  weü  <  «=  0  und  14  =  —  ß  "t. 
[ex  cyJQ  ox^ 

5)  Nach  der  Anmerkung  zu  Beispiel  2  im  §.  72  ist 


y\3 
^1 


die  Gleichung  der  Evolute  einer  Ellipse.  Um  nun  dieselbe  auf  singulare 
Pankte  zu  untersuchen,  erheben  wir  beide  Seiten  zur  dritten  Potenz  und 
erhalten 


ä'+fe)'+'(5:>^f'^>'-''- 


L\«l 


3 


\  n^t 


=  1 


27  14^' 


•  -  'ä*-  r: 


-  2  -r-  T  «  —  1 1  -r  — «TT  —  "• 


la 


1 


6,2  /  «i''*,* 


17 


'•^ 


p-A'  ■ ' 


I»»  ■ 


Er/" 


S60 


Achter  Abschnitt 


Hiemach  ist: 

dx 
dy 


a. 


h' 


X 


y 


^'  _i_  !''        il*_u    9        2 

*'  4.  y'      ,ra-  9  ^»„ 


*. 


a. 


und  da  Bämmtliche  Differentialquotienten  von  /  stetig  sind ,  so  erhält  man 
die  singulären  Punkte  durch  die  Gleichungen : 


X 


y 


X' 


L\«i 


2 


L\«l 


+ 


+ 


-1  + 


-1  + 


9j 
9^* 


0. 


Hieraus  ergeben  sich  als  zusammengehörig  zunächst  die  reellen  Werthe 
^  =  0,y  =  0;x=0,y='±b^  ;  x  =  ±  a^  ,y=0 
und  wenn  weiter  noch  den  Gleichungen 


0 


0 


reelle  Werthe  entsprechen  sollen,  so  müssten  die  drei  Gleichungen 


X' 


+  ri  —  l  =0,y  =  0,ic  =  0 


bestehen. 

Da  sich  dieselben  aber  offenbar  widersprechen  und  x  =:  0  ,  y=^0 
kein  Curvenpunkt  ist ,  so  sind  die  singulären  Funkte  nur  noch  unter  den 
vier  Punkten 

x  =  0  ,y  =  ±b^  \y  =  0,x^±a^ 
zu  suchen. 


Um  nun  die  Natur  dieser  Punkte  zu  ermitteln ,  bestimmen  wir 


V^y_A„2  .  ff!  +  y 

7.  2  ^2/'  Q  /  J2  ,; 


-.r+^ 


X' 


a 


+ 


6   ?y2 


cc' 


a. 


a 


1. 
6 


ay 


18 


H^'^k 


dx  dy 


==  T-2ay  + 


*,^ 


^' 


a:y 


a: 


—  1 

2 


1  -  V**!. 


X' 


+ 


'1 


-1-  ^' 


r 
K 


1 


"^v"' 


Da  aber  für  jeden  singulären  Funkt  die  Beziehung  besteht 
80  gehen  diese  Gleichungen  über  in : 


0 


a. 


ay 


_-    «2 


6  dx^     ^i^y  ; 


b^^ " 


6  dy'^ 


=    — =  a?* 


a 


a. 


2 


1 
6 


aV 


18 


dx  dy        6| ' 


X 


und  es  ist  nun  sowohl  für  x  =^  0  ,  y  ^=  j[^b  ah  auch  für  y  =  0  ^  a:= 

dx^  dy^        \dx  dy)  * 

woraus   hervorgeht,    dass   die  vier   Punkte    Rückkehrpunkte   der   < 
Art  sind. 


a: 


;n 
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6)  Die  Gleichung  des  Descart^schen  Blattes  ist 

y3  ^  ^8  —  Saxtf  =  0. 

Bildet  man  hiernach : 


dx 


=  3a?2 


3ay;  £=St/^—SaXy 


80  erffeben  sich  aus  ~-  •=  0  ,  — 

cx  oy 


0   die    Werthe   a:  =  0  ,  y  =  0  als 


zusammengehörig  und  der  Ourve  entsprechend.     Da  nun  für  diesen  Funkt 


dx^ 


wird,  also 


6y  =  0  ; 

[dxdy]  " 


Sa?  ^y 


—  9a2 


3a 


somit  negativ  ausfällt,   so   ist  der  Punkt  o?  &«  0  ,  ^  s=  0  ein  Doppel- 
punkt. 

Um  den  Lauf  des  Descart'schen  Blattes  näher  zu  ermitteln,  berflck- 
eichtige  man  zunächst,  jass  wenn  x  positiv  ist,  y  nur  einen  oder  drei  reelle 
Werthe  hat,  je  nachdem  x^  >  4a^,  dagegen  wenn  x  negativ  ist,  hat  y  stets 

nur  einen  reellen  Werth. 

Die  Betrachtung  über  die  Convexität 
und  Concavität  der  Curve,  liefert  schliess- 
lich den  durch  Fig.  85  dargestellten  Lauf 
derselben. 

Setzt  man  

^  1  —  V^^ 


l  +  f 


a 


=  ß 


2  '2 

also        «4-/^=1,  a/^=l, 
80  kann  man  statt  der  yorgelegten  Glei- 
chung auch  schreiben 
{y+  a:+  a)  (y  —  ax—aß)  (y—  ßx—aa) 

—  a3  =  0 
woraus  nach   der  Theorie   der  Curven 
3.  Ghrades  hervorgeht ,  dass 

y  +  a?  -j-  a  =  0 
eine  Asymptote  der  Curve  ist,  welche 
die  negativen  Coordinatenhälften  in  den 
Abstanden  a  vom  Ursprünge  schneidet. 

Um  auf  einfachere  Weise  die  Asymptote  zu  erkennen,  denken  wir  uns 
^g.  ^— iinatensystem  um  45®  gedreht.  Sind  t ,  ^  die  Coordinaten  des 
nc         irstemesi  so  wird 

ni  >rgelegte  Oleichnng  geht  über  in 

'^   ~  3     ^2  +  a 
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aus  welcher  Form  man  sofort  erkennt,  dass  ^ 

a 


oo  wird  für 


?  = 


r2' 


a 


also  J  =  —  -^  eine  Asymptote  ist. 


B.    FttrPolarcoordinaten. 

Allg:emeine  Formeln  zur  Verwandlmit:  reditwtiik]i|r< 
Coordinaten  in  Polarcoordinaten  und  nmipekeliit. 


Kg.  86. 


Zur  Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes  P  (Fig.  86)  kann  man 

sich  bekanntlich  statt  des  rechtwinkligen 
auch  des  Polarcoordinatensystemes  b^ 
dienen.  Beide  Systeme  stehen  in  einem 
gewissen  Zusammenhange,  welcher  aek 
leicht  durch  Gleichungen  ausdrficken 
lässt.  Denn  setzen  wir  den  Radius  vector 
AP^=  Ty  die  Anomalie  oder  den  Folar- 
winkel  PAX  =  (f  und  sind 
AB  =  X  ,PB  =  y 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  P,  so  hat  man : 

X  '^  r  C08  tp  ,y  =»  rsing) 


Kg.  87. 


r  =  }/x^  +  y^  ,tg9=  -  ,W  =  arctg^ 

X  '  '^  ^  X 

Hiernach  kann  man  also  eine  auf  rechtwinklige  Coordinaten  be- 
zogene Curvengleichung  in  eine  durch  Polarcoordinaten  ausgedrückte 
umwandeln ,  und  umgekehrt. 

§.  77.    Tangente,  Normale,  Snbtanfpente  und  Snbnomude. 

Es  sei  P  (Fig.  87)  ein  Punkt 
einer  Curye,  r  und  ^  seien  dessen 
Polarcoordinaten,  f  {r  ,  gi)  <=  0 
die  Polargleichung  der  betreffenden 
Curve  und  PC  eine  an  diese  im 
Punkte  P  gezogene  Tangente.  Er- 
richtet man  PD  \  PC  ui  '  leht 
durch  den  Pol  0  eine  SeL  ihte 
DC  zu  OPj  80  heisst,  ana'  wie 
früher,  OC  die  Pol«  ib- 
tangente,  PD  die  Pola.  or- 
male  und  OD  die  Polr'  ib- 
normale  des  Punktes  P. 
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Nnn  ist 

0C^rig0PC^rtg{a^9)=^  ^^TT  ^- 
•y  ^\  y/         \+tgatgq> 

OD  =  rtgOPD  =  rcot  (a-y)  =  -Jy±  ^^Ji^) 
y  V         y/  tga  —  tgif 

oder  wenn  :z; ,  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  P  in  Be- 
zog auf  OX  als  Abscissenachse  nnd  0  als  Anfangspunkt  bezeichnen, 
nach  §.  9 : 

Aus  y  ««  rnrnp  und  a;  =  rco8(p 

folgt  aber,  wenn  man  x  ,y  ,r  als  Functionen  der  unabhängig  Ver- 
änderlichen 9  ansieht, 

dy  ,        dr 


nnd  hiemach 


dx  dr 

-—  sss  cosw rsrnfp 

dg>  ^  d(p 


dy          ,       dr 
^         sm(p \-  rcosip 


dy         difi  <iy 


dx         dx  dr  , 

-z~        cosw- ramw 

d(p  ^  dq> 


(A) 


Dnrch  Einfuhrung  dieses  Werthes  in  obige  Ausdrücke  erhält  man: 

r  dw 

Subtangente  0C=—  ==r*  -^      .    .    .    .    (1) 

ehr  dr 

dg> 

Subnormale    OD  =  ^ (2) 

Aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  OPC  und  OPD  ergibt  sich  nun 
unmittelbar : 

Tangente     ^^ «= '^  I/l  +  ^^  (^^f    •    •    •    (3) 
Normale  PD  =  j/r^  +  [^''j^   ....    (4) 

-^e  Gleichung  einer  Curve  in  Polarcoordinaten  gegeben  und 
I  den  Winkel  ß  bestimmen,  welchen  die  Tangente  PC  eines 

"  P  mit  dem  Radius  vector  r  bildet,  so  setze  man 
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Achter  Abschnitt. 


tga  —  tg(p  dx 

dx 


r 

dr 

dg> 


An  merk.    Die  Subtangente  wird  als  positiy  oder  negativ  angesehen,  je  naehdsB 
r  mit  wachsendem  9  wächst  oder  abnimmt. 


Beispiele. 

1)  Ist  OB  (Fig.  88)  der  Radius  eines  Kreises  BCDE  und  bewegt  sich 

auf  jeniem ,  während  er  sich  am 
Fig.  88.  0  in  dem  Sinne  BCDE  dreht, 

gleichzeitig  der  Punkt  O  so,da88 
die  von  ihm  durchiaofenenWege 
den  Yom  Kadius  erzeugten  Win- 
keln proportional  sind,  so  he- 
schreibt  der  Punkt  eine  knunme 
Linie  OFOBKL^  welche  archi- 
medische  Spirale  heisst 

Ist  daher  F  irgend  ein 
Punkt  dieser  Curve  und  sind 
OJP  ==  r , -4: -PO-B  =  5p  dessen 
Polarcoordinaten ,  so  folgt  aus 
der  Proportion 
OF:  0B  =  Bog.  BC :  Periph.  d.  Kreises 
oder  wenn  man  den  Badius  OB  ^=  1  setzt,  aus 

r  :  1  =  y  :  271 
unmittelbar  die  entsprechende  Polargleichung : 

r^^ (1) 

Für  den  Punkt  K  wäre 


-  £h 


27r  +  5p 


2n 


=  1  + 


1. 

2n 


U.  8.  W. 


Aus  (1)  folgt: 


und  es  ist  daher 

die  Subtangente 


dr 
dtp 


2n 


dg) 


_  ^^ 


9 


iS 


die  Subnormale 


dr 

2n 
1 


271: 


2n\ 
rtf 

,  also  constant. 


^ach  m  Umdrehungen  des  Halbmessers  ist  also  die  Subtangente 

=»  r  ,  2mn  «=»  m  .  2nr, 
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Femer  wird  

die  Tangente  =  r  /l  +  y^ 


die  Normale 


V' 


2 


2n 


/l  +(p\ 


2)  Aus  der  Gleichung  der  hyperbolischen  Spirale 


folgt 


flfr 


a  i  r  ^=ss  — 
9 


(p 


Fig.  89, 


und  es  ist  daher 

die  Subtangente 


^  =  —  a ,  also  constant ; 

a 


die  Subnormale    =  — 


a 


die  Tangente 


~         y2> 


.2,^4 


die  Normale 


=  !/■ 


.2 


a 


+  ;«4  =  t;^  /n-  yX 


SP 


SP 


An  merk.    Führt  man   in   die   vorgelegte  Gleichung  der  Beihe  nach  fOr  <p  alle 

Wertfae  Ton    0   bis  oo  ein,  so  ersieht  man,   dass  r  immer  kleiner  wird,    die  Curve 

slso  unendlich  yiele  Windungen  um  den  PolO  macht  und  sich  diesem  immer  mehr  und 

mehr  nähert,  so  dass  der  Pol  als  asymptotischer  Punkt  erscheint    Zieht  man  femer 

'^Y  (pig.  89),  macht  AO  =  a  und.ABf/OX,  so  hat  man: 


CD 


I            8in(p\ 
—  y  =»  a  —  rttntp  =  a  11 —  | 


bei  kleiner  werdendem  op  bekanntlich  — -  sich    der    Grenze     1     nähert 

9 
j.  2),  so  ergibt  sich  hieraus,  dass  CD  sich  immer  mehr  der  Null  nähert,  je 

er  <p  wird,  also  AB  eine  Asymptote  su   dem  sich  in's  Unendliche  erstreckendeo 
^  7>F  ist 


t.t; 
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w 


.t"- .  >     i 


§.  78.    Differentialquotient  eines  Bog^ens. 

Für  rechtwinklige  Goordinaten  ist  nach  §.  10  der  Differential- 
qnotient  eines  Bogens  oder 


dx 


-±1/ 


1  + 


[dxl 


führt  man  daher  den  Werth  von  ~  aus  §.  77  (-4)  ein,  so  erhält  man  in 
Bezug  auf  Polarcoordinaten : 


d<p 


rsmtp  +  co5y 


woraus  folgt : 


dqj 


dy> 


V 


" + 1, 


§.  79.    IHfferentlalqnotient  einer  Fläche. 

Es  sei  r  =  /  (y)  die  Polargleichung  einer  Curve  MN  (Fig.  90 
und  91),  dem  Polarwinkel  y^  entspreche  der  Radius  vector  r,  und  die 


Fig.  90. 


Fig.  91. 


Aenderung  OPP^ ,  welche  das  Flächenstück  OAP  =  v  erleidet , 
y  in  y,  oder  r  in  r j  übergeht  ==  u^  —  u.    Nun  kann  man  ofFenba 
Bogenelement  PP^  so  klein  annehmen,  dass  der  Badius  vector 
üebergange  von  der  Lage  OP  in  die  OP^  stets  wächst  (Fig.  90) 
stets  abnimmt  (Fig.  91),  also  wenn  man  von  0  aus  die  Kreisbogf* 
und  P^E  beschreibt,  bezüglich 


m 
las 
im 

ICT 


fr 


Krümmiuigthalbraesser. 
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oder 


oder 


r  2 


OF^R  <  OPP^  <  OPQ 


9) 


< 
> 


<r 


U.    —  M    ^^    — 


>  y  (SPi  —  SP) 


"i^  <  u^~u  <  r' 


2~  >  9i  — y  >  2~ 

wird.  Nan  rückt  aber  der  Radius  vector  r^  dem  r  hinsichtlich  der 
Länge  immer  näher,  je  kleiner  man  (y^  —  y)  werden  lässt.  Für 
(^1  ~  9)  unendlich  klein  hat  man  somit 


du  ,.  w. 
—-  =  itm  -^ 
dtp 


u 


~2 


9i  —  SP 
Sind  r  und  (p  also  auch  u  Functionen  von  t^  so  folgt: 

^w        du  dif r^  6?5p 


(1) 


(2) 


An  merk.    Sind  x  und  ^^  also  auch  r  und  9  Functionen  irgend  einer  Vahabeln 
<t  so  hat  man 


,/(M 


oder  nach  (1),  wenn  man  zugleich  beräckaichtigt ,  dass  auch 

dx  dy 


&) 


y  —  —  X 

^  dt  dt 


ist, 


dt 
dx 


y 


i 


^  dt         ^  dt   ^  dt 


vorauB  für  /  =  9  sich  ergibt: 


du  \    [     dy  dx  \ 

d<p        2    \     ^  d^f 


§.  80.    KrOnumiiiplialbmesser. 

Nach  §.  71  ist  für  rechtwinklige  Coordinaten  der  Krümmungs- 
halbmesser 


?«  + 


1  + 


[dcci 


dx^ 


■i  man  hierin : 

X  =  rcosfp  ;  y  =  rsing>, 
r  «ich  nach  §.  46 ,  Beispiel  5 : 


?  =  + 


HL 
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Achter  Abiobnitf. 


als   Ausdrnck   fUr   den   Krümmungshalbmesser   in   Polar- 
coordinaten. 

Für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Erttmmungsmittelpnnktes 
findet  man  leicht : 


rco8g> 


a 


Idr 


dg)\ 


—  stnq>  -—    r'  + 


"'  +  2  lg)-'- 


dfy2 


rsinfp 


/»  = 


dr\^  dV"!     ,  dr 


\d(p 


drV 


'•'  +  2y-^ 


dtp 

dh- 

dfy2 


r^  + 


Idr^ 
[dq> 


)*] 


Beispiele. 


1)  Setzen  wir 


2n 


a,  so  ist  nach  dem  Beispiel  zu  §.  77 


r  =  ay 
die  Gleichung  der  archimedischen  Spirale.     Führt  man  mm 

dr  d^r  

dy>  '  rfjp2 

in  obigen  Ausdruck  ein,  so  folgt: 

^  y^  +  2 

oder  wenn  man  die  Normale  durch  N  bezeichnet. 


fiVP 


a 


+  1 


iV2  +  a'^ 


a 


2)  Aus  der  Gleichung  r  «=  "^  der  hyperbolischen  Spirale  folgt  un- 
mittelbar : 

dr  a       cPr         2a 

___^        ^^tmm        _^^ • ^^—  

d(p  KfP-  '  dtp^        (f^ 

daher: 


^     "T"  — 7 i 

oder  wenn  man  die  Tangente  des  betreffenden  Punktes  durch  T  beze       et, 
nach  §.  77,  Beispiel  2: 


r 


Aufgaben  snr  Uebung. 
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§.  81.    Aui^bcai  zur  Vebuns. 

1)  Bezeichnet   a  den  Halbmesser    eines   Kreises   C  (Fig.  92) 
nnd  man  zieht  durch  irgend 
einen  Punkt  0  der  Peripherie 
desselben    beliebige    Gerade 
BD ,  EF, .  .  .  macht 
(?Z)=  OB^HF  =  HE^  2a, 

so  bestinmien  die  Punkte 

0  fE,D  ,F ,  ,  .  . 
eine   Curve,    welche    Car- 
dioide  heisst. 

Man  soll  nun  die  Glei- 
chung dieser  Curve  in  Bezug 
auf  0  als  Anfangspunkt  und 
OX  als  Abscissenachse  her- 
leiten, 80  wie  hieraus  die  Eigen- 
schaften derselben  bezüglich  des  in  gegenwärtigem  Abschnitte  Vor- 
getragenen näher  untersuchen. 

Aufl.     1)  Gleichung:  {x^  +  5^^  —  2ax)2  —  4a2  {x^  +  y^)  =  0. 

2)  Polargleicl||ing:  r  =«  2a  (1  +  cosqi), 

3)  Subtangente  =  -  ^J^L^^Slll. 

4)  Subnormale  =  —  2a«ny. 


4a  cos^  4"  5P 


5)  Tangente     = 

6)  Normale      = 

8  CD        2 

7)  Krümmungshalbmesser  :=^  --  acos^-^=^  -  Normale. 

8)  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Krttmmungskreises 

4a        2a  ,  v 

a  =  -^  H — i^   (1  —  costp)  cosip 


8     '     8 

-  cosip)  sintp, 

t  a:  =  0 ,  y  =  0  ist  ein  Rückkehrpunkt  der  ersten  Art. 


"-!(' 


10 

all 


.-i.     1)  I»t  OK  ^  X  ,  KD  ^  y  f  OL  ^  r 

sich 

r  i  X  =^  2a  '.  r  —  2a 

2fl;c  =  r«  —  lar  :^  a:«  +  y«  —  2  «(/««  +  y«. 
...  »er  Pol,  ÖD  =  r  ,  .^  DOX  =  y,  so  ist  r  =  2aco«9>  -f"  2a. 

-   =  —  lannm  \    -— ^  ==  —  2aeo»a  u.  s.  w. 
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8)  a;  ==  reosip  ==  2«  (l  +  eotf)  e^t^  ;  y  =»  2a  (1  -|-  eot^)  n»^; 

^  _  «?9  _  eos  (p  -\-^eot2tp  üoftp  -\-  eos2ip  3^ 

äx        dx  ~        (1  +  2eo8q)  8in<p  ~"       ain^  -{-  ain2(fi  ^^  ^  T 


dw 
dx* 


3    (1     -|-    C08(p) 

2«  (l  -|-  2008  <py  sin^fp 


8a  • 


l 


eo8  ^  8in' 


.  .  39 

2' 

Nun  nach  \.  80.  a  und  /?. 
9)  Nach  §.  75. 

An  merk.    Zahlt  man  die  Polarwinkel  von  AXk  aus,  so  wird 

«ny  =  8\n^\  ,  eostp  ss  —  co8ipi 
aUo 

4a        2a  , 


a 


2a 


ß=^  -^(i  +  cos 


*M»9lj 


4a 


oder  wenn  man  -r a 


04  setst, 
2a 


«1     —   y  (1    +  C08tpi)  €08  fi 

2a 

Die  ETolnte  der  Cardioide  ist  somit  wiederum  eine   Cardioide,  deren  «r- 

a  4a 

zeugender  Kreis  —  zum  Halbmesser  hat ,  deren   Anüuigspunkt  um   —  ron  A  entfernt 

o  3 

in  der  Achse  AX  liegt  und  deren  Drehungsrichtung  entgegengesetzt  ist  der  Drehiiii|s- 

richtung  der  Evolvente. 

2)  Zieht  man  irgend  einen  Darchmesser  OB  (Fig.  93)  eines  Kreises 
C  vom  Halbmesser  a ,  in  ^  eine  Tangente  MNy  dann  von  O  aus  naeli 


dieser  Tangente  beliebige  Strecken  OD  ,  OE , . ,  ,  nnd  trägt  ^  aof 
OF  nach  DG ,  Ol  nach  EH  u.  s.  w.,  so  bestimmen  die  ^  kte 
O  ,  G  ,  H  , , .  .  eine  Curve,  welche  Cissoide  heisst. 

Man  soll  diese  Curve  näher  untersuchen,  wenn  O  als  Coorä      en- 
anfang  und  OB  als  Abscissenachse  angenommen  wird. 
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Aufl.     1)  Gleichung:  ^^  ^  2ä"3ri' 

X  (2a  —  x) 

2)  Subtangente  « ^ 

Ott  "~~  X 

3)  Subnormale  =      ^.}  ^ — ^• 

^  (2a  —  xy 


—  Sx 


4)  Tangente      =      3^  |/|_ 

-V  *T  1  öa:  yccTSa —  Sx) 

5)  Normale        =  (2a-:.)'     ' 

6)  MN  ist  eine  Asymptote. 

8)  Goordinaten  des  Krttmmungsmittelpunktes : 

ax  (5ar  —  l2a) 
"*"     8  (2a  —  xy  ' 


9)  Gleichung  der  Evolute:  4096a8a  +  1152aV^  +  27/?*  =  0. 
10)  X  =  0  ,  y  =  0  ist  ein  Rtickkehrpunkt  der  ersten  Art. 

An  den  t.     1)  ÖJT  =  a:  ,  PJT  =  y  ,  QJ2  1  OB,  so  verhalt  flieh: 

OM  :  On  ^  OK.  KF  =  X  '.  y 
od«r  da  öiT  =  a;  =  2a  —  P5  ==  2a  —  ÖJ2 

und  ÖJ2*  =  OR  (2a  —  OÄ)  =  (2a  —  a:)  a? 

aach  2a  —  a?  :  a;  «=»  a;*  :  y'* 

2— 7\  ^  —  ^^  (^g  —  ^)  ^  (3a  —  a;)  x^  ,  ^  ^  3a^ 

y  VA»         *)  ^2a  —  a?)'  a;>  (2a  —  x)* 

8)  und  9)  Nach  §.  72.  Um  aus  a  und  j9  den  Werth  von  x  au  eliminiren,  setze  man 
ha  I       X       \*  4a*af 

"  ^  y  \2a  —  a;)  "~  (2a  —   a;)« 

3    \%a)  \%a}  '  U  —  X 

3    \8aj  \8aj  2a 

10)  Kaoh  {.  75. 


l 
~  u.  s.  w. 


5t  MN  (Fig.  94)  eine  Gerade ,  und  man  zieht  durch  irgend 
e  jikt  A  ausserhalb  derselben  die  Strahlen  B^B  ,  C\C ,  D^D , .  . 

ti  "'nun  eine  beliebige  Strecke  a  auf  denselben  neich  EBfEB^  ,FC, 

i  ,  GD^  , .  .  . ,  so  bestimmen  die  Punkte  C ,  B  ,  D , . .  ,  und 


(3ß\t  X  f3/?\«       .  2a 


} 
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C^  ,  B^  ,  D^  , .  .  .  zwei  Curvenäste,  welche  beiderseits  der  Geraden 
3/iV  liegen  und  von  welchen  jene  die  obere,  diese  die  untere  Con- 
choide  heisst.    Man  soll  nun  die  Eigenschaften  dieser  Gurve  näher 

Fig.  94. 


untersuchen,  wenn  AfN  als  AbscissenachsC;  AB  als  Ordinatenacbse 
angenommen  und  AE  ^^  b  gesetzt  wird. 


A  u  f  1.    1)  Gleichung :  y^  -f- 


a:V 


(i/  +  by 


oder 


X 


2)  Snbtangente  =  — 


y*  H-  «** 


3)  Snbnormale 


y  |/a»  -  yi 
y»  4-  a»6 


4)  Tangente      =      ^_jV  +  2 V  +  a^l^ 


F^a' 


y 


5)  Normale       =      a^l+2ty^^ 

6)  3fiV  ist  eine  Asymptote. 

7)  Krümmungshalbmesser  =  ^^^^^--^—-J-^ 

8)  Je  nachdem  5  <  a  ist,  hat  die  untere Curve  einen  Doppe'      kt 
oder  einen  RUckkehrpunkt. 


Aufgaben  zur  Üebotig. 
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Andeut.     \)  Es  sei  BL  =^  x  ,  DL  ^=^  y  ,  GL  =^  z,  so  folgt: 

y«  =-  a*  —  z^  f  z  :  X  —  z  ^    y  \  b. 
Elimmire  nun  z  u.  s.  w. 

2—8)  Aus  X  =-   — X—  \/a^  —  y*   bestimme    -    und  hieraus: 

y  ^y 

^^  =  _  y*  /«*  —  y* 

4)  Rollt  ein  Kreis  G  vom  Radius  r  (Fig.  95)  auf  einer  Geraden 
kX^  so  beschreibt  ein  Punkt  A  in  der  Peripherie  desselben  eine  Curve, 
welche 

Fig.  95. 


/      9 


--i^v— 


^."v 

V 


gemeine  Cycloide  heisst  Man  soll  diese  Curve  untersuchen,  wenn 
A  als  Coordinatenanfang  und  AX  als  Abscissenachse  angenommen 
wird. 


4)  Tangente       = 


AufL     1)  Gleichung:  x  =  rare  cos       -  ^  —  V'^ry  —  y'^ 


y 

2)  Subtangente  =  -. —    —  ^  >• 

y  2ry  —  y- 

3)  Subnormale  =  ^Iry  —  y^* 

y  V'2ry 

. -  -   •  ^ 

\try  —  y- 

5)  Normale        =  V'-2ry  :=  BC. 

6)  Krümmungshalbmesser  =  2  y^2ry  --=  2BC*) 

7)  Coordinaten  des  Krlimmungsmittelpunktes : 

«  =  x-  +  2  y^2ry  —  y^ 
ß^  —  y. 

T  -\~  ß 

'leichnng  der  Evolute:  a-=  rare  cos 


(«) 


+  y/-<lrß-ß\ 


h.  der  Krümmungshalbmesser  ist  für  jeden  Punkt  gleich  der  doppelten  Nor- 
jetreffenden  Punktes. 
"Iff.-  und  Int.-Rechnung.  lö 
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Achter  Abschnitt. 


Andent.     1)  Ist  £  ein   Pankt  der  Curye,   .«^  BMC  =  9    der  entspreeheide 
Wälznngswinkel ,  so  ist 

X  =  AC  •—  BD  =  areBC  ^  BD  ^  rip  -^  r  »in  90 

y  =T  CM  —  DM  =  r  —  reottp  ;  eo8ip  = , 


also 

und  somit 
2—7) 


8%n^ 


Ja ' \-  ^iry  —  y^ 


X  =  rar<?coa 


— —  ■  ■  ■■  ■ 


Anraerk.     1)  Man   ersieht  aus  8),    dass  nur  negativen  Werthen  von  ß  reelle 
Werthe  yon  a  entsprechen.     Für  /?  =  —  2r  wird  (Pig.  96) 

a  =«  rarccoa  —  1   sss  «r  =  -4^. 
Wählt  man   den  Punkt  C  als  Coordinatenanfang  and   verlegt  dahin   parallel  die 
Achsen ,  so  dass  CB  die  neue  positive  XAchse   wird ,   so   hat  man,   wenn  cei  und  ^ 
die  neuen  Coordinaten  bezeichnen,  in  obiger  Gleichung  zu  setzen: 

a  ■=  nr  —  a\  ,  ß  ^^  —  2r  4"  ft 
und  findet: 


nr  —  04  =  rarecoi 


fi=  r  j«  — 


also 


cq   ^=s  rarccoa 


arccos 


r-ßi 


Fig.  96. 


Aus  der  Uebereinstimmung  dieser  Gleichimg 
mit  der  CycloidengleichuDg  (a)  geht  unmittel- 
bar hervor ,  dass  die  Evolute  der  Oy cloide  eise 
dieser  congruente  Cycloide  ist. 

2)  Wählt  man  (Fig.  95)  den  Scheitel  5 
als  Ursprung  ST  als  Abscissenachse,  so  eriitit 
man 


r  —  X 


y  =s  rarcco8 

T 

als  Cycloidengleichung. 
3)  Da  in  (a)  für 


+  ^irx  -^  x^ 


y  =  0  ,  a:  -^  rareco»\ 
wird  und  arccosX  vieldeutig  ist,  so  triül  die 
Curve  unzählige  Mal  die  Abscissenaohse  in  Ab- 
ständen  ==  Inr  =:  AN,  was  damit  übereifi- 
stimmt,  dass  man  sich  den  Kreis  fortgesetzt 
rollend  auf  der  Abscissenaohse  denken  kann. 

4)  Fällt  der  beschreibende  Punkt  nicht  in  die  Peripherie  des  rollenden  Kreise«, 
so  entsteht  eine  gestreckte  oder  eine  verschlungene  Cycloide,  je  nachdem 
derselbe  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises  liegt. 

5)  Denkt  man  sich  parallel  zu  IS  Lichtstrahlen  einfallend ,  wie  z.  B.  F^  »^  be- 
stimmen dieselben  eine  £nveloppe  (Katakaustik),  deren  Gleichung  hier  noch  c  kelt 
werden  soll. 

Da  ^  £BC  =  ^  BCM  «  ^  CSM  und    BC  die   Normale   der  dde, 

so  ist  BM  der  reflectirte  Strahl. 


^^    ^       DB        DP        dy   ^  ,  .     ,,  ,        „„  ,.     ^ 

*)   Aus   —  =    --   =        folgt  unmittelbar,    dass  BF  die  Tangente  an  c 
y  JJB         dx 

fi,  also  ^C  die  entsprechende  Normale  ist 


iirrt 


Aufgaben  zair  Uebung. 
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Die  Gleichung  desselben  ist  somit 

r  —  y  =  cotg<p  (X  —  a:) (//) 

vo  X  und  y  Functionen  von  9  sind  und  X ,  Y  die  laufenden  Ooordinaten  bezeictinen. 

Durch,  Differentiation  nach  9  folgt  hieraus: 

dl/  X  —  X  da: 

—    -     = -, co(g<p       , 

09  stn^(p  '    d<p 

X  =  rtp  —  r  Hin  ff  =  r(^  —  «««y) 

y  ss^  r  —  rcostp  ^=  r(l   —  eosf). 


Nun  ist  aber 


und 
also 

Bod 


dx 

dy 
dy 

d<p 


rcosy 


Daher: 


X  — 


X 


rstn^  = 


»in^if 


-|-  rcoigtp  (1  —  co9(f) 


folglich : 


X 


X  —  ^  '\~  rsin^  eosf  (l   —  cosf) 
==  X  —  >'9P  H"  Tsinip  -\-  rsitKp  con<p 


rsifiip  cosKp 


np-^  r  sin^ip  —  r  sin  5p  —  r  sin  (p  cos  <]>  -{-r  sin  tf  eos^tp 

T 

=  r<p  —  rsinip  eostp  =       (25p  —  sinlf). 


Fährt  man  nun  dieWertbe  von  X  ,  x  und  y  in  die  Qleichung  (ju)  ein^  so  findet  man; 


r  —  r«mY  ==  ^  (l  — 
Setat  man  -^  statt  ^tp  und  r\  statt  — ,  so  folgt: 


cos  25p). 


Fig.  97. 


X  =  n  (y/  —  «nt/i)  ;  r  =  r,   (l  ^  cos^jf) 
Die    Enveloppe    oder   die    Katakaustik    ist    daher    wieder   eine  Cyeloide,    deren 

r 
erzeugender  Kreis    -  zum  Kadius  hat. 

6)  Um  die  Gleichung  der  gestreckten  und  verschlungenen  Cycloide  herzuleiten, 
sei  (Fig.  97)  während  des  Rollens  der 
Pimkt  a  zum  Berührungspunkt  Oi  ge- 
worden und  b  nach  ^1,  A  nach  Ai 
gekommen.  Alsdann  ist  arcaib\  =  areab. 
Setzt  man  nun  das  constante  Yerhältniss 

Cb  \CA  '^  Cibi  :   dAi  =   l   :  a, 
80  sind  nach  Früherem   die  Coordinaten 
I  ,  17  des  Punktes  b{  gegeben  durch  die 
Q/eichnngen : 

I  =  ry  —  rsintp  ;  ij=r — rcostp 
und  die  Coordinaten  li  ffii  des  Punktes 
Ci  durch: 

Si  -=  rf  ;  lyi  ==  n 
Aus  den  Proportionen 


5i 


I 


li  - 


folgt  nun: 


1JI  —  1;  :  ijl 


y=  1 


a 
a 


X  :=i  r^  —  arstnf 
y  =  r  '^  arcosfp 

jetzt  leicht  die  Gleichung  in  x  und  y  ableiten  läsat 


E 


ichdera  a=l  ,a>l,a<;li8t,  entspricht  dieselbe  der  gemeinen, 
kten»  oder  verschlungenen  Cycloide.  Aus  ihr  lassen  sich  nun  leicht 
■''•genschaften  der  beiden  zuletzt  genannten  Cycloiden  entwickeln. 

..-j  ein  Kreis  vom  Radius  r  statt  auf  einer  Geraden,  wie  in 
jendem  Falle,  auf  der  convexen  Seite  eines  anderen  Kreises 
•""  Ä,  so  beschreibt  jeder  Punkt  desselben  eine  Curve,  welche 
idehei88t(Fig.  98). 

18* 


.  i'A 


JJ:". 
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Man  soll  diese  Curve  untersuchen,  wenn  der  Mittelpunkt  Ä  als 
Anfangspunkt  und  AC  als  Abscissenachse  angenommen  wird. 


/^   .      X  R  i-r 

ap  ==  (it  -f-  r)  cos  (f  —  r  cos  —  <p 

r 

y  =  {R  -\-  r)  sing)  —  rsin y 


(1) 


Aufl.     1)  Gleichung: 


oder 

X  =  {E  -\-  r)cos       ip  —  rcos  -       --  t//, 

XL  R 


y=-{R  +  r)  sin    ^  ^ 


r 
R 


.    R  +  r  , 
rstn  —  D~  'P' 
R 


2)  Subtangente  =  ycot  —^—<p 

3)  Subnormale  =  ytg  —  7"—  9- 


4)  Tangente  = 


5)  Normale  = 


2r 


R  +  2r 
cos  r gf 


2r 


6)  Krümmungshalbmesser  = 

R 


r  (jß  +  r)  sin  —  (p 

~~~'.   R  +  2r 


R+  2r 
R 


7)  Coordinaten  j  «  =^ 
desKrtimmungsmit- 1 
telpunktes  :  ^ß=.  ^  ^^^ 

Diese  beiden  Gleichungen  zusammen  bilden  die  Gleichung  der 
Evolute. 


R  +  r 

(R  -f-  r)  C05  9?  +  r  coä y 

r 

R  +  r 

{R  +  r)  «ny  -j-  rsin y 


A  n  d  e  u  t.  t )  ^'  sei  die  Lage  des  Punktes  H  nachdem  sich  der  Kreis  um  dea 
^  B'  C*  If*  =  ^  BCF  =  yp  fortgewälzt  hat,  also  F  nack  F*  gekommen  ist 
Man  hat  alsdann: 

X  —  AD  ^  AB  -\-  ED  ^    AE  +  B'G  =  (Ä  +  r)  con^  -f  rsin  B*'^^ 

=  (if  -|-  r)  cosq^  —  rcos  (y  -f-  i/;) 
y  =  B*D  =«  ^'Ä'  —  C*G  ---  (Ä  +  r)  8in(p  —  r««  (y  +  y/). 


£s  ist  aber 


2-7)    l        Z  =    -  -^-+  2r  -^^  -      ==    /.        J  -  f 


dx        dx 
d(f' 


cos  — 


-      —  w  atn  -       if 


I 
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+  (S)  ■ 


'ä. 


t£±Jr 

2r 
dy 


i  e08^  r 9p 


rfV  _    d(p    _  JZ  4-  2r 

^«  ~    ÄP     ~  »  +  2r        7"-B 

Anmerkungen.  1)  Verlegt  man  die  Abscissenachse  bezüglich  der  Coordinaten 
ff  und  ß  nach  AN ^  wo  BN  =^  nr  iat,  bezeichnet  ^  J^JV  durch  y  und  setzt*) 
die  neuen  Coordinaten. 

a\  =  acosy  +  ßsiny 
ß\  =*=  ßcosy  —  asiny 
80  folgt: 

«I  =  jqr2r  [^'^  "^  ''^  ^'^^  (9  —  y)+  **<^ö*  (^~r^  9^  ""  y)J 


oder  wenn  man 


Ä  +  2r  '  '   Ä  +  2r 

femer  ^  —  ^  =  ^1  ;y  =  —  ji 

jR  +  r  R  +  r  f  r         ,        \  r  i2  +  r 


r 
»tzt,  so  wird 

/»IN                            J^i  +  n 
ai  =  (jB|  -|-  n)  <!o«  91  —    r\co8 ^4 

A  =  C^i  +  n)   «^91    —  »"i««» 91 

Man  ersieht  hieraus,    dass  die  Evolute  der  Epicycloide    wiederum   eine   Epi- 
cjcloide  ist,  bei  welcher  sich  Ji\  :  n  =  JR  :  r  yerhält. 

2}  Setzt  man  in  den  Gl.  (l)  Ä  =  r,  so  folgt: 

y  =  2RBin<p  —  J2«w29)^ 
und  hieraus  «*  -j-  y'  =  öi?*  —  4JK*  cos  9 

oder  da  cosltp  =  Icos^f  —  1 

«Im  a;  =  2i2co«y  —  2Ä?o»'y  +  Ä 

wmit  eo8(p  ^=  07? 

Ut:  auch  x«  -f-  y«  ==  3i2^  qi  2J2  /3Ä*~^  2Rx 

o(  y4  _[-  2  (a;«  —  3i?»)  y«  +  a;*  —  6i?*^«  +  8ie»x  —  3ie*  —  0. 

^  man  nun  den  Coordinatenanfang  von  A  nach  B  und  ändert  zugleich  die 
H  der  JTAchse,  setzt  also  B.  —  x  statt  a;,  so  geht  vorstehende  Gleichung  über  in : 

(«*  +  y«  —  2Är)«  —  4ü:«  (j;*  +  y*)  =  0. 

^.r  Uebereinstimmung  dieser  Gleichung  mit  der  Cardioidengleichung  ergibt  sich, 
di  *  =  r  die  Epicycloide  in  die  Cardioide  übergeht. 


-nein  Lehrb.  der  ebenen  Folygonometrie  f  S,  (4). 


1 
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Achter  Abschnitt. 


3)  Setzt  man  für  R  und  r  bezüglich  —  und  -,  so  geht  die  Gleichung  der   Epicy- 

2  4 


cloide  über  in: 


Nun  ist  aber 


also 


3r  r         ^ 

X  =  ~r  cosa  —  —  eos  öw 

4  4  ^ 

y  =■  -T-  8tn<p  —  ~  nn  Sy. 


y  =  rsin^<p 

Ferner  erhält  man  aus  obigen  Gleichungen : 

5  3r*  r*        3r* 

a;i  4-  y«  =  -  r* g     cm29p  =  -  +  —  jm«^? 


W 


W 


8  ^  4 

also  4  (a:*  -J-  y*)  —  r*  «=  3r*  «m'^p    .     . 

Aus  (a)  und  (Jb)  folgt  daher: 

[4  (a;«  -I-  y«)  —  r«]»  =  27  (rVfiV)'  =  27  Hy* 
und  aus  der  Yergleichung  dieses  Resultates  mit  der  in  §.  73,  Beisp.  S  gewonnenen  Glei- 
chung ergibt  sich  unn|ittelbar ,   dass  die  daselbst  untersuchte  Brennlinie   eine  Epicy - 
cloi  de  ist. 


4)  Setzt  man 
so  ergibt  sich  ans  (1): 


wif  ,  —  ==  «, 


-—  sBs  (1  -[-  n)  <;o«^  —  ncoi  11  -J \  *p 

=  (1  4-  «)  eo8^  —  n[co8<peos~  —  ««  y  «»«  ^  j 
==  ll  -j-»[l  —  <?o«-|  |.tfo*5P  -|-  nsintp  9in  — 


l  + 


2»iy^ 
4n« 


«tn 


2n 


2»   J 


8tn 


? 


cot<p  -{"  9^  '(><  9> 


n 


und  analog 


I  =  (1  -|-  w)  «n^)  —  n«n  (l  +  -j   9 


l  + 


2wy« 


In 


8in  tp  —  <p  cos  <p 


•    9 
sm  — 

n 


9  '  '       9_ 

l    2n    j  J  n 

Für  n  =  oo  hat  man  daher: 

X 

-  =  ft'ft^  —  (peostp  ;  y  =^  RsitKp  —  Rtpeo8tp 


eoitp  -f-  ^aintp  ;  a;  =  Reotfp  •\-  Rtp  aintp 


Wir  schliesscn  hieraus,   dass   für  r  «=  ex?   die   £picycloide   in  die   £?olTente   des 
Grundkreises  übergeht*) 


Fig.  99. 


*)  Denn  ist  (Fig.  99)  P  ein  Punkt  der  Kreisevo, 
BP  ^  Bq>  ^  BOX  =  ^  FBC  =  y, 

so  wird 

0^  =  r  =  Bcos^  -\-  Btpaimp 
PA  ==  y  =  R  sin  ff  —  i?y>  eo«^. 
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5)  Analog  wie  bei  der  gemeinen  Cycloide  gibt  es  auch  eine  gestreckte  und  eine 
Terichlungene  Epicycloide. 

6)  Für  B  =  oo  geht  die  Epicycloide  in  eine  gemeine  Cycloide  Über. 

Denn  verlegen  wir  den  Ursprung  nach  B,  die  Abscissenachse  nach   der  Tangente 
£Xf  so  wird 

SS  »  d;  »  (J2  -[-  r)  HfKp—-  rec9  (v>  —  (90—^))       ^ 

■=  (J2  -(-  0  ^^*p  —  ''«•*»  {f  +  V*) 
B^H  =  y  =  (-B  +  r)  oo9fp  —  R  —  r  «M  (9)  4*  ^) 


n^  ist,  wenn  man  --  =  m  setat,  auch 

Ji 


oder  da  y  =^  —  ^  = 


r 

y 

r 


'-  =  —  "« +  («  +  0  ^'^"^ "  ^^  ^*  "*"  ^^  ^"  • 


und 


Wird  nun  i2  ■=  00,  so  nähert  sich  »  der  Null  und  es  geht 

(i           \                          f  tu  fttif 
f-  1 1  «tfi  ft^  =  ^ ^^  +  «ff  nyp  über  in  1^ , 


2«t>t« 


fiy» 


eo9n^>  — 


da,  für  ein  unendlich  klein  werdendes  ft,  lim 


in  1, 


iin  n^ 


—  ^ 


und 


Um 


n 


lim  ^  =  0  ist. 
2n 


Man  hat  daher: 


X  y 

—   ==   «*  —   «inV^  ;    —   =    1    —   «M«M 


oder  a;  «=  r  (V'  —  ««V')  J  y  ■=  '*  (^  ^  tfo*^) 

und  ans  der  Yergleichnng  dieser  Gleichungen  mit  den  in   der  Anmerkung  zur  Aufg.  4 

gefiandenen,  geht  unmittelbar  die  Richtigkeit  obiger  Behauptung  herror. 

7)  Rollt  ein  Kreis  auf  der  concayen  Seite  eines  anderen  Kreises,  so  beschreibt 
ein  Punkt  der  Peripherie  eine  Hypocycloido.  Man  erhSlt  deren  Gleichung  und 
Eigenschaften,   wenn  man  in  obigen  Entwickelungen   für  die  Epicycloide  —  r  statt  r 

setzt.    Für  r  =  ^  geht  die  Hypocycloide  in  eine  gerade  Linie  über. 


6)  Eine  Curve ,  bei  welcher  das  Product  der  Entfemniigen  eines 
jeden  ihrer  Punkte  von  zwei 

festen  Punkten  Ä  und  B  con-  ^^'  *^^- 

stantistyheisstLemniscate. 
).)     Man   soll   die 
^•^schaften  dieser  Curve 
nchen,  wenn  der  Mittel- 
der  Strecke  AB  Coor- 
.jursprung,   das    con- 

'  Product  =  c^  ist  und  vorausgesetzt  wird ,  dass  2c  der  Abstand 
•  festen  Punkte  sei. 


0 

E 

n 

P 

d 

8 
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Aufl.     1)  Gleichung:  {x^  +  y^Y  =  «^  {^^  —  !/^)j  wo  a^  =  2c\ 

Polargleichung:  r^  =  a^co«2y. 

2)  Subtangente ^(^^  2a;-^  -  2^^)  =  «<=<"2y  |/co*2y. 

„,.£..  1     X  (a*  —  2x^  —  2y*)         «stn  2y 

~      «^  +  -ix^  +  2y^      ~~"  j/^y' 

4)  langente  -  -  (^^^^^-_  ^-^,^  -     ,,-„2^   " 

5)  Normale  =.     «' »^-^"?     _       « 


6)  Krümmungshalbmesser  =  — ,  _._^,    =  — . ^  _■ 

7)  Coordinaten  des  Krtimmungsmittelpunktes 

X  (a^  4-  a^^  +  y^) 2ä  co^V 

j y  (q^  —  ir^  —  2^'^) 205171^9) 


i    .     J.  .   I         J.         4a2 


3  (a;2  _^  ^2)  2  ^/^2y 

8)  Gleichung  der  Evolute:  (a   +  /)  («^  —  /J^) 

9)  Punkt  C  ist  ein  Doppelpunkt. 

Andeut.     1)  Es  sei  AP  .   PB  =-  c'^,  so  ist: 

[(^  +  •«^)*  +  ^']  [(^  —  ^)"W-  y*l  =-  ^^;  (<■''  +  ^*  +  y*)*  —  4*-«**  -=  e*  «.«.w 

Um  die  Polargleiehung  zu  erhalten,  setze  man: 

AP*  =  <j«  4.  r'  +  '2creos(p 

also  e*  =  (c^  +  r*)*  —  4r«?-9coA^9 

oder  r*  +  2c»  (I    —  2co8'(p)  =  0 

r*  =  2e'^eo8  2<p  =-■  a*c0«29. 

2—7)  ^^  ^  "^i' J"^*j:b  y5_""  '^^-^  *  ^^    _        rt*t«29 

Nach  §.  77  (^)  wird 

,-  -"^  —     .   ö  -  =  —  cotöcp 
fix  Sin  39  ^ 

d  ^'-^ 
dx 

-1  '^^  =s    ^^_    -  ^   |/cöÄ2^ 

^/x*  rfj-  ««»«339" 

8)  Um  in  7)  9  zu  eliminiren,  setze  man  der  Kürze  wegen: 

2<i 
co&fp  —    in  f  stnq>  =z^  n  ^  —  —-  h, 

o 

also  a  ---    --,      -_  ^  ^  =«  ^  _ (^1 
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„3  _|-  ^i  l       a^  —  ßi        fft*  ^  n 


oder 


A3  ♦*  ßi 

2  1  » 

somit  ««  -=  — -^- ,  t»«  —  »«  =  ~ y 

J  +  /S5  a^  +  ß^ 

In  (^)  Bubstituirt  u.  s.  w. 

?f  rf 

9)  Aus  ^  =  0    ö-  =  0  Endet  man: 
^^  cy 

2x  (a:«  +  y«)  —  a*a;  =  0 

2y  (j^*  +  y»)  +  «V  =  0 

and  als  Werthe,  welche  diesen  Gleichungen  und 

(^t  +  y«)«  __  a*  (x^  —  yt)  =  0 
genügen,  erhält  man:  a;  =  0  ,  y  =  0. 

Für  diese  Coordinaten  wird  nun: 

Der  Funkt  ist  daher  ein  Doppelpunkt.     Die  Qleichung 

(i). + ^  m.  ■ + (i).  ■•  - « 

nr  Bestimmung  der  Neigungswinkel   der  Berührenden   gegen    die  JCAehse   wird   daher 
fi  —  1  =0,  woraus  sich  für  <  =  +  l   ergibt. 

An  merk.     1)  Bezeichnet  y  den  Winkel,   welchen  die  Normale  eines  Punktes  mit 
dem  Baditts  Tector  bildet,  so  ist 

Subnormale  8in  2q>  . 

igy   =. — ==::    — -—    =   tg  l<p 

Bad.  vector         cos  zy 
also  7  SB  29 

2)  Die  Lemniscate  ist  auch  der  geometrische  Ort  aller  f  usspunkte  der  vom  Mittel- 
punkte einer  gleichseitigen  Hyperbel  aus  auf  deren  Tangenten  gefällten  Perpendikel. 

7)  Man  soll  die  logarithmische  oder  logistische  Linie, 
deren  Gleichung 


X  =  aly  oder  y  =z  e'^ 
ist,  untersuchen. 

Aufl.    1)  Subtangente  =  a,  also  constant. 

-       Ix- 

•^ubnormale  =      e**- 

a 
e*  +  al 


^J  annale 

a 


^"  1/  «  V  2 


ri^^;»:^? 


1 


f^; 


1^' 
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5)  Goordinaten  des  Erttmmimgsmittelpunktes : 

c?  +  e* 


a  a»  a? 


A  = 


a 


e 
6)  Gleichung  der  Evolute : 

'ß  +  //92  —  8«^]  1  [ß  +  /^^"^~8^\* 


a  =  a/    ' 


a 

a 


8)  Die  Curve,  deren  Polargleichung 


9 

a 


ist,  heisst  logarithmische  Spirale.    Man  soll  diese  einer  Unter- 
suchung unterwerfen. 

Aufl.  1)  Ftir  y  =  0,l,2,3,...  werden  die  Windungen 
immer  grösser,  für  y  =  —  1,  —  2,  —  3,...  immer  kleiner  und 
kommen  dem  Pole  immer  näher;  dieser  ist  also  ein  asymptotischer 
Punkt.   ' 

2)  Subtangente  =  —  =--. 

3)  Subnormale  c=z  c?  la  =  rla, 

9 

4)  Tangente  =  ^  ^l+fia=^^l+  fia. 

5)  Normale  =  a^  j/l  +  Z^a  =  r  j/l  +  Pa. 

6)  Krümmungshalbmesser  =  a^  y^i  ^  pa  =  Normale. 

7)  Goordinaten  des  Kjtlnmiungsmittelpunktes : 

a  =  —  a    lasin(p  ■ 
ß  =  er  lacosg>» 

8)  Die  Tangenten  bilden  mit  dem  Radius  vector  einen  constanten 
Winkel  a, 

9)  Die  Evolute  ist  wiederum  eine  der  gegebenen  congruer ♦^  *'^"^%- 
rithmische  Spirale  von  gleichem  Pole. 

Andeut.     1 — 7)  x  =  rcosip  =  a^  eosqi; 

y  =  er   sin  tp. 

Nach  {.  77  {A)  ist: 

dp        sin  9  /a  -j-  eos  qp 

dx        eosipla  —  sintp 
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d  — 
dx 

rf*y  d^  l  +  /*« 

-^        a^  (—  «w  97  +  laeosip)^ 
dq> 

SubUngente  _  1 
8)  tga  ^— 


Bad.  vector         la 


9)  Setzt  man  nach  7 


■o  folgt,  da  a^la  wesentlich  poeitiy  ist,   fUr  den  Abstand  des  KrttmmungBinittelpanktes 
Tom  Pole:  ^_ 

und  för  den  sugehörigen  Drehnngswinkel 

,                                                           «Pi  —  f  ,            yi  to 
also  r\  =  a         '   la  =  a*^  . 

Zählt  man  aber  ^1  von  einer  anderen  Aohse  aus,  bezeichnet  den  Winkel,  welchen  die 
neue  Achse  mit  der  alten  bildet,  durch  ip  und  setzt  ^1  —  yf  =  y>t  ,  f\  =  ^  "{•  ^t 
so  wird 

ft+V'  la 

n 
ai 

\if    1(1 
Bestimmt  man  nun   xf/  so,   dass  a^  —  =  1  wird,  so  erhält  man: 

;» 

a  2 
all  Qleichnng  der  Eyolute.     Diese  ist  somit  wieder  eine  logarithmische  Spirale  etc. 


i 


IVeanter  Abschnitt. 

» 

Grundbegriffe. 

§.  82.    IJnbestinmite  IntegnUe. 

1)  In  der  Differentialrechnung  wird  gezeigt,  wie  man  für  eine  ge- 
gebene Function  F(x)y  deren  Differentialquotient  f{x)  findet,  die 
Integralrechnung  dagegen  hat  die  umgekehrte  Aufgabe  zu  ihrem 
Gegenstande  und  lehrt,  wie  man  aus  der  abgeleiteten  Function /(j:) 
die  ursprünglichen  Functionen  finden  kann.  Während  nämlich  zu 
einer  eindeutigen  stetigen  Function  F  (oc)  nur  eine  und  zwar  ebenfalls 
eindeutige  Function  ./(x)  als  abgeleitete  Function  gehört,  so  entspre- 
chen einer  Function  /  (a)  unendlich  viele  ursprüngliche  Functionen. 
Es  sei  y  eine  solche*) ,  so  ist 

^  =  /(a.)und      ^^;^=/(x), 

woraus  durch  Subtraction  folgt : 

Nach  §.  9,  a)  muss  daher 

,j-F(x)=C 
sein,  wo  Ceine  von  o:  unabhängige  Constante  bedeutet. 

-Tfide  ursprüngliche  Function  von  /(a)  hat  daher  die  Form 
/  -  C,  wenn  /'  (x)  irgend  eine  derselben  bezeichnet. 

Die  Operation  der  Auffindung  der  ursprünglichen  Function  nennt 
n  '^  Intcgriren;  die  ursprüngliche  Function  selbst  heisst  das 

u  mmteintegral  und  man  bezeichnet  dieses  dadurch,  dass  man 

—  es  wenigstens  eine  solche  Function  geben  muss,    ergibt   sich   mit  Leichtig- 
k  «    M. 


1 
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hinter  die  zu  integrirende  Function  das  Diflferential  der  unabhängigen 
Variabein  x  nämlich  dx  und  vor  die  Funktion  dasSummationszeichen  T 
setzt.    Der  Grund  dieser  Bezeichnung  wird  sich  später  ergeben. 
Man  schreibt  daher,  wenn 

ist ,  fllr  die  ursprüngliche  Function 

F  (x)  =y/  (x)  dx  +  C 

und  da  zwei  entgegengesetzte  Operationen  einander  aufheben,  so  folgt 
unmittelbar: 

d  f/(x)  dx 

3)  Die  bei  der  Integration  auftretende  willkürliche  Constante  C 
kann  stets  bestimmt  werden,  wenn  man  für  ein  bestimmtes  x  den 
Werth  des  Integrales  kennt.  Weiss  man  nämlich ,  dass  z.  B.  für  o?  =  a 
das  Integral 

ff(x)  dx  =  A 

wird ,  so  folgt  aus 

♦  Jf(x)dx=zF  {x)  +  C 

unmittelbar :  F{a)  +  C  ==  A 

und  hieraus  C  =  A  —  F  (a) 

Für  A  =  0  erhält  man  hiernach : 

j  f{x)dx^  F{x)  —  F  (a). 
Diesen  Werth  bezeichnet  man  insbesondere  durch  j  f{x)  dx  und 

X  a 

setzt  also :  /  f{x)  dx  =>  F{x)  —  F  (a). 

a 

für  einen  bestimmten  Werth  von  x  z.  B.  für  j:=6  folgt  hieraus  sofort: 

b 

Jf{x)dx  =  F{b)  —  F(ay 

a 

Ein  solches  Integral  heisst  ein  bestimmtes,  a  die  untere  and 
b  die  obere  Grenze  desselben. 

4)  Setzen  wir  /  f  (x)  dx  =  y, 
also                 ^                 ^  ^">  =  1^ 

so  ist  Cf(x)=^C^^^4^ 

dx  dx 

und  somit  /  C/{x)  dx=  Cy  =  C  ff  (x)  dx 


/ 
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d.  h.  die  constanten  Factoren  kann  man  sogleich  vor  das 
Integralzeichen  setzen. 

5)  Sind  u  fV  ,w  Functionen  von  x  in  endlicher  Anzahl  und  ist 

/  udx  =  ü'j  I  vdx  =  F  ;  /  wda:  «=  W] 

,  dU  dV  dW 

also  II  ==  —    ;  ü  =  ;«?=—- 

doc  das  dac  , 

^  ,    .  I         »  dU    .     dV   ^  dW 

so  folgt:  u  +  V  +  w  =  -—  +    -     +   — — 

dx    —  dx  dx 

=  £(^+  V±  TT), 
and  hieraus  die  Gleichung : 

{u  +  v  ±w)dx=  U±  V±  TT, 

=  /  udx  +  /  vdx  +  /  wdx 

d.  h.  das  Integral  einer  algebraischen  Summe  ist  gleich 
der  entsprechenden  algebraischen  Summe  der  Integrale 
der  einzelnen  Summanden. 

6)  Sind  u  und  v  reelle  Functionen  der  Variabein  Xy  so  bedeutet 

/  (tt  +  iv)  dx  diejenige  Function ,  deren  Differeutialquotient  u  -{-  iv 

♦-'  » 

ist    Man  erhält  daher : 

I  (u  -\-  iv)  dx  =  I  udx  +  «  /  vdx , 

denn  nach  §.  49  ist : 

-  -  I  /  udx  +  «  /  vdx  }  =    ,    /  ^dx  -\-  i  ~j    I  vdx  =  u  -j-  «j. 

7)  Da  die  DiflFerentialquotienten  complexer  Ausdrücke,  wie  in 
§.  49  gelehrt  wurde,  nach  denselben  Regeln  gebildet  werden  wie  die- 
jenigen reeller  Functionen,  so  ist  es  bei  der  Integration  einer  complexen 
Function  nicht  nöthig ,  derselben  zuerst  die  Form  u  -f-  ir  zu  geben, 
sondern  man  kann  sogleich  die  Regeln  der  Integration,  wie  sie  in  Fol- 
gendem vorgetragen  werden,  in  Anwendung  bringen;  geschieht  aber 
jenes  y  so  erhält  man  Ausdrücke,  welche  sich  mit  den  auf  die  andere 
Weise  erhaltenen  als  identisch  herausstellen,  wenn  man  die  in  §.  48 
fe«      -♦'*"te  Bedeutung  complexer  Ausdrücke  zu  Grunde  legt. 
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Integration  einfacher  Functionen. 

§.  83.    Tafel  der  einfachen  Inteftralformeln  und  deren  AnwcndiniE* 

Aus  der  Zusammenstellung  der  Formeln  zur  Bestimmung  der  Dif- 
ferentialquotienten der  einfachsten  Functionen  in  §.30  erhalten  wir  un- 
mittelbar folgende  Integralformeln: 

du    ,  M«+l 

dx  = 

dx  n  -[-  1 

./  n  +  1 


1)  Tu«  ""  dx  =  -^^7^  +  C. 


2)  Ta« 


du  a« 

-  dir  =  —  4-  C. 
oo;  la 


c«  ^-  dir  =  e«  +  C. 
dx 

ä'  dx  =f~-  +  C. 
la 


>\fi 


y)  Tc*  dar  =  c*  +  C. 
da: 


ix  +  a 


4)  j  cosu 
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du 


dx 


dx  =s  sinu  -{■•  C. 


a)  /  cosxdx  =  sinx  +  C 
./  cos^u  dx  cos  u 

y)    Tf^ 

J  cos^x 


dx  =  -^  +  a 


5)  /  8tnu  ~dx=—  C08U  +  C. 

a)  I  sinx  db  =  —  cosx  -{*  C, 

J  stn^u  dx  stnu 

r)  f~— 

J  sin^x 


dx  = i-  4-  C. 

smx 


>.    f    \     du 

6)  /  — ^  —-  dx  =  tau  '\-  C. 
J  cos^u  dx 

«)  /  -  ö—  dx  =  tax  4-  C 

7)  /  —  K-  -^  dx  =  —  cotu  +  C. 

\  r  ^  .    ^ 

«)  /   ~  9~  =  —  <^^^  +  ^• 


'>/^i^; 


_  ~-  da?  ==  arcstnu  +  C 

=  —  arccosu  +  C 


r       dx  ,  ^ 

d)  I     . =  arcstnx  +  C 

=  —  arccosx  +  (7. 

1        du  ^~ 

—  -  dx  ^=  arctgu  +  C 


'  1  +  u2  da? 

=  —  arccotu  +  ö. 

==  —  arccotx  -\-  C. 

19 
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I; 


J*.  ■ 


^ 


Beispiele. 


.  +  c 


)   /  x^dx  = 


(1.«)*) 


2)  /  (3  -* 

5     5 
3 


X 


da:  = 


Zx 


5 


-3                      1 
--  =  ort  +  -.  +  C (l.ff) 


—  3  "        '    o!» 


3 

3)  /  {2cosx  —  Zsinx)  dx  ==  2  j  cosxdx  —  3  1  mnxdx 

=  2sinx  -\-  Scosx  +  G (4.a  und  5.«) 

4)  Um  /  (x^  +  Ix'^)"'  (o.r^+  Hrc)  dx  zu  bestimmen,  berücksichtige 


man,  dass 


3x^+  14a;  =  ^-(x3  +  7x2), 

dx 


also  gesetzt  werden  kann : 

f{x^  +  7a:2)«  (3a;2-|-  I4a^)  da:  =  T  (x^  +  7^:2^  £  (^^  +  ^a:^)  '^• 

Man  hat  alsdann 

(.3  +  7.^)'»+i  +  c  ,  .     .    (1) 


5)   A«*  +  x2)6  (e»^  +  2a.-)  dx  —  /*(«*  +  a.")*  ^  («*  +  ^■)  "^^ 


=  !(«-+  x*)'  +  (7 


(1) 


cosx  -\- 


d 


^  ,     (sinx  +  /x) 

6)     /—   -_-=rr=--  =    dx  ==    I    —-..  .    r     .    _.:r^ do?  = 

J  F5ma:4-  Ix  J      ysinx  +  ^• 


y  sin  X  + 
=  2  »/«wx'-f-^  +  C' 


(1./?) 


T  ^$in  X  -f  r/r 

+  ^'-^        («n  a:  +  xZx)  dx  = , f-  C 

da:  La 


7)  f  a'^  "^  ^ ''^''-  {cosx  +  \  +  Ix)  dx  = 

ja*'' 

8)  /  e'"«'  (sma:  +  a;co«a:)  da:  «=  /  e*""^  ^  {x  sinx)  dx 

=  c*'^««:  -(-  C     .      .      .      .    * 

9)  /  CO»  {ax'^  +  b)  x  dx  =-  -     1  ^^*  (^'*  "^  *-^  ^  (aa:^+  i. 


(2) 


«) 


2a        ^  ^ 


•     •     • 


4) 


*)  Diese  Nummern   beliehen   sich  bei  nachfolgenden  23  Aufgaben  auf  ron       ii< 
iDtcgraiformeln. 
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1 

dx  I  oc 

xlx  Vt^x  — T 

f    l-x   1/    1  —  H^ 


^     j  xlx  }/Px  —  1  /   ^     1  A  1    "^ 


'^  dx  =  arccos  -,--  -\-  C (8) 

11)   Ax«  +  3a:  -  7)2(x  +  |)  <i«  ==  .^   Ax^  +  Sa— 7)2(2a;-+-8)<ir 

i     =^/'(x2+8a:-7)2|-(x»+3a:-7)(ir==^(x2  +  3a:  — 7)»+C(l) 
I  z  J  dx  b 

I  s=  arcsm  {x  —  1)  +  6'       .     .     .     .  ^ (8) 

'  .  ^  f   (^  +  1) 

\  ^^)J  ^2  +  -go:  +  2       J  (x  +  1)-^  +  1        ./  (a-  +  l)'^  +  l  "^ 

i  =  arctg  (.x  +  \) -\-  C         .,.,'. (9) 

/r  .       dsinx  sin^x    ,     _  .-. 

«nx  cosx  dx  =  I  sinx  —z —  dx  =  -~     +  6     .     .     .     (1) 


15)  /  tax  dx  =  I  — -  da:  =  —  f dx  =  —  Icosx  +  C  (3) 

'J     ^  J    COSiC  /      cosx 


d  sin  X 


16)  /  cotxdx  *==  /     .--  dx  =  I  —,-—  dx  =  Isinx  +  ('  .     .     (3) 
^/  j   «in  X  j     sinx 

/*  1_  pd,tgx^ 

^    f       dx  /  co5^a:   ,  I       dx      .  _.         •     >^       /o\ 

17)  /  -7— =     1  -7 —  dx=    I dx  =  Z^^x  +  C  .    (3) 

j   *mj:  cosar  ff    sinx  f      tgx 


/  u         u 


I 

i  ^    cos  X 

du    _ 
—  dx  === 

„         _  dx 
2«n  —  cos  ^ 

2         2 
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An  merk.     Für  u  ^=  x  folgt  hieraus 

dx 
itnx  2 


19) 


J  cosu  dx  J     .    [TC         \dx 


sin  I  -  —  wi 


oder  nach  Aufgabe  1 8 : 


An  merk.    Pur  «  =  j;  ergibt  sich  hiemach 


smxdx \    l  dx^ 

a  +  beosx  b  j        a  +  bcosx 


X) 

—  dx 


fa  (a  +  6) 


J    cos^  (a 


(8) 


■}) 


„-.    C        bdx  I  dx  ^ 

'Jco«^(a  +  ix)         /    cos^{a-\-bx)  9  \     i       /    • 


6) 
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§.  84.    Anl^aben  znr  Hebung. 


x^ 


3)  ff^xda:  =  ?  Aufl.     j  xi^x  +  C 

4)f\zx^  +  ^^dx  =  ?  AufL     a.»-A.  +  C. 


5)/(x^-l)^==? 


I 

I  r.  ..  .  .    .,      1 

I 


Aufl.    "^  —  Ix  +  C. 


6)   r(2a:+l)3Äc  =  ?  Aufl.      ^  (2a:  +  1)*  +  C 

Aufl.     Z(3a:3  — 5x2  +  7a:+5)  +  a 
8)   Asx  +  5)6  dx  =  ?  Au f  1.     (^^-^  +  C. 

Andent.     Setee  (U  +  6)»  -»  J  (3a;  +  5)«  —  (3ar  +  5). 


/^a;*  -4-  5r 
(a:^  +  5)3  o:»  dir  =  ?  Aufl.       — ^— +  ^- 

Andent.     ßetee  (j;«  +  5)»  a;'  =  -  («*  +  5)»  ^  (**  +  &)• 

10)  f{2x^  +byx^dx  =  ?       A  U  f  1.     ^  {2x^  +  5)8  +  a 

# 

11)  Aa:*  —  5«  +  2)  (2a:  —  5)  dir  =  ? 

Aufl.     l  (x^  -5x  +  2)»  +  C. 

12)  r«««»+»*  (2aa:  +  6)  die  =  ? 

Aufl.     ««'+'* +  C. 

la^T— ,^— ,  =  ?  Aufl.     ^-arctg-  +  C. 

a^  +  a?^  a  a 


C  _Jx_      ^  1.  /  J 


+  (JJ 


*^        =?  Aufl.      -  arct^  (aa:)  +  C. 


1  +  a^x*  ö 
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A  n  d  e  n  t.   y  --  ^--^-  =  J  __^_^^,  ,«.. 

15)/'^dx  =  ?         ■  Aufl.     i?».r  +  (7. 

Andeut.  =  ^j: 

X  ilx 

1 6)   Al  +  Ix-^  c-')  «n  (ar/a:  +  e')  da;  =  ? 

Au fl.     —  cos  {xlx  +  e-^)  +  C. 
'')/^a^+l)^  =  ?        Aufl.     |.^(.3  4_i)+c. 

J    eo8^  (^'  +   I)  ^J    eoa*  {x^  +   l) 

18)  /  cosax  dx  =  ?  Aufl.  sinax  +  C. 

19)  /  sinax  dx  =  1  Aufl.     —       cosax  +  C. 


^^M    -  2k     "w^^^?         Aufl.      ^  -  _f-C. 

J     COS^{öX  +  4)  0--      /o         .       -\      I 


1 

3cos  (Sx  +  4) 

.y    CO*«  (3;r  +  4)  Z  J    eoa^  (3a:  +4)  dx 

[§.  83.  4.  y]. 

^2)/   ^  2)^— r-ö<  ^^  =  ?       Aufl.     —--.-—/ -^c. 

J  sin\hx  +  8)  5  si7i  (5a:  +  8)  ^ 

Andeut.     Vergl.  §.  83.  5.  ß. 

23)  r^m^a;  co5a:cte  =  ?  Aufl.     |  ^in^a-  +  C. 

24)  /  cos'^x  sinxdx  =  ?  Aufl.      —  }-  cos*a;  +  C. 

25)  /     -r^~-      -      =  ?  Aufl.     aresin  Ix. 
J  X  V  1  —  l^x 

dlx 
Andeut. 


y^  dx  /^        dx 

-  z-^--  =  /  7;---v  '^^  [§•  83.  8.] 


''>h 


dx  __  „ 


.      .,,        1  bx  -\-  c 

Auil.      -     arctg 

ab  ^        a 
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y^         dx  ^   r         d» 


d 

dx 


Ibx  +  e\ 

*      ^     dir  [§.  83.  9.] 


27)^^^,^^^,=?  Aufl.     |Z(x2+>)  +  ^. 


*^  (x«  +  Ä«) 


28)/'— ^T  =  ?  Aufl.  i/(fla:  +  6)  +  C. 

29)  T-^^.  =  ?  Aufl.  |-  /  (acc*  +  i)  +  C. 

30)  /  ^7=1—-^  =  ?  Aufl.  —  /a^  -  a;2  +  C. 

31)  r--**^^   =?  Aufl.  arctge'  +  C. 

32)  r«»  (a  +  fta**-!)"  die  =  ? 

33)r--£^-,  =  ?  Aufl.  ^J^+*)+a 

34)  [-:=-—  :.:  =  ?  Aufl.  arc«n  -  +  C. 


dx  \a  ] 
1 


An  den  t.      /  — :z:i^i^_  -  ^^-     |  ,  ^   -L      dx  u.  b.  w 

,     ,       ,       C       dx               \      C  <^                 yaldxV'Vb) 

Andeut.      /  —z-r-  ,  =    •   / —   =     ,      I  

=  ?  Au  f  L      -^  arc  «nix*  l/  "   +  ^- 


-       -    <&     U.  8.  V. 


y*         dx 
^.r  £ I  --,-  ' —    — — -  dx  u.  s.  w. 
yu  —  &p« 


298  Zehnter  Abuhnitt 

§.  85.  Tbeilweise  InteirnitioD  nnd  Integration  dn 
Kann  eiu  Integral  nicht  nnmittelbar  nach  einer 
geBtellten  Integralfoimeln  bestimmt  werden,  so  hi 
suchen,  ob  dasselbe  nicht  mitielst  einer  besonderen  0 
oder  mehre  der  in  jenem  Paragraphen  enthaltenen 
zufuhren  ist.  Diese  ZurUcktllhrung  geschieht  vorzilj 
Methoden,  von  welchen  die  eine  die  Integratioi 
oder  die  theilweise  Integration,  die  andere  d 
darch  Umformung  genaoot  wird. 

a)  Theilweise  Integration. 
Wie  wir  in  §.  16  gesehen  haben,  ist 

dx     '^  "  dar  "*"  "  <ir 

also  uv  =  fu^d:c  +  fv^d., 

worans  nnmittelbar  folgt: 

lu-r-*ic="iiu  —    \  V  -—  dx 
J       dx  J       dx 

Um  die  Anwendung  dieser  Gleichung  auf  die  Int« 

lösen  wir  nachstehend  einige 


also 

ao  folgt: 


Beiapiele. 

1)  ZurBestimmung  dea  Integialea  1  ,     -       ^^  setif 

_         1  do_ 

«  —  1  _|_  ar»  '  da^  "^    ' 
du  2x  f, 

^1  +  ^1    1  +  3;*  ^  y  0  +  X*) 

X  ri-t-x*- 

J  (1  +  xh'  ""  2  (1  +a:!)  "*"  '  7   H-  x' 
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2)  um  /  Ixdx  zu  bestimmen,  setze  man  in  Gl.  (1): 


w  =  Äc  ;  —  =  1 
dx 


Bo  folgt: 

I  hcdx  =i  xlx  —    j  dx  =  xlx  —  x  =  x  {Ix  —  1)  +  C 

8)  Zar  Ermittelung  von  /  xe^'  dx^  setze  man 


dv 
du 


"""5^^  =  ^^' 


also  —  =  1;  t7=l  e^dx  =  e', 

so  folgt: 

4)  Soll    /  xHx  dx  entwickelt  werden ,  so  setze  man 


dv 
u=s  Ix  :  —-  =  oc^ 
dx 


du        i  r  5^         x^ 

--  =    —    ;   V  =    f  x^dx  =   -  ' 
dx        X  J  3 


Man  erhält  alsdann : 


r    «  aj^ir  1    r   „  x^lx        x^        x^  1  l\ 

fix 
5)  Um  nach  dieser  Methode  /  —  da:  zu  bestimmen  *) ,  setze 

'  dx        X 
so  folgt: 

/  —  dx  =^  Ix  .  Ix  —  I  —  dx 

J    X  J     X 

und  hieraus: 

/Ix 
-dx  =  \px+a 

jm  /  ,  ^    . :-  zu  ermitteln,  setze  man 

'  {x^  +  ly  ' 


'  dx 


sc 


f   einem  anderen   Wege  wnrde   dieses   Integral  bereits  §.   84,   Aufgabe    15 


n 


t  J 
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JV..^ 


J  (x*+i)'»  7  (^'■'  +  1)'"  "•"  ^"v  (^ 


x' 


dx 


X 


(»^  H-  1) 

X 


m 


+    27/4 


2  ^  iy/M-1 
x^  +  1  —  1 


dx 


+  2m 


2  ^   l)m+I 

r     da:        ^         r        dx 


oder,  wenn  man  m  statt  m  -\-  1 ,  also  w  —  1  statt  m  einführt, 


4.1)-H-i 


und  hieraus: 


-2{m-l)  f 


dx 


{x^  +  1)'» 


-  1)./  (^ 


d!r 
2  -j^  1)"»-^ 


dir         _  o;  2w  —  3 

Hierdurch  ist  die  Bestimmung  des  vorgelegten  Integrales  zurückgeführt  auf! 
die  eines  anderen  von  gleicher  Art,  dessen  Nenner  um  einen  Orad  niedriger; 
ist.  Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  gelangt  man  daher  schliess- 
lich ,  wej^n  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  zu  dem  Integrale 

dx 


L 


X^  +   1 


=  arctgx. 


An  merk.     Man  nennt   diese  Art  der  Bestimmung  eines  Integrales   die  Methode! 
der  Recursion. 


b)  Integration  durch  Umformung. 

Diese  Methode  besteht  darin ,  dass  man  das  Integral  /  /  (x)  dx 

mittelst  einer  Gleichung  x  =  (p  {z)  in  ein  anderes  nach  z  zu  integriren- 
des  Integral  verwandelt. 

Ist  z.  B.  /  /  {x)dx^  F  {x)  +  C 

und  man  setzt  hierin 

X  =  (f  (z), 

wo  y  eine  beliebige  Function  bedeutet,  so  folgt  nach  §.  8  (3) : 

dF  {x)       dF  [y  {z)] 


f  W  W]  = 


dz 


dz 


dx 
~d^ 


d(p  {z) 
dz 


and  hieraas : 


^^jl)/[,(.)]  =  f^5W]. 


dz 


r 
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Man  hat  daher: 

f/[9>  W]  ^^^  eZ.  =  F[y  (z)]  +  C. 

nnd  wenn  sich  also  das  Integral  j  f[(p  {z)]  ~.      ^  bestimmen  lässt 

imd  man  setzt  x  statt  ^  {z)  in  dem  Resultate  F  [tp  {/)] ,  so  ist  auch 

lf{x)dx^^F  {x)  +  C  gefunden. 

Man  wird  demnach  jederzeit  von  dieser  Methode  Gebrauch 
machen,  wenn  die  Substitution  auf  ein  anderes  Integral  führt,  welches 
iisu?h  früher  schon  vorgekommenen  Formeln  leicht  bestimmbar  ist. 

Beispiele. 

/x a 
, TTj— ; — ;rq  dx  ZU  bestimmen ,  setze  man 
{x  —  a)2  +  /?2 

f  . dx  1 

U  ^  a)2  +  ßi=  z,  also  a:  —  a  =  K^  —  /?2 .  ^-  =  —^^-^^ 

sofol^^: 
./ (X  -  «)2  +  ;?^ ''^      j  ^--^Vz-ßi        27.  2'-  +  *' 

/dx 
;rir~r  '^  bestimmt  werden,  so  setze  man  zuerst 
(x  —  ay  +  ß^ 

f  dx ^  1^  f    -      ^^ 

J  (x  ^  af  +  /?'^  ~  /^^/  F-5\^'~ 

a?  —  cc  dx 

imd  nun    — --  —  =^  x:  ^        =  /? ,  so  folgt ; 

1  1  X  —  «     ,      ^ 

=    -  arctgz  ==  --  arctij    —- h  ^• 

3)  Um  /  YT r^ -. — rsT-  dx  zu  ermitteln ,  setze  man 

(x  —  y)^  +  rf^  =  2: , 
«0  jeil): 

X  —  Y  1    rdz 1 

=  _' _._J .c 

2  (w  —  1)  [(a-  —  y)2  +  J2jm-i  -t-  ^ 
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An  merk.  Es  bedarf  wohl  kaum  der  ErwShnung,  dass  bei  einiger  Uebnsg 
diese  Umformung  in  Tielen  Fallen  ganz  umgangen  werden  kann,  wie  solches  io 
mehren  der  Beispiele  des  §..84  geschehen  ist.  So  hätte  man  s.  B.  auch  Yorstehendet 
Beisp.  1  nach  {.  83  auf  folgende  Art  lösen  können : 


J    (x-cf    +  ß^  ij         (X  -  «)«   - 

statt  d«r  obigen  LSsung  de8  B( 
J  (x-a)*  i-ßi-ß     I 


dx~^  ll(x -<,)*+ ßll]  +  C. 


Statt  der  obigen  Lösung  des  Beisp.  2   hatte   man   auch  unmittelbar  setsen  können 

d    Ix  —  a\ 
fx  \J~] 


r-r)'+ 


t  X   — 

ß         ^        ß 


+  0 


und  ebenso  statt  der  Auflösung  zu  3: 


J  K*  -  Y? 


+  <J«]'n  2 


[(*  -  y)«   +  ^ 


—   v^« 


1 


dx 


4)  Um 


2  (m  —    1)   {{x  —  y)«  +  3^}n^\ 
ZU  bestimmen,  setze  man 


+  c 


J  Ya  —  hx^ 


80  folgt 


/dx 1   /a   r dz ^    1^  r_  dz        _\_ 


arcstnz 


rb 


arc  sm 


^  ("^  K« 


-\-c 


(«) 


Einen  zweiten  Ausdruck  erhält  man  für  vorstehendes  Integral ,  wenn 


man  j/a  —  bx"^  =  xz 
Es  wird  alsdann 


X' 


a  dx 

h+J^  '  dz 

dz 


az 


x{h  +  z'^y 


— «Vi  setzt. 


/dx  f     dz  1  z 


y^i  '^^^ 


r* 


xY^h 


+  c 


(ß) 


Anmerk.     Die    Gl.  (a)  wird    auch   erhalten,    wenn  man   x  V/ -r    statt     x    in 


§.  83.  S.  a  einführt.  Eine  directc  Herleitung  derselben  ist  in  §.  84,  Aufg.  36 

dx 

setze 


en. 


5)  Zur  Bestimmung  von  / 


also 


X  fx^  +  1 

y  x*^  '\'  \  ^=^  X  -^r  z  \  X  = 
1  +  z^      dx 


a:  +  ^  = 


2z 

r*+  1 


2z       '  dz 


2z^ 
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n  wild 


rc  4-  1  —  Vx^  4-T         /xH-1 — 1 


X—  l~Vx'^+  1 
6)  Um  /  /  (6°^)  dx  zu  bestimmen ,  setze  man 

dx  1 


X 


e«^  r=  ;c  ;  ora-  =  Iz  ; 


flb 


a-2 


80  folgt : 


ff(e'')da:=^lf-^^dz 


8o 


'^  -•  ^■fi^+-l  •=  -aJ-7V+l)  =  i  [/l  -/«"|-l] 


.az 


a  —  a: 


£Zx  zu  ermitteln,  setze  man 


also 
80  folgt: 


ö        .  ^2       ? 

—  1  —  z     f 

X     '  X  X 

dx 
dz'^" 


X 


z'+l    ,        = 


a 


2(zz 


2""+   1' 


fV^  ^  -  -  "-f 


(z^  + 1)» 


dz 


./     (**  +  1)' 


:r-  dz 


dz 


l^^'+  1)\ 


Zur   Auffindung   von    I  r~2~7~^p^  berücksichtige  man ,  dass 

d^       z      _     1  —z^    ^  _  z^+1  —  2 1 2 

dz  z^+  1  —  (^2  +  1)2  '^  (^2  _|_  1)2    =       ^2  ^1  +  "(^rip^jT 


ist    "'^  ^olgt: 

i*        dz  z 

+ 


+ 


2(a*  +  l)J    '    2(z''+l) 


fl 


z^  +  1)*        2  (z^  +  1) 


2  7  «*"+  1 


«-(irnn)'^^'""''^' 


isnn  man  namlioh  den  Kenner  rational  maoht 
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und  man  hat  daher: 


OL  —  a:  az 

—    —  aar  =  —  ^aarcigz  -\ — „-    -—  +  aarctgz 


az 


^-^—  —  a.arctgz 
oder  wenn  man  wieder  den  Werth  von  z  einführt, 


a  —  X 


—  dx  =  Y  X  (^a  —  x)  —  aarctg  1/      . 

/dx 
(  2       '  2\    /  ' —  "^^  ermittelt  werden,  so  setze: 

dx 
X  =  bco8g>  j   —  =  —  hsinip] 

alsdann  wird 

r dx r        d(p 

J  (a^  _  ^2)  ,/p-Z:-^2  ~      J  a2  —  b^  c^ 

^  __  f dfy ^  ^  r dy  _ 

f ^? 

wo  a^  —  i^  =  c^  gesetzt  ist. 

d(p 


Da  nun  —  I   -^--^   ^-— ^ — ^-  =  —    I  -.      —f 

a 

d      tgg> 

-dtp 


.2. 


'    dw  ^  1  a  ^ 

1  +  [-  tffg>j 

80  erhält  man  schliesslich  durch  Einführung  der  betreffenden  Werthe : 

r  dx  1  aVb^~-^x''    .    ,, 

/  /~9 9V^  1 — —-r^-  =    -   ,         --   -    arccot  7-— =rz=_      +  r- 

/  (a2  —  0:2)  j/^2  _  ^2         „  j/ß2  _  ^2  X  ^a^  —  b^^ 

1  ^1/^2^1762 

§.  86.    Antoben  zur  Uebiinj^. 

1)   I  X  sinx  dx  ^=  ? 

A  U  f  1.     sinx  —  X  cos  X  +.  ^• 

Andeut     Setze  «  =  a;  ,  —  =  sinac, 

dx 
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2)    /  xcosx  dx  =  ? 

Aufl.     xsinx  +  cosx  -f-  C. 


')/ 


x^  e'  da:  =  ? 
Aufl.     (x2  —  2x  +  2)e'  +  C. 


dv 
Andeut.     Setee   u  =  x*  ,    ,    =  ^a- und  benutze  obiges  Beisp.  )i. 

dx 


')/ 


aresin  x  dx  =  ? 
Aufl.     X  arcsinx  +  K  1  —  x'^  +  C.     . 


dv 

Andeut     Setae  u  =  arcsinx  ,    ,     =^   1. 

dx 


5)/, 


arccosx  dx  =  ? 
Aufl.     xarccosx  —  yl  —  rc^  +  C. 
6)    /  arctgx  dx  =  ? 
Aufl.     xarctgx  —  |  l  (a:^  -f-  1),+  C, 

oif*  Ix  dx  ^'f 


"/■ 


Aufl.    — r  ^  —  .     r~r\2  =  "    i  \  \^  ~"      ,~T  +  ^• 

71  -f  1         (n  +  1)2         n  +  1  \  n  +  1 


dv 
Andeut.     Setze  u  =-  Ix  \    r  =^  ^"• 


und  Int.-Becbnttiig.  20 


Elfter  Abschnitt. 


Integration  der  rationalen  gebrochenen  Functionen. 

§.  87.    ErklSniDi^eii. 

1)  Kommt  in  einer  rationalen  Function  die  Veränderliche  nur  im 
Zähler  und  nur  mit  positiven  Exponenten  versehen  vor,  so  heisst 
dieselbe  eine  ganze  Function.  Die  allgemeine  Form  einer  solchen 
ist  daher 

/  (x)  =  a  -\-  bx  -{-  cx^  +  .  .  . 

Bezeichnen  nun/(a:)  und  F{x)  zwei  ganze  rationale  Functionen,  so 

f(x) 

wird  jede  Function  von  der  Form  v,V;  eine  rationale  gebrochene 

F  (x) 

Function  genannt. 

2)  Ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  kann  man  annehmen,  dass 
hierin  /  {x)  von  niedrigerem  Grade  sei  als  F  (x) ;  denn  im  anderen 

f  M 
Falle  lässt  sich  aus  dem  Bruche  '   W  eine  ganze  Function  y  (x)  her- 

r  [x) 

ausziehen,  so  dass  man  setzen  kann: 

F  (x)        ^  ^•^'  ^  F  (x) 

also  auch : 

wo  nun  xp  (x)  wenigstens  um  einen  Grad  niedriger  ist  als  F  (x). 

^~;  ^  dx  zerfällt  somit  in  dem  bezeichneten       lle 

in  die  zwei  Integrale  /  (fix)  dx  und  /  y,  ;-r  dx,  wovon  das  erste      ch 

J  J   /  (x) 
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den  früheren  Regeln  bestimmt  werden  kann  und  das  zweite  von  der 
bemerkten  Eigenschaft  ist. 

§.  88.    Zerle^^niij^  eehtg:ebrocheaer  Functionen  in  Partialbrflche. 

Enthält  F  {x)  nur  Zahlencoefficienten,  so  lässt  sich  diese  Function 
in  ein  Product  von  Factoren  zerlegen ,  von  welchen  jeder  der  Form 
nach  mit  einer  der  vier  allgemeinen  Formen 

X  —  a-,  {x  —  hy\  (x  —  af  +  ß'^  ',  [{x  —  y)2  +  (J2Jp 

übereinstimmt. 

fix) 

Man  kann  alsdann  ~~  '  stets  in  eine  algebraische  Sumpae  von 

Brüchen  zerlegen,  wobei  man  Itir  jeden  Factor  von  der  Form  x  —  a 

einen  Bruch  von  der  Form ,  für  jeden  Factor  von   der  Form 

X  —  a 

{x  —  hy*  die  Summe 

x  —  h'^{x  —  hf^  {x  —  h)''^"''^ \x  —  br ' 

för  jeden  von  der  Form  (x  —  ay  +  ß^  einen  Bruch  von  der  Form 
;         7o  7  -1^)  nnd  endlich  für  jeden  Factor  von  der  Form 

(x  -^  a)^  +  ß^ 

die  Summe 

B^x  +  S^  _  JUx  -f  Ä^  Epx  +  .s;, 

ZU  setzen  hat. 

Man  nennt  dieses  Verfahren  das  Zerlegen  gebrochener 
Functionen  in  PartialbrUche. 

Die  lüchtigkeit  der  eben  ausgesprochenen  Behauptung  ergibt  sich 
aus  nachstehender  Betrachtung. 

Erster  Fall.    F{x)  enthalte  nur  ungleiche  Factoren. 

Ist  (x  —  a^)  einer  dieser  Factoren  und  F  (x)  =  (x  —  «j)  y  (x), 
wo  9(ar)  für  x  =  a^  nicht  Null  ist,  und  wir  nehmen  also  an,  es  bestehe 
die  identische  Gleichung 

/  W /  W  _  __Äi  _  ^  f  (x) 

F  {x)        {x  —  a, )  g)  (x)        x  —  a^         (p  {x)  ^ 
wo  f(nr)  von  glcichcm  oder  niedrigerem  Grade  wie  <p  (x)  ist,  so  folgt 

/  {x)  =  A^(f  {x)  +  (^  —  «i)  V^  (^') 

'  mach  für  a-  =  a^ : 

n  man  berücksichtigt,  dass  wegen 

F{x)=^{x  —  a^)if  (x) 
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i*^ 


ü!'^ 


•V. 


tri 


^^: 


auch  r  (x)  ==  (^  —  er,)  9'  (x)  4-  <f  M, 

also  für  X  =  a^:  F"  (a^)  =  g)  (a,) 

gesetzt  werden  kann : 

A    -^^^) 

Subtrahirt  man  den  Werth  ^tS^O  y^^  j^m  gegebenen  Bruche,  so 

X öj 

wird  der  Nenner  der  DiflFerenz  jedenfalls  um  einen  Grad  niedriger, 
indem  man  bekommt 

a:  —  a, 


./'  {^) 


{x  —  a{)ff  {x) 


{x  —  a,)  y  (o;) 


(fix) 


für  rc  =  a,  wird  aber  der  Zähler  dieses  Bruches  NuU*),  woraus  hervor- 
geht, dass  derselbe  durch  (x  —  a,)  theilbar  ist  und  =  (a-  —  a^)j\  (^) 
gesetzt  werden  kann,  wo  /,  (x)  wenigstens  um  einen  Grad  nied- 
rigerer ist  als  <p  (a).     Führt  man  die  Division  aus,   so  resultirt  die 

echt  gebrochene  Function  ^^  '  und  man  kann  daher  schreiben : 

(p{x) 

/(ai) 


F  {x) 


X  —  a.         fp  {x) 


WO  sich  nun  hinsichtlich  des  Bruches      ,       analoge  Schlüsse  ziehen 

ip{x.) 
fix) 

lassen  wie  eben  für  *   ^  ^,  so  dass  man  erhält: 

F{xy 

if  (x)         X  —  a^         y,  (x)      y,  (x)         X  —  a^         ^2  (^7 

und  hiemach : 

Ist  a,  von  der  Form  a  ~\-  ßi^  also  o^  von  der  Form  «  —  /?/,  so 
überzeugt  man  sich  leicht,  dass  alsdann  für  die  Zähler  A^  und  A^  der 


*)  Der    Zähler    kann    nicht    identisch  Nnll  sein ,    weil    alsdann  /  {x)  dm 
theilbar  sein  müsste. 

**)  Denn  es  ist  F{x)  =-  (ar  —  m)  tp  {x),  F*  (a)  ^  {x  —  a^)  y'  (jr)  +  y.  ( 
für  X  =  a«,  da  9  (oi)  Nnll  ist;  /*  (c»)     -   (wf    —  ai)  y'  ('/«).     Aus 

5p  («0 

folgt  ferner  für  x  =:=  a*  :  /(fli)  -^  («i   —  fl|)  f\  («i). 


190 
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entsprechenden   Partialbrüche    conjugirte  Werthe  gefunden  werden 
und  dass  man  je  zwei  solcher  Brüche  in  einen  von  der  Form 

Px+  Q 
Zusammenziehen  kann. 

Beispiele. 

.,  ,,      f{x)  2a:2  +  6a:+  10 

1)  Um  *-  )-4  =     „-. ^ zu  zerlegen,  setze  man 

^  F{x)        x^  +  2x^  —bx—  ^  ^     ' 

/(x)==  2ir2+  6ar+  10, 

F {x)  =  x^+2x^—fix—^  =  {x—i){x+  3)  (a;  +  1), 

r  {x)  =  3a:2  +  4jc  —  5 

a,  =2,a^^  —  Zfa^  =  '—\, 

80  wird 

und  demnach 

2x2  _|,  6j.  ^  |o_   _       .4, A^ A^ 

x^  +  2a;2  —  5a-  — TÖ  ~  ~x~—2  "^  x~+  3  "*"  x  +  1 


x— 2        x+  3    •    x+ 1 


Anmerk.    Ans  der  Qleichnng 


X' 


2a;«  4-  6a;  -1-^10  _  _      Ak A^ A^ 

+  2a:*  —  Ix  —  6  ~a;—  2"^a:+3'^x   +   l 


können  die  Werthe  für  A\  f  A%  ^  A3   auch  nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Coef- 
ficienten*)  bestimmt  werden.  Denn  beseitigt  man  die  Nenner,  so  folgt  i 

ir«  +  ex  +   10  =  Ai  (a:«  +  4a:  +  3)  4-  ^*  (a:*  —  a:  —  2)  +  ^^3  (a:«  +  a:  —  6) 

=--:  (^1   +  ^,  4.  ^)  ««  +  (4^,   —   ^i  +  ^s)  a:  + 

and  ans  den  Gleichungen 

Ai  +  A^  +  Ai  ===  2       ' 
4Ai  —  ^«-+-^3  =  6 
3^1  —  2Ai  —  6^3  ==   10 
oder  dadurch,  dass  man  in  vorstehender  Beziehung  der  Beihe  nach 

X  ^2  ,  X  =--  —  Z  ,  X  ^   —  \ 
■eilt,  ergeben  sich  für  Ai  ,  At  ,  A3  wieder  die  schon  oben  gefundenen  Werthe. 

2)  Ist     r  — .-  zu  zerlegen,  so  setze  man: 
X    —  1 

x^—l  =  {x—l){x+l)(x  —  i)  (x  -+-  i) 
Tird  alsdann :  ^ 

"^'  -  /"(«,)  -  4 '  ^1  -  :?"(„,)  -    4 
•        _  .  J 

'~\  ^.   18  des  2.  Theiles  meines  Lehrbuches  der  allgem.  Arithmetik. 
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]  1/1  1  ,  «  I 


x^  —  1         A  \x  —  1         a;  -j-  1         x  —  i        a;  -j-  '7 

4  (a;  —  1         a;  +  1         a^^^l 

An  merk.   Um  zur  Bestimmung  der  Zähler  in  diesem  Falle  den  Satz  der  unbe- 
stimmten Coefücienten  anzuwenden,  setze  man  nach  Obigem 

«4    —    1         o:   —   1   "*"a;    +   1  "^   a;*  -I-   1 
beseitige  nun  die  Nenner ,  setze  alsdann  die  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  toh  x 
in  dieser  Gleichung  einander  gleich  und  bestimme  hieraus  die  4  unbekannten  Grossen. 

Zweiter  Fall.  F  (x)  enthalte  gleiche  Factoren.  Ist 
z.  B.  (x  —  a)"'  Factor  von  F  (x) ,  also  F  (x)  =  (ar  —  a)*»  (p  {x) ,  wo 
(f  (x)  itir  x  =  a  nicht  Null  wird,  und  wir  nehmen  wieder  an,  es  be- 
stehe die  identische  Gleichung 

^  (^)        {x  —  a)"'  gj  (x)        (x  —  aY        {x  —  a)"*-!  y  (x) 
80  folgt  daraus : 

fix)  ^  ^  _j_  {oo  —  a)rp  (x) 
ip{x)  (p{x) 

und  hiernach  für  x  =  a,  da  y  (a)  nicht  Null  ist : 

Da  nun 

/(a.)  9>(a)       _^^^^         9)(a)^^^ 


(a:  -^  a)"*  y  (a:)         (jT—  a)"'  ~        (x  —  a)""  <fi  (x) 

und  der  Zähler  dieses  Braches  für  o?  =  a  Null  wird,  derselbe  also 
durch  (x  —  a)  theilbar  ist,  und  somit  =  (a:  —  a)  fy  {pc)  gesetzt  werden 
kann ,  so  ergibt  sich 

_  />) j^(«A__  _! l\S^l 


{x  —  ay'  (f  {x)        {x  —  aY  ^  (x  —  a)"*-^  y  (x) 

Wendet  man  nun  auf  die  echtgebrochene  Function---    -l-    i  — .— ; 

(a; — af"^^  ff  (a-) 

wiederholt  dieselbe  Schlussfolgerung  an ,  wie  eben  für  —-;  ;  ode- 


{x  —  aY'  if  {x) 

SO  ergibt  sich  daraus  auch  für  vorliegenden  Fall  die  Richtigkeit  ol 
Behauptung. 

Sind  unter  den  gleichen  Factoren  imaginäre,  ist  z.  B. 

F  {x)  =  [{x  -^  yy  -I-  (f2]-  y.  (;..) 
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and  man  setzt 

f{x) Äa?  +  Ä_         rpjx) 

also  41  =  ^  + '^  + K" -'')'  + ^'J^^rS 

wo  y  (y  +  dt)  nicht  Null  ist,  so  ergibt  sich  hieraus  für  ac  =  y  +  ^i- 

y  (y  +  öt) 

und  für  a;  =  y  —  H: 

y  (y  —  <^0 

Aus  i2y  +  Ä  =  Ä  und  Rd  =  lc 

ergibt  sich  leicht : 

Nun  ist  identisch 

Setzt  man  im  Zähler  dieses  Bruches  a;  =  y  +  rfi,  so  geht  derselbe 
ttber  in: 

=  [Ä  +  ib--  I  y  T  h-  ~  Ä  +  ^  y]  y  (y  ±  ^0  =  0 

und  ist  somit  durch  (x  — y)2+rf2  theilbar.  Man  kann  daher  schreiben: 

F  (x)  ~  [{x^ry  +  ST  "^  [(^  —  y)'  +  s'T~'  f  i^) 

woraus  sich  die  Richtigkeit  auch  für  gleiche  imaginäre  Factoren  er- 
kennen lässt. 

Um  ein  Verfahren  zu  ermitteln,  die  Zähler  der  Partialbrüche  im 
PaDe  der  Nenner  des  vorgelegten  Bruches  gleiche  Factoren  hat, 
rasch  zu  bestimmen,  sei  wieder  F  (x)  ==  (a;  —  ty  <p  (a?). 
;tzt  man  nun 

^         'S.     4_       ^2  _   ,    _  3_  _ .  +      4-  _-^"'  -  +  "f^^l 

.)  —  ^-^1  +  (a;  _  ly  "^    (x  —  6)3  ^  •  •  ^  {x-bY  ^   if  {x) 

Ixiernach 

x)  =  <p  {x)  {B,a  +  5,„_i  (x  —  6)  4-  -B«-«  (^  —  6)'^  +  .  .  • 
+  ^1  (x  —  6)"^'l  +  (x  —  6r  V/  (x), 
-t  durch  Differentiation  und  Einführung  von  6  statt  x; 


JP'^C- 


£lft«r  Abschnitt 


/(6)-.|,(»)i(. 
/'  (»)  —  9'  («)  B.  +  9  (»)  ü._, 
/"'  (»)  —  9"  W  -S-  +  2»'  (»)  S—i  +  2!P  (6) 
■f"  (*)  =  9>"'  W  Ä.  +  Sy"(6)  S._i  +  6(f '(4)Ä„_ 

/'  (i)  =»l"(4)B.,+rspl'-il(J)B.„,+r(r_l)yl' 
durch  welche  Gleichungen  die  Zähler  n^,  B^_,,  .  . .  J 
nach  bestimmt  eind. 


Beispi 

el. 

--^-ÄJ 

—   8.r3 

+  lOar 

—  7a: +  2 

dersuz« 

D» 

F(a-)_ 

(^  -  2)  {a;  -  1) 

ist,  80  setze  man 

/W 

^ 

5. 

B, 

/■(x) 

=  .-2  +  .-:-i 

+  (irJ 

■-).+  (! 

und  entwickle  hieraus : 

/(,)_^(^._ 

ly  +  (x  - 

2)  [B,  +  B,{.- 

-l)  +  i 

.0  folgt,  d> 

/W-- 

3a:»  -1-  lOa: 

*  —   lOa 

;/(»)- 

/(!)- 

/■'W-- 

9a:^  +  20»; 

—  10 

/'  (»)  - 

/■  (1)  - 

/"(«)-- 

18a-  +  20 

/"  (6)  - 

/"  (1)  - 

^M_x 

—  2  i 

»(»)- 

if(l)- 

9'  <.'■)  -  1 

; 

»'W- 

1 

!P"  (»)  —  l> 

.,"(»)- 

0 

Um  nun  noch  A 
folgt  dafür  auB 

sofort: 

u  finden,  seüen  wi 
—  4  =,./ 

in  obiger  Oleichui 

Man  hat  daher: 

-.-^2-.^ 

i  +  (x^,>  + 

Anmerk,  Auch  in  lorliegendem  Falle  kann  mau  die  BeBtimii 
nach  dem  S«t»e  der  unbeBtimmten  Coefficienten  Tomehmen,  im  AUgoi 
diesf»  Verfahren  fiel  KeitlünlJBiT ,  als  du  oben  lorgetragane. 
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§.  89.    Aufgaben  zur  Vebmiir. 

—  3x^  +  23x  —  32  2  '3  2 


^  x^  —  bx'^  —  2x  +  24:"^  X  —  4:        x  -^  2        x  —  3 

^  — ^ 2 1_ 

^   2x^  +  idx  —  7~  S(x  +7)        d{2x  —  i) 

2x^  —  3^+1 ^  _  3 

^  X*  —  Ix^  +  9ar2  +  27a:  —  54  25  {x  +  2) 

"*"  25  (o:  —  3)  "^    5  (x  —  3)2  "^  (x  —  3)3 


2        ,  2x  —  2 


5) 


X  —  1         x^  —  4a7  +  5 
2x^  —  6x3  4,  ^2  +  IIa-  _  9  1 


jc5  _  Gx'*  -f  14x3  —  16x2  J^^x—2        X  —  1 

^  (^  _  1)2         (a;  _  1)3  ^  (a;  _  1)4  ^  a:  —  2 


f;\  ^_i+  ^^'^  +  22x  —  6  _        5x  —  1  x—  1 

^  "x"^+"2i-2^  —  4x  +  8    ~  x2  —  2x +~2  "^  x ^  +  2x  4-" 4* 
.    x^  —  2x3  4.  3a,  -|_  1  a?  4x  6x  +  1 

^  (x^'+'ryß  —  a:2  +  I  "■  (xM^T)2  "•"    (x2  +  1)3 


§.  90.     Inteifration  der  rationalen  gebrochenen  Functionen  mittelst 

Zerleinin?  in  Partialbrfiche. 

1)  Wie  wir  oben  in  §.  89  gesehen  haben,  kann  mittelst  Zerlegung 
in  Partialbrtiche,  die  Integration  einer  rationalen  gebrochenen  Function 
auf  die  Bestimmung  einer  Anzahl  von  Integralen  zurtlckgeführt  werden, 
iiv^elche  der  Form  nach  enthalten  sind  in  den  Ausdrucken : 

fv~a'^\flx~-ar 
r Fx  +_Q_  r Rx  +  S^ 

(x  -  ay  +  /?2  ^  ;  y  [(a.  -ry  +  ^t 

Wbs  die  Bestimmung  der  zwei  ersten  dieser  Integrale  betrifft, 
1  lehe  bereits  in  dem  Frtiheren  enthalten;  denn  man  hat 

—  (x  —  a) 

=^  f  ^ <fe  =  ^/  (x  —  a)  +  C  .     .     .     .     (1) 

_)  .!        X  —  a 
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r  (b)  _  »•  (6)  B.  +  f  (J)  B.^, 
/■"  (4)  —  SP"  (S)  S.  +  2(p'  (i)  B^i  +  2<p  (4)  £ 
/'"  (i)  _  9."'(»)B,.  +  S9."(6)B^,  +  6(p'(»)«._, 

/'  (J)  =.yM(i)B,.+r|fl'-tl(S)B„,+r(r— !)!,<'- 
durch  welche  GleichuDgen  die  Zähler  B,„ ,  B„._i  ,...£, 
nach  hestimmt  Bind. 


^■''U'l 

—  3x> 

+  lOa:^  —  lO.r 

derzuzerli 

F(i) 

ir'  --  5.1: 

+  9a^^— 73:  +  2 

Da 

F(»)_ 

(--2)(--l) 

at,  so  eetee  man 

./■(«) 

^ 

Ä        ,           B. 

^W 

=  .-2  + 

,--.  +  (.--' 

l)i  +  (T 

ind  entwickle  hieraus : 

/W-^(»-- 

iy  +  {.- 

2)  (B,  +  B,  (x  - 

-!)  +  ■», 

0  folgt,  da 

/W-- 

Sx»  +  10a: 

-10«  ;/(J)  = 

=  /(!)- 

/■  w  -  - 

9a:2  4-  aOa' 

-  10  i  /'  (i)  - 

/'  CD  - 

/"M-- 

l&t-  +  20 

/"  («)  - 

/"(!)- 

9-  (x)  - 1 

—  2   ; 

»w- 

y(l)- 

»'  (.-)  -  1 

»■(»)- 

1 

»"  w  -  0 

'/"(»)- 

0 

folgt  dafür  a 
sofort: 


—  3  =  —  £.^    ;   £^  =  3 

1  =  Ä,  —  ßj  ;  If!^  =  Ü 

2  =  2-B^  —  25,   ;   fl|  =  1 

1  noch  A  zu  finden,  act/en  wir  in  obiger  Gleichun] 

/■(■r)  =  ^(r-l)* 
—  4  =v/ 


Man  hat  daher: 

/W_^       1  ^  2 

FW  :t-2  +  x-l+(x- 

ADmerk.  Auob  in  Tortiegeadein  Falle  kun  mm  dii 
DBch  dem  Satie  der  nnbeBtimmten  Coefficienten  TornahiDeii, 
die«BB  Verfahren  viel  waitlSufiger ,  »In  du  oben  YorgetraKeni 
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§.  89.    Aufgaben  zur  Uebunfc* 

)  ^—  bx^~^  '2^~+"24  "^  a;  —  4        x  +  2        a;  —  3* 

^,Z"_? ? 1 

^   2a:2  ^  13^  _  7  —  3  (^  +  7)         3(2x  —  1)' 

2a^^  —  31?  +  1 ^  _  3 

^■>  a,4  _  7a,.3  +  9^2  _|,  27a:  —  54  25  (x  +  2) 

_, 3__  4-       _^       -    4-  _  ^ 

"*"  25  (a:  —  3)  "^    5  (a:  —  3)^  "^  (a:  —  3)^ 

^^   ^3  :~~5rc2  Zftix  —  5  ""  a;  —  1  "*"  a:  —  2'+  i         a;  —  2 '—  i 

_       2  _^j^~_2  __ 

a?  —  1         x^  —  4a:  +  5 

.  2a?^  —  Qx^  +  x^+nx—9  _  _1 

^  a;5  —  6x^  +  14a;3  —  IGa^^  j^  9^  _r2  ~  a;  —  1 

^  {x--  1)2         (a:  —  1)3  ^  (a-  —  1)4  ^  x  —  2 

6a!^  +  637^  4-  22a:  —  6  _         5a:  —  1_      Xj—  1 

^^   T*"+~2^2~^  4^  +  8    ""  x^  —  2a: '+"2  "^  a:^  +  2a:  +"4* 

^  {x^'+i)^  ~  x^  +"1  (x2'+'i)2  "^    (a:^  +1)' 


§.  90.     Inteirnition  der  rationalen  gebrochenen  Fniietionen  mittelst 

Zerlefning  in  PartialbrOehe. 

1)  Wie  wir  oben  in  §.  89  gesehen  haben,  Icann  mittelst  Zerlegung 
in  Partialbrtiche,  die  Integration  einer  rationalen  gebrochenen  Function 
auf  die  Bestimmung  einer  Anzahl  von  Integralen  zurückgeführt  werden, 
^welcbe  der  Form  nach  enthalten  sind  in  den  Ausdrücken : 

f  (^  _  «)T  +  ^2  '^  '  J  f(a:  -ry+  rf^y-»  '^^ 

Was  die  Bestimmung  der  zwei  ersten  dieser  Integrale  betriflft, 
^Iche  bereits  in  dem  Früheren  enthalten ;  denn  man  hat 

f—  (a:  —  a) 
^ cla:  =  Jl(x  —  a)+C,     .     .     .     (1) 
x  —  a 


w: 


V    " 


^ 


3U 


Elfier  Abschnitt. 


und 


/(.---«)«•  '^ = ^/  (^  -  «>-"*  £-  (-  - «)  '^ 

3)  Um  das  dritte  Integral  zn  bestimmen,  setze  man 


./  (x  —  « 


/'a:+  Q 


)'  +  fi' 


dx 


=/ 


P  (a  —  a)  +  Pa  +  Q 


dx 


(x  —  a)2  +  ß^ 

SO  folgt  nach  §.  85  b.  Beisp.  1  und  2: 


/(^^^-^  ^ = ^  [(—«)'  + /»^j  + 


Pa  +  Q  X 

—  arc  tg  — 


a 


+  c  . 


•  •  • 


4)  Um  endlich  das  vierte  Integral  zu  finden ,  setze  man 

r        Rx  +  S  ^    _  f^  (a?  — 


.  (3) 


^  (^  — y)  +_jÄy  +  ^^ 

[(^  _  y)2  +  jr2]« 


oder  nach  §.  85.  b.  Beisp.  3 : 

R 


dx 


2(in—l)  \i,x  —  »2  +  rf2]m-i  +  (^y  +  ^)  /  [(^  _  yyi  _j_  ^1]. 

Es  handelt  sich  also  noch  um  die  Bestimmung  dieses  letzten 


Integrales. 

Setzt  man  zu  diesem  Ende 

r d^_ 1    r 

J  [(^  —  rY  +  ^T  ~  ~^^J 


dx 


[(^ 


^2 


+  1 


m 


und  hierin 


X  —  y 


SO  erhält  man : 

r     _      dx_        _       1        /•        dz 

und  die  Bestimmung  des  vorgelegten  Integrales  ist  nun  auf  dip  von 

/*        dz 
r  2^Tv»  zurückgeflihrt.    Der  Werth  dieses  Integrales  wu        .her 


bereits  in  §.  85.  a.  Beisp.  6  aufgesucht. 

Anmerk.     Sind  a  4~  ?^  ^^^  ^  —  ß^  ^'^^'^  conjugirte  imaginäre  einüache 
der  Gleichung  ^(;r)  =  0,  so  findet  man  fOr  die  denselben  entsprechenden  Partir^ 

a    '\-  bi  a  —  hi 


und 


•  • 


*  ■ 
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Die  entsprechenden  Integrale  werden  daher: 

ia  +  öi)  l  {x  -^  a  —  ßi)  +  (a  —  bi)  l  {x  -^  tt  +  ßi). 

Nun  ist  aber  nach  §.  48.  4 

lix-^  a  +  ßi)^  \l  [(ar  -  «)«  +  ß^]  +  »V 

wo  yr  der  kleinste  Winkel  ist,  welcher  die  Bedingungen 

a;  —  a  ß 

008  w  =  -^ - ;  nn  \p  ss     — 

/(:r  -  «)«  +  ^  /{^  -«)*+/?• 

genfigt.    Hieraus  folgt: 

/?  ,  /^ 

/^y  =  ,   also  ^  =  arc^y 


X  —  « 
oder  ^t  as=  ar«/^  — ^ +  n. 

X  "~^   cc 

Man  darf  daher ,  da  immer  eine  Constante  beizufügen  ist ,  setzen : 
/  (^  -«  +  /?,)  =  i  /  [(;r  -  a)«  +  iS*]   +  t«rc/^  -^— 

^  (^  -  «  -  /?0  =  i  M(*  -  «)*  +  ^]  -  »«»-^'i^  ^-^ 

Die  Summe  der  beiden  Integrale  wird  daher: 

(a  -f  «)  (i  —  »J£)  +  («  —  bi)  (X  +  « Jf)  =  2  (aX  +  bM) 

=  a/  [(2:  —  a)«  +  /3»]   4-   2*flrc<^  — ^— , 

wenn  man  nSmlich  der  Kilrze  halber 

ß 

L  =^  \  l  [(X  —  o)*  +  ßP^  und  M  =  arc  ^^  — -— 

setrt. 

Die  Partialbrüche  (1)  vereinigt  geben  den  reellen  Bruch 
(a  +  30  (x  —  «  +  fr-)  4.  (g  —  ^t)  (a;  —  g  ^  fr-)  _^    2g  {x  -   a)   —  Ihß 

welcher  auf  die  gewohnliche  Weise  integrirt  das  Besultat  liefert: 

ül  \{x  -  «)«   +   /?•]-   23arr^^  ^~"  +  C7 

odar 

«/  \{x  —  a)«   +  /?«]   +   23«r<?<^  — ^ 1-  C. 

•C  *"~*  cc 

So  kannte   man  in   allen  Fällen  durch  Zerlegung    der   gebrochenen   Function  in 

Firtialbrüche  Ton  den  beiden  Formen 

und 


X  —   a  (x  —   a)"» 

wo  a  auch  imaginär  sein  kann,  das  Integral  finden;  müsste  aber  dann,  um  dasselbe 
nf  eine  reell«  Form  zu  bringen,  für  die  imaginären  Logarithmen,  deren  in  §.  48 
fettgestellte  Bedeutung  einführen. 


Beispiele. 

1>  Um    /  ~ö — .-  \>x  ob  zu  bestimmen,  setze  man 

J  x^  —  9a:  +  20 

Ax  ——  o  ^\         I  *y 


+ 


a;2  —  9a;  +  20         x  —  h    '     o;  —  4 ' 
besti  Heraus  A^  =  5  ;  ^^  =  —  3 ,  so  folgt : 

=  hl(x  —  b)—  ZI  (x  —  4)  +  C. 
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/dx 
T— 2  bestimmt  werden,  so  setze  man 

J ^1  +  ^2 


und  entwickele  hieraus  -^^  =  ^«  =  — >— 

Man  hat  alsdann: 
d^       _       1      r  da.-  1      r  dx 

a  —  bx^  ^  W^J  V^ä^+W^        WU  ya  —  x 


fb 
dx 


2f^a6      l^a  — xK"ft  "*" 
Hieraus  folgt  unmittelbar,  wenn  man  6  =  1  setzt; 

J  a  —  x'^        ^ya      Y  a  —  x 

4)  Es  sei  /  — „ — ; —  dx  zu  ermitteln. 

J  xt  —  2ir  +  i 

Setzt  man    „ .  _  =  __  .} L-  --  —  ^  - 

80  folgt  5,  ==  2  ;  ^2  =  —  1 »  also 

r       2a:  —  3  f      '^       ^  f         ^ 

=  2Z  (a;  —  1)  H ,  +  C. 

X  —  1 

'\  j  ,    r       3a:  +  7         ,  r       3a:  +  7         ^  ^    ^. 

oj  Ist  /  -s —  . — -  dx  =  I  y—       -„    ,   -j  dx  ZU  bestimmen,  so 

J  a:^  —  2a7  +  6  J  (x  —  1)^  +  5 

setze  man  in  GL  (3)  des  §.  90 

P=3,  Q=r7,a  =  l,/?^=5. 

Man  erhält  alsdann : 

=  2  ^  [(^  —  0*  +  5J  +2r5«rc<i7  --^g-  +  O. 
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6)  Im   /  ,-« r„  zu  bestimmen,  setze 


B. 


+ 


B. 


{Z^  —   1)2  {z  +   1)2  {z—iy  z—\^{z—\) 


Bo 

z  -\-  l 


B. 


(Z  +   1)2 


und  entwickle  hieraus  die  Werthe  von  J5,  ^  B^  ,  B.^  ,  By     Man  erhält  als 
dann: 


./(.-'- 1)2  -  4./  l.--l^(z- 


l..4.._  J___U. 


^'u.-i)-^^-z(.  +  i)--A^ 


4       r+  1 


-MJ 


2ä 


«2—1 


+  C. 


r    dz         . 

7)  Soll  /  -r-   — -  bestimmt  werden,  so  setze 
7  2'  —  3 


= :  %..  + 


^o 


1 


-2—3        2r  —  )^8  ^  -3  +  O         2)^3  \2  —  1^3        ^  +  |^3i 


Man  erhält  alsdann 

dz 
3 


rdz_l      \   r      dz       _  r 

J  ^'  ^3  ~  2r3  L/  ^  —  r3    7 


de 


2  +  rsj 


=--L^i^.»:^+(7. 


«)/^" 


2f^3  ,  2  +  f  3 


4a:3  +  10x2  — 1207  +  9 

a;  -f-  1 


-  rZrc 


=/(^^-lF-*-  --''^ 


3a;—  1 

^2"+ 2 


+ 


)2  +  2]' 


dx 


Nach  Gl.  (3)  des  §.  90  ist  aber 


/(,;!!-  ry.  + 2  ^  =  2  ^f^^  -  ')'+^^  +  ^^  ^""'^ 


X—  1 
"|^2 


a:+  1 


um  nun  noch   /  r,  v„    , — tt«  dx  zu  bestimmen,  verfahre  man  auf 

.'  [(^  —  1)    +  ^\ 

die  -^e  §.  90  angegebene  Weise  und  setze  darum 


f 


.r+  1 


--^«  c?a: 


/, 


7  [(x  - 1 


x  —  1  +  2 


[(^_l)2+2]2 

a-  —  1 

[{x  -  1)2  +  2]2 


dx 


'^^  +  V  [("a;  -   1)2  +  2J2' 


dx 
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./[(x  -  1) 


Nun  ist  aber ,  wenn  man  x  —  1  =  y  setzt, 

X—  1 


+  2]^ 


dx 


-/&'f«'*-iA'+''- !<*'+"* 


1 


2(y»  +  2)  2[(x—  l)»+2l 


X  —  1 

und  wenn  man  für  —^^  =  z  einführt, 


^  f  dx 1     r     Jz 

j  [(^  _  1)2  +  2]2  -  rd  ~(z'  + 1)'^ 


also  nach  §.  85.  b.  Beisp.  7: 

/*  ^  _L.  1  Ix  —  1 

7  [(^  -  1)^+ 2p  '^^  =  -  2  [(x  -  iy+1]  ■*"  2  [(x  -'lf+ 

1  X  —  1 

+  20 '^'^"72- 

Es  ist  somit  endlich : 
r        3x3  -  7:r2  +  12a;  -  2  3  .,2    r    o|  j. 


5. 


a: 


+ 


"~?.-„.  +  c. 


9) 


20  '^''^     r"2    "^  2t(x—  1)^+2J 

/-2^-+  1  '^  =/(2-  -*-[*  +  2^:^'^)  '^ 

"^  10  ""   8  "^  4./  2^^  ^  f 

r     xdx 
J  2^+1  ' 


Um  nun 


X 


zu  bestimmen ,  setze  man 

A  ,  Px+  Q 

+  - 


2^^  +  1         ^1^2  +  1         x2^4  —  x}^2  +  1 


und  suche  hieraus  A  = 3  -  ;  dann  wird 

8|^2 

Px  +  a 


X 


+ 


x»K"4  —  a-K"2  +  1        '-^^^  +  1         Sf2  (xfi  +  ■ ' 

3xr"2 + x^v'*  —  ^y^i  +  1 (5^i_+JlV — 

(2x»+l)3|^2  (a;f^2  +  1)  (a*>^4— x|^2  +  "      f'i 

a->^2  +  1 

(x^|^4  —  uf'2  +  1)  3f^2 


r 
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Bestimmuiig  des  ^^^^^^^  J ^^j^i"^-^ 
Es  ist  somit: 

J  ix'  +  1  ,'  (xy^2  +  1)  3r2       •'  (x^r^  —  ^r2  +1 )  3^2 

= j-Z(xK"2  +  l) 

+  _i.fr      2a:K"4-r'2        ^   ^     r    __..__3j"l^ d^' 

6K"4  !•'   a:2K'4  —  a;K'2  +  1  ^'  a;^  |^4  —  a;|^2  +  1 

J--  Z  (a:f"2  +  l)  +  -]-l  (x'»^4  —  a;f^2  +  1) 

3^4     ■  6r4 

+  4_r_^ ^  __.._.._ 

2K"2«'  a:2j^4  —  x|^2  +  1 

I   oder  da 

;    r  dx r        _    dx 

;  .'  jcY*  -  a;K"2  +  1       •'  (a;K"2  -  |)*  +  i  ' 


/( 


2  2a:f'2  —  1 

1^2  .  K3  y  "^ 


so  wird  das  verlangte  Integral 

1  3  a  J  2xV^2  1 

+  -  -3      l  {x'^f^  -  0.^2  +  1)  +  -^ arctg  —^^ h  C\ 

§.  91.    BestinunnDs  des  Intet^mles 

J  (a'+^x~+^^c^' 

1)  Um  dieses  Integral  zu  entwickeln,  gehen  wir  zunächst  von  dem 

r        dx 

einfacheren  /         -,  -  , —  0  ^^^  und  schreiben  dafür: 

J  a  +  oar  +  cx^ 

dx 


.     6\2       Aac—  ft2' 
^+2c)+"4c^ 
8c         für  4ac  >  6^ 'oder  4ac  —  6^  >  0  unmittelbar  nach  §.  90  (3), 
w'         ~n  daselbst 

a ^    .  ß=l   /4ac-ftSP=0,  Q=l 

2c  2  c 
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r  dx  2c  2ca:  +  &       .     ^        ,  , 

Ja  +  L.  +  c.^  =  ytac^^r^  ^^^^  Vi^:r^  +  ^  •  (^^ 

2)  Ist  4ac  <  b^,  also  4tac  —  i^  <  0,  so  schreibe 

r       dx^         _  1  r  dx  _     r  dx 

Ja  +  lx  +  cx^  ~  Jr'.b  Y~_  P^  4ac~  ^7 (2cx+6)2-(62_-4^, 

f  "*"  2c]  4c2 

und  setze  2cx  -\-h  =  y'^b*^  —  Aac  =^  a. 

Man  erhält  alsdann: 

r dx_     ^    f_^_  ._  J     K«  —  y 

*      7  a~+  bx  +  ca,'"2  "~    J  yi  —  a~  y^a      Y^~^  y 

und  hiernach  durch  Einführung  der  betreffenden  Werthe  von  a  undy: 

f  ^"^     _^  =  ^  /^— 4ac  —  2cx  —  h 

J  a+bx  +  0.2         ^^,  _  ^^^      ^^2  117^^  +  2cx  +  i  "*"  ^      •    ^^^ 

__      1  2c^  +  6  -  »/p- 4ac 

K^^  — 4ac      2ca?  +  &  +  1/52 -«  4^  ^' 

wenn  man  nämlich  berücksichtigt,  dass      ^"~  ^^  =  ^  ist 

^  dir 

3)  Ist  4ac  =  52   SQ  folgt:  # 

dir 

oder  wenn  man  2cj:  -{-  b  =y  setzt, 

r  <fo rd^r  _       2 2 

./  ä  +  to  +  «c2  —    7  y2  y  2c*  4-  b'^^  •  ^*' 

4)  Aus  i  (a  +  6.t:  +  c^J)  =  r_l±^_  de 

J  a  +  ox  4-  ex 

=,  r  .  *^ .  2c  f ^^- 

./  a  -\-  bx  -\-  ca?2    '  /  «  -|,  ^,jj  ^  cJ/2 

fliesst  unmittelbar  die  Gleichung: 

/        I    L      I —  "2  =  .^    l  (a  ■+•  bx  -^  cx^)  —        1 .     (5) 

J  a  -}-  bx-^cx^         2c     ^    ^        ^        ^        2c  J  a  +  bx -^  cx^         ^ 

und  ist  somit  auf  das  vorige  zurtickgeitihrt. 


r         dx ^1   r      dx      _       r 

J  a  +  bx  +  ci'^  ""   cj  I      '~TY  ~  ^^J 


5)  Wm/,- 


dir 

I    /      i~     M»  ZU  bestimmen,  setzen  wir  de         -te 

+  ox*  -[-  cx^y  ' 

halber 

a  +  ^^  +  ca;^  ==  X^ 

so  folgt  aus 

d  bjj-2cx  ^  2c2^--J> --  1)  (&  +  2cxy 
dx      JCP-i  A'P 


BestiiutnUDg  des  Integrales 


e/l« 
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-f-  Ox  +  cx'^)P' 


oder  da  (6  +  2cxy  =  4c^'  +  i^  _  4^^  ist,  aus 

d    6  +  2car  _  2cZ  —  ^c  (j»  —  l)  /—  (i?  —  l)  (&^  —  4flc) 

2c  (2jp  —  3)  __  Qt?  —  1)  (ft^  —  4ac) 

unmittelbar : 

oder 

rdx_ b  +_2cx 2c  (2;? —  3)  f  da: 

J  Yp  ~  (p  —  1)  (4ac  —  ft2)  JCP-^  "^  (p  —  T)  (4ac  —  h'^)J  Xt>-^   ^  ^ 

6)  Da  ferner 

d   af^^  _X{m-~l)  a?"»-2  _  (jt,  —  1)  x*^»"^  (2c^  +  h) 
di  i^  ~  XP 


caf^ 


f 


=  (m  —  2p  +  1)  ^^  +  (m  — /?)  -^y    4-  (m  —  1)  — ^ 

80  ergibt  sieb  bierans : 

/x^  dx  x"»-i  __^         i  (m  —  p)        Px"^^ 

Yp'  ^  i(Tnr-^2p  +  i)  JC^^  ~  7(^— ~2jr+l')J  ~XP' 

_        a  {m  —  1)        fx^^'^  dx  . 

~c{m^2p+'l)J     'XP'         ^^^ 

Mittelst  der  ßeductionsformeln  (6)  und  (7)  kann  nun  leicbt  jedes 
Integral  von  der  Form 

'A  +  Bx  -{-  Ca;2  -f-  .  .  .  +  Mx'^'   , 
.  -'   —     -  dx 

{a-\'hx  +  cx^-y 

bestimmt  werden. 

7)  Setzt  man  —  ??i  +  2  statt  m  in  Gl.  (7) ,  so  ergibt  sich  daraus : 
r  dx 1  _h  (jp  +  »i  3:  2)  r     dx 

J  >Jr>  ""  "~  aljn—  l)x'^~^~XP-'^  a{7n—  l)     J  x'"-^ Xp 

C{2p  +  77l—^)r        dx 

"aO/i  — 1)      J  x^"-^XP ^^ 

Für  w  =  1  ist  diese  Formel  niebt  anwendbar. 

r  dx  1 

Um  das  Integral  /  —  ^-  zu  bestimmen ,  setze  man  x  =  -,      Man 
^      J  xXP  y 

erb""  ^    ü: 

dy      1        ^_f^y^  ^y"' 

^^^'  {    ^h     .      c\P  J   y   '  {ay^+by  +  c)P 


=-j 


■    _  ifP^  dy 
W'+l'y+'cy 


und  Int. -Rechnung.  21 
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\ 


Dieses  Integral  kann  man  nun  mittelst  (6)  und  (7)  leicht  be 
stimmen.    Für  y  hat  man  schliesslich  -  zu  setzen. 

X 

Anmerk.  Der  Herleitung  znfolge  sind  die  Reductionsformeln  (6)  und  (7)  für 
jeden  Werth  von  m  und  p  giltig ,  sie  liefern  jedoch  nur  dann  brauchbare  Resalwe, 
wenn  m  und  p  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen.  Reductionsformeln,  for  gebrochene 
Werthe  von  m  und  p  sich  eignend,  werden  wir  später  kennen  lernen. 

* 

§.  92.    Aiifpben  zur  Uebunfc. 


■)  /"i.^---.  ^  -  ? 


dx  =  ? 


5a?  +  4 

Aufl.     3/(a:—l)  +  5/(^  —  4)= /[(ar—l)5(a?  —  4)^]  +  r. 
•  Andeut.     a;*  —  Sa:  +  4  ==  (a:  —   |)  (a-  -_  4). 

\f  x"^—  12X  +  27 

Aufl.     4/(a?— 3)-t-7^(a:— 9)=  Z[(j?— 3)*  (a?  — 9)']  +  C 
„,    r      15  —  2a? 
J  x^  —  X  —  12 

Aufl.     U-^  — 4)  — 3Z(a?  +  3)  =  /^"^~3-f-C. 

\x  -|-  3) 


'>/? 


X  +  52 

dx 


4:X  —  32 


')/.- 


Aufl.    51  (x  -  8)  -  « (*  +  4)  -  ?  ^-rr%  +  G- 

{X  -}-  4) 
4x^  —  48a?  +  90       ^  _  n 

Aufl.     Z  (a?  —  3)  —  2Z  (a?  —  6)  +  bl  (a?  +  3) 

_     (a?-3)(ar  +  3)^ 
-^  (^  -.  6)2  ■+"^- 

Andeut.    ar^  ~  6a:«  —  9ar  +  54  =  (ar  —  3)  (or  —  6)  («  +  3). 

ri0x2~23a?~.7   ,  „ 


'>/; 


13a: -(-  12 
Aufl.     2/  (ar  —  1)  +  Z  (a?  —  3)  +  71  (x  +  4) 

^l[{x-  1)2  (o?  -  3)  (a;  +  4)T  +  C. 

12a:2+17a:  — 5      , 

~   -  dx  s=  ^ 


x^  -f-  2x2  —  j.  —  2 
Aufl.     4/  (a?  ^  1)  +  61  (a;  +  1)  +  3/  {x  +  2) 

=  l[{x^iy{x+l)^(x  +  2y]  + 
g     r    lOx»  —  70^2  +  150a?  --96      _    ,    _  ^ 
J  X*  —  lOar^  -f-  35x2  _  50^-1-  24 

Aufl.     /  (o?  -  1)  (o?  -    2)2  (x  —  3)3  ra  ~  4)<  + 


r 


I 


"/-..- 
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^  +  2x'^  4-  7a,.  —  6  ,  .^ 

4.r"*  -j-  6;f  ^  —  4x  +  1 


5  7  4 

Aufl.  1(X    1)      --       -  -  ; — -; 

-  '  ^^     i>         3  {x  ^  \y    +  ^• 

Andeut.     x^  —  4u'*  +  6.r«  —  Ax  +  ^   =--  {x  —  1)«. 

Aufl.     --     -^^  +  3Z  (x  —  1)  (x-  —  2)  +  C. 

Andeut     a^  —  4a;4  +  6:r  —  2  ==  (a-  —   1)«  (2:  —  2). 
V   a.-* --  8:^3  -i-  23x2    _  28a:  +  12    "^ 

Aufl. ~~-  +  i~~-  -  ~  ^-  ,,  +  a 

x  —  2^      {x—\)  {x  —  3)  ^ 
Andeut     a^  —  8^3  +  23:r«  —  28^  +  12  -    (j-  —  2)«  {x  —  1)  (a;  —  3). 

Aufl.    —  te  —  ^-  +  z  (1  +  x)  =  —  -  +  i  ^  "^  "^  +  r. 

rr  X  X 

...         2:r  +  3           2  (.r  +  1)  +  l         2     ,  1 

Andeut =  — ^ ' — — -  =  —    -I-  —  — 


x'^  (1    +  a:)  o;*  (1   +  x)  2r«      '    ic*(l    4.  x) 

und  =  _        -I-      .  +T-T—  »^-   8-  ^• 

A  nfl.     l  [(.  +  1)^  (.  -  3)]  -  (^TH,'--3)  +  C. 

Andeut     a:«  —  4jr'  —  tx^  +  12a;  +  9  =  (a:  +  1)«  (a;  —  3)«. 
3a7  —  5 


">/ 


a:2+  6ar  +  11 


Jx  ==  ? 


An 


Aufl.      ~  Z  (x^  +  6x  +  11)  —  7J^2  arctg  ^77^  +  C\ 

•     —  a;-+3x—  17        ,  „ 

'  a.-3  — 4x2  _^  9a,  _  10 

Aufl.      l  —^~--  .^^3  -  +  -  arc  tg    -- -  +  C. 

21* 


2 


.•    I 
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7   a:»  _  4;r«   +  9r  —  iÖ  J   (x  —  D«  +  4  J'-i 

■3l{i  -  i) 


dx 
dx 


=  l[{x-  1)«  +  4] 


1)*  +  4 


U.    8.    W. 


1 


«/x^ 


5a:^+  15ar  +  22 


+  hx^  +  Ux  +  7 


dx  =  ? 


Aufl.     3/  (ar  +  1)  +  '  [(a:  +  2)^+  3]  —  f^3  arc<^ 


a: 


2 


+  C 


=  Z  [(a?  +  1)»  (a:^  +  4«  +  7)]  —  ^8  arctff  ■^-  +  C. 


Ande 


2x  +  t 


r    bx*  +  15a:  +  22        _  r  jidx_     r 

""      J  x^  +  h^~+  \\x  +  7  "^"^  "7  :r  +  l     V   (^  +  2)'  +  3 


+  2)*  +  3 


=  3/  (a;  +  1)   +  ^  [{x  +  2)«  +  3]  -  3  y^^ 


dtr 


+  2)«  +  3 


U.    8.  ▼. 


'>/ 


2x^  +  5x2  _|_  13^  ^  2 


a,4  ^  4^3  ^  12x2  4-  16x  +  16 
Aufl.     /[(x+  1)2  +  3]  — 

5x  +  14 


€?X  ==  ? 


11  X    +   1 

6r3  ''''"'^  r3 


6[(^+    1)^  +  3] 


T-o-,  +   C'- 


Ande 


■   y    ;*  +  4x'"+  12a:«  +   \^x  +  16         .""7    (u-  +  1)*  +  3        ^ 


/'      _  3r  -  2  /^  _2^  +  _|_  ,     _    /• 

y  [(r+  D«  +  3]*  ''^  V  (-^  + 1)*  +  3  ^  -y 


^^^t!^^. 


{X  +  1)«  +  3 
1  X  +  \ 


-J  ^  +  tj  +  3  -  ^  K-  +  ^)'  +  31  -  y3  ^^^'^  -yJ 


r 3;r  -  2  _  3     /•       2  (a:  +   1)         ,__./"_ 

J   [(X  +  D«  +  3]*    ""        2  y  [(^  +  "D*  +  31*  ^^        V  K^ 


y3    ' 

dir 


3 


2   (^  +  1) 


)*  +  3       VI" 


dx 


l(^  +  D*  + 


r       dx         _  r  ^ 

^V  V  l(^M=  D*  +  31«  "^7(^T  3)' 


6(c«V3)+6y3'''''^V3  "•"    ""• 


'>/«' 


Jx  =  ? 


2x3  _f«  8^2  _|^  3^  _  5 
"4-'4x»~+  8./-  +'8x  +  4 
Aufl.  /[(a:4-l)2+l]  — 5arc/.^(x4-l) 


4x  +  5 
2[(x+l)2+l 


•C 


f 
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P       2i;»  4-  3a:«  +  3a;  —  5  _  f       2x  —   l  , 

Andeut.   J  ^^-p^^-j-g^-,--p--^-p^  d^  =J  — ^---,--p^rf^  + 

f         ^  —  3^  ,    _    r     2  (a;  -f   I)       .    _  3    /•  _      ^ L 

J  [(7+:  ))*>  ip  ^  -7  (;,  +  D«  +  1  J   (^  +  D*  +  1  "^ 

'/,i^4TfTy-.7  -'/(<JW+-.i-  7 '  i<-  +  "•  +  " 


U.    B.    W. 

2 


">/r^'- 


""         «tr  =  ? 


+  x* 


1  —  X*  1  —  a!«         _      Piü  +_6l u 

Andeut.    Sebe  j  _  ^,  ^  ^  —  (i  +  ^y  _  3^»  -  1  +  ^ya  +  i*  "•" 


,   fl—x^ 


2 


Aütl.      2^-2      i— :rr2  4-^'" 

1   —  a:«  1   —  a;« 

Andeut.     ßetse 


l  +  a^  ~  (l  +  a:2)«  —  2a;* 
—   1  4-  a:y2  +  a;«  "^  1  —  a;V2  +  a:* 

Wümme  Pi    "*  ^2  '  ^  ""  ""  V2  '  ^*  ""  ^  "^  2"  '^^  "'  ^" 

,2 


1     ,  ^r2 

^-  arctg  j--^ 


Aufl.      :r/^7,  (^rctg  ^         ^.^^ 


1   4-  a;*  l   -|-  a;* 

Andeut.     Setze  ^  ^  ^  =  (^j«  +  1)«  —  2a;«  " 

Pia;  +  Qi         ,  -P«^  J-   ^ 


a;»  +  :pV2  +  l  ^  a;«  -  a;V2  +  r 
Le  Pi  =-  P«  =  0  ,  öt  =«  Öl  «  }  , 

■o  wird 

-J-  rr«  /*  dx  \_  \     C  ^ 


_  y2    /*  y2<fa; l  V?    /"  y2<^a;      

^  Tj  (T y2  +  1)*  +  1       2  7  (-^ya  -  1)'  + 1 

=  ^"  [«»-c^iy  (^y2  +  1)  +  «'-«'^  (^V2  - 1)] 

V2  2iV2 
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1  +x2 


^■)/i 


-  dx  =^  ? 
4"  a;^  +  x* 

Aufl.     p^arc^^    ---^,. 
Andeut.     Setze   __X_^_  =  -  ,     ^\  -=  +  ^ 


l+j;*  +  ^         l+^-j-a;«     •     l—  ar  + 


x^ 


1  i 

3  I  S 


>  + 


'2*  4-  i\«  ■*" ,    ,    tu  —  1\» 


■)".  +  (: 


aa  viid  v 

/*         1    +  **  ^  1      /  2x  -{-   l     ,  23:  —   1  \ 

7  r+^+1^'^  =  yl  i""'^  -ys-  +  '"'!'  -yr] 

_4x_ 

I       ,         ys  1  xV3 

=  y3  ""'^ i^i-iri  =  yä  '"'S  rzL— « 


22)/ 


'-         3 


1  -{-  x^  -{-  x^  -{-  X^   _ 

aar 


1  +  X 


10 


.      .,  1  x  (1  —  x'^)  O 

Aufl.       --a.c.,-A___^„ 

Andeut.     Setze 

t    +  -g^  +  xß  +  ar8  (1    +  ;c«)  (l   +  a:^ 


1    +   Ä^'O  (l    +   :p9)   (1    —  ^«  4-   ^   —   ;,:6  +  ;p8) 

^ 1   +_f!_____      === L+  ^ _         «_  -^ 

1   —  ^'  +7^*  —  a;«  +  >         (x*  —  ax*  +    1)  V  —  ß^^  +T)  ~"  3^ 

wo  a  +  /9  =-   1  ,  «/9  =  -    1   ;  a  =  A  +   iy5  ;  /9  =  1  —  iy5 

so'  wird 

a;«  —  aa;«  +  1  =  (a;«  —  1)«  +  ß^x^ 
a;4  —  ^x«  +   l   =  (a;5  —  1)*  +  ««a;« 
nnd  man  erhält  wie  in  Torhergehendem  Beispiele: 

_^  _  _  _L  r  iJfM:_o ^  a«  +_L)__1 

iv-  y5  U*  _  «^4  -f.  1      ^1  «:  ^^«  +  jj 

r  ^    ,  1      f        ,    a:«  —   l  a:2  -    I  \ 

/    liF  ^^  ^  TP   \^re(g —  arctg — .     .     .     . 

J    N  ^0   \        ^        ax  ^       ßx      1 

a:«  —   1         X*  —  \ 


(1  —  x^)  dx 


_  «,,,,  --^^^i^jT^  =  y5  «-^^  inr^3:?q:i 


23)   f  (^-^ 

Jl  +  x^  +  x^" 


+  a;^  +  X 


8 


=  9 


Aufi    — -  i  (?' ±i]i±-^L+ ?i^'_+  il»^i 

2^5        (^2  +  1)2  ^  ^2  _  ^  (3,2  ^1)  ^5- 


(^) 
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Aadeut.     Setze 

1   +  x^  +  X*  +  x^  +  a^  =  ia^  +  ax^  +  \)  {x*  +  ßx^  +  ^) 
W  a  +  ß=i;aß=—  i, 

»wird  X*  -{-  (tx^  +  i  =  {x^  +  ßx  +  1)  (;r«  —  ßx  +  \) 

^  +  /9a;«  +  i  =-  (^«  +  «^  +   0  («*  --  «^  +   1) 
ud  aas 
1  —  x^ -^  _  Ax^+  Bx*  +  Ox  +  D        Jix^  +  Bix^+  Ci^r+A 

i  -"?+  ;j4  ^  ^«  -|_  i« "~  jyr        irqr^njTi       '       ^rqp^«^  i 

Daher  igt 

^_  J_  r     jg  (j:»  —   1) g  (a;«  —  1)     1 

Jf^yblx^  +  ax^+l        x^  J^  ßx*  +  \  J 
Perner  ist 

X*  —   1  x^  —  i  X«  —   l 


^  +  «;c«  4-   l         (a;«  +  1)«  +  (a  —  2)a:«         (a;«  +  1)«   —  ß^x"^ 

Fix  +  Qt        .        Bix  +  Qt  02:  —  I  «^  +  * 

-T 


j:«  -^  ^;c  -J-   t  '    a;*  —  /Ja;    +   1         x'^  +  ßx  +  \         x'^  —  ßx  ±   i 

—  "  /       2x  -f-  ß        _        2a;  —  /g       \ 

"2  la;«  +  ^a:  4-  i        a;«  ^  /9a:  -i-  1  j 
««  —  1  a;«  —  1  Ä*  —  l 


^  +  ^«*  +  1        (a;«  +   I)«  —  (2  —  /9)  a;«        (a;*  +  1)«  —  ««a;* 


~  2"  U«  +  oa;  -f  ~1         a;«  —  ««a;  +  1  j 


Daher 


j  iv  ^"  -  275- 


ß     ;  (z«  +  /gar  +  l)  (a;«  -  «^  +  ^  „    .    ^ 

*      — ; — — — ■ ■ —      U.     8.      W. 


2y5       (a;«  —  ßx  +  1)  (a?*  +  oa;  +  l) 
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Integration  irrationaler  Functionen. 

§.  93.    Erklänmsreii. 

1)  Ist  eine  irrationale  Function  zur  Integration  vorgelegt,  so 
hat  man  zunächst  zu  untersuchen ,  ob  dieselbe  nicht  durch  eine  ge- 
schickt gewählte  Substitution  rational  gemacht  werden  kann.  Ge- 
lingt solches,  so  kann  das  Integral  nach  den  früheren  Regeln  bestimmt 
werden.  Die  Auffindung  einer  passenden  Substitution  ist  oft  mit 
Schwierigkeiten  verknüpft  und  für  viele  Functionen  gelingt  die  Zurück- 
ftihrung  auf  eine  rationale  Form  gar  nicht. 

2)  Ist  in  den  einzelnen  Gliedern  des  Zählers  und  Nenners  einer 
gebrochenen  Function  die  Veränderliche  mit  negativen  oder  ge- 
brochenen Exponenten  verseben,  so  können  diese  immer  leicht 
entfernt  werden. 

Beispiele. 

1)  /  -    - — ; — ^^-  dx  sei  das  vorgelegte  Integral. 

J      X    ^  +  X    * 

Multiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  mit  a?^,  so  folgt  aus 

2  +  ^x  __  A^ A, 

rr'^  -f-  a:  x  x  -\-  \ 

also  ist 

/2  +Jdx  .    _  2  f^^    I     f    ^ 
sc'^  -\-  X  J    X        J  X  +  \ 

=  2lx  +  l{x'^\)  =  Ix^  (x  +  1)  + 


r 
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—-^ — — --—  dx  ZU  bestimmen,  setze  man  x  ^=  z^ .  so  geht 
y  a?  +  1 

das  vorgelegte  Integral  über  in : 


/z^  A-  z^         ♦  C 


z^  +  1 
1 


dz 


=  6  f{z^  +  z'^  —  z^  --  z)dz  +  io  (^-Tl_{  ^ 

=    ^6  +   ^_  ^5  _  2Z^  _  3^2  ^  6    f  -o-^— -T-T 

J  z^  —  z  -f-  l 


5 

Nun  ist  aber 


and 


J  z^  —  z~+l'^  2J  72"^^7+~l 

C  ^ä, 

r         dz  ^   r dz^ I     3       _^ 

rs  /  i2z—  lY^  '  ~  rä  "'""'^  '^rs 
«/,i  _-f+-f  =  3u^^  -  -  + 1)  +  2r3  ««<^  ^'--^ ' 

und  somit  das  verlangte  Integral 

«  ar  +  ^  07^  -  2a:^  —  30;'  +  3/  {x"  —  x^  +  1) 

ö  6 

2K"a:—   1 
+  2r^arctg    'y,^ 

/m 
{a  -\-  hx)^  dx  bestimmt  werden ,  so  setze  man 


also 


,  dx         1 

a+  bx  =  z  ]  -   =     ' 

dz  0 


.ann  wird 


(a  +  6x)"  dx=  i^Jz''dz  = 


1  z' 
n 


^  (a+6:r)«'*"'+  C, 


b  (m  +  n) 


'.:> 
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3)  Hat  das  Integral  die  Form  1  /{x,  ^a  +  bx)  dx,  wo  /  eine 

n 

rationale  Function  von  x  und  j/a  +  bx  bezeichnet,  so  setze  man 

a  -^^  bx  ===  z^ , 

um  dasselbe  rational  zu  machen. 


■I 


S-t'. 
'   f 


M  '. 


t  ' 


lA'- 


in» 


W  ' 


Beispiele. 


1)  Um 


r         dx 

J  m  +-n  i/ä 


-f-  bx 


zu  bestimmen ,  setze 


dx 


a  ■-{-  bx=  z^  ,  -  -  == 


dz 


2z 


so  folgt: 


r         dx  __  2  r 

J  m-]-  n  ^a  +  bx  ~  ^^J 


nzdz 


hnj 


nz  -{-  m  -^^  m 


712  +  m 


TIS  +  w 

2    r/.  m      \  2 

—   öb=  -- 

nz  -f-  7«/  bn 


dz 


bn 


/(- 


m 


z l  (nz  +  m) 

n  ' 


2     / 2  m     ,  , . 

=  };:r,y<*  +  ^^~  bi^^^\^  +  ^y^  +  ^^)  +  ^' 


^)  Ist  /  r- — j —      : — :  ZU  bestimmen ,  so  setze 

J  (1  +  rr)  /2  +  a: 


dx 

2  +  x  =  z\~  =  2z 

dz 


dann  folgt : 


./  (1  +  X 


dx 


x        ^Jz^-1       J\z  —  lz  +  l} 


)/2  + 


c2s 


3)  SoU 


bestimmt  werden,  so  setze  a?  +  1  =2^, 


r  dx 

J  1  +■  /^qri 


dz 


dann  wird 

^  1  -|_  /^^ry      J  e  +  i      J     z  +  1 


3    ' 


=  ^V(x+iy  —  syx-^i  +  si(i  +  /^  1) 


Beispiele. 
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4)  Hat  das  Integral  die  Form 

jf{x  ,  Va  +  hx  ,  /aj  +  ^a:)  dx 

wo/einerationale  Function  von  x,Va  +~6^und/a^  +  &j^  bezeichnet, 
80  setze  man 

— ^_  z^  —  a,       dx         2z 

dann  geht  dasselbe  ttber  in: 

nnd  wenn  man  nun  nochmals  transformirt,  wird  das  Integral  rational. 

Beispiele, 

dx  sei  das  vorgelegte  Integral,     Setzt  man 

1  +  Yx+\ 

ro      dx 
X  =  z  ;  X  =^  z^  ;  —-  =  22? 

so  wird 

l  +y^x       ^  ^  r        1  +z 


J   1  +  l/x  -4-  1  J 


rd!2: 


4-  j/x  + 1        y  1  +  /^^  + 1 

und  wenn  man  hierin 

rz  -f-i  — .4-y,  2—     2y    »n-^—        2^^       » 

also 
snbstitnirt , 


f  i  +  Ta?    ,  _  1  r 


y*  +  »' 

6y3  _  2y2  +  y  +   1 


<^ 


-2j(     y  +  *  yMy  +  1) 

y*    ,    „    _  1    rey^  —  2y2  +  y  +  1 

-        4  "^  ''^^        27  y^»  (y  +  1) 

oder  da 

f6y»-2y^  +  y+i  r/_8_  +   1  _  2 j  ^y 

J        y'  (y  +  1)         ^    J  ly  +  1  ^  y»      y/  "^ 


dy 


dy 


=  8i  (y  +  1)  —  ici  —  2Zy 


1 

2y- 


IS 


-rx     .__     y^  ,  „..      „,..  ,  ,.^   1 


./^+-1 


'^  =  -  V  +  2y  —  4i  (y  +  1)  +  43  +  ^y 
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Führt  man  nun  wieder  y  =  (^a;  -|~  1  —  Y^x  ,-  =  K^a:  +  1  +  }^x, 

y 

also    "2  —  y^  =  4r  a?  (a:  +  i)  ein,  so  resultirt: 

J  1  +  |/a;  +1  (1  +  j/rr-f-  1  —  y^xY  + 1^^  (^  + 1) 

1 1^ ^^  ^^   bestimmen,   so   erhält  man  auf  ganz 

analoge  Weise  wie  vorhin: 

J    i  —  y^x        ./_     1  —  s 

2  /    —  -    J-^  (z  —  1  -I-  1)  & 

./         z  —  1 

=  -  2  |'(1  + /«Hll)   1  4.  _i_|  (fe 

2^(1  +  Z^^'+T)  dz  — 2  p  "^/ff-dz 

=  _  2z  -  2  ^/^H^  «fe  —  2  P'^jf_^-dz 

Setzt  man  nun  wieder  frz^  +  1  =  z  +  y  >  so  wird 


dl. 


1  +  /z2  -i-  1  fy*  +  2y^  +  2j/2  +  2y  +  1 


2/i±/J-±l«L-  =  /' 


.     r    3y2  +  22/  +  1      ^ 


yi  +  2j,3  _  j,J 


<iy 


4y  +  4  8 


2   _,_   23,   _    1  y2  4.   2y  _   1/  * 


=  y-il,+  ^  +  2%^  +  2y  -  1)  +  \f^^^y^, 

oder  da 

1  ^  _1_  / 1 1 

(ff  +1)^  —  2        2)^2  (^  +  1  —  Ö        ff  +  1  +  r2. 
also 

8  /* ^y  „-  -  ==  8 ._  z  y  +  i-^^  =  2^2  /  •"+-!_- 

7  (ff  + 1)*  ^i^i^  2r2  y  + 1  +  r2      "^     y  +  1  H- 

/  -^  --  f^  &  =  y  -  iZy  H h  2Uy*  +  2y  -  1) 


und  2 


4. 2^2  i  y+luT? 

^^^^y  +  i  +  r^ 


r 


Bestimmung  des  Integrales   / —  *^*^^ 

I  J  ya  -{-bx-\-  ex* 

Das  zu  suchende  Integral  ist  daher 

=^  —  2z  —  z  y^/^  -f  1  —  i  {z  +/2M-  i)  —  y  +  ^iy 

-l~2l  (y^  +  2y  -  1)-  2  r2  l  '^-{--^^ 
in  nun  noch  z  ==Y"x  und  y  ==:  y^x  ~\-  1  —  f^x  zu  setzen  ist. 

3)  Ist  /  — -      dx  ZM  bestimmen ,  so  setze  V^x  =  ;:  ;  x  ^=  z^ .  dann 
J  X  '\'  r  '  ' 

geht  das  Integral  über  in : 


vorm 


2/,.i-,  ä.  =  \r't+-r-  ''  =  ''-  '^f 


dz 


r  +  z'*' 


==2z  —  2Y^r  arctg  -^    =  2}^x  —  2Y"r  arctg  j /-  _|^  c 

/^ 
V et  -\-  bx  -\-  cx'^ 

1)  Es  sei  c  =  0. 

Setzt  man  /a  +  6a;  =  2 , 

„r  ^  -^  '^^  ö      dx        2z 

80  folgt: 

f       dx  2   r  ^         2  2     , 

J  y^7+r.^J''^b'^b^^  +  '>-    •    •    •    •    (1) 

An  merk.     Um    /  — zu  ermitteln,  setze  man  j/a  -\-  bx  =-■  z  und  ver- 

/a  ^~bx 
fahre  analog  wie  oben. 

2)  Es  sei  c  >  0. 

Setzt  man ,  im  Falle  a  positiv  ist, 

Ya  -j-  hx  +  ca.^  =  xz  —  Y^a 

alao  h  +  cx  =  xz^  —  2z  fa  ;  x  =  *_+..2?r^ 

x:'  —  c 

dx  ^—2(z^  y^a  +  bz  +  cY^a) 

dz  ~  (z^  —  c)2 

l/a'+Tx  +  cx^  =  '-  ^^+J'  ±  ^r« 


2^  —  c 


SO 


dx 


c^  I       dz  C     dz 

/a  -h  fix  +  cx'^  J  z^  —  c  Je  —  z 

^  nach  §,  50,  Beisp.  3 

dz     ^    1      y^c-\-  z 

"    :2—  ^c    Yc  —  z 


•hl 


«  11 
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y  a  +  hx  +  ca*-  +  y^a 


f 


dx 


1     .  a:  Y^c  -\-  Y^a  +  ya  -\-  hx  +  cx^    •    ^^    /.2) 


\/a  +  lx  -\-  cx^        T^      jc  ^c  —  Ya  —  l/a  +  bx  +  cx^ 


Um  einen  anderen  Ausdruck,  welcher  sich  für  a  <1  0  zur  Be- 
stimmung des  Integrales  eignet,  zu  erhalten,  setze  man 

ya  -|-  bx  +  cx*'^  =  z  —  ^'Y^f 

z^  --  a 
'Yz.Yc  +  b  ' 
dx  _  2^^Yf^  +  hz  +  äYc) 
dz  "~  ~~'(2z  Kc'+  6)- 


also 


a  -\-  bx  =  z'^  —  2xz  y^c  ,  x 


V  a  +  bx  -^^  ex''  =    — — ?; r    Y-  


IzYc  +•  Ä 

80  folgt : 

J  Va-^-bx-^cx'         J2zr<'.  +  b        r^     ^  ^    ^ 

oder  wenn  man  den  Werth  von  z  einfahrt, 

/fly  1  . 

Va  +  bx  +  cx^        yc"- 
Für  a  =  0  folgt  hieraus : 

f.-,y^^.=.  .i-l\b  +  2cx  +  2  t^c(bx  +  'cx^)]  +  C,     .     .     (Sa) 
J  y^bx  +  ea;2        T«  [ 

was  auch  direct  erhalten  wird,  wenn  man  y^bx  +  cx'^  =  0:2  setzt; 

A nm  erk.     Führt  man  in  die  Gleichung  (1) statt  x,  —  b  statt  6  und f  itatt 

X 


a  ein,  so  erhält  man: 


I 


Yhx-^ 


~,  =  -  Ä^  /^^  +  ^^'  +  ^  • 


.    (3i) 


3)  Es  sei  c  <  0. 

Setzt  man  wieder,  im  Falle  a  positiv  ist, 

y  a  -f-  6a;  -]-  cx^  =  a:z  —  Y^a 

SO  folgt  wie  bei  3) 

/dx                           ^  f     dz 
-  __^ ^,-  =  —  2  /  -2 
J^a  -J-  fea;  4"  ca;''^                 »/   ^          ^* 

Nehmen  wir  an ,  es  sei  c  =  —  y^,  so  wird 


J  z^  —  c  J  z 


2^  +  r         y 

oder ,  wenn  man  statt  z  seinen  Werth  einführt, 


Um  jedoch  auch  in  diesem  Falle  einen  zweiten  Ausdruck  zu  ent- 
wickeln, sei  wieder  c  =  —  y^.    Man  erhält  alsdann: 


c        dx        ^  r         äx ^  r 


dx 


^  a-\-hx  -{-  cx'^       J   ya  +  hx  ~   y^x'^       J   \  a  —  (yV^  —  Ix) 

dx 

1 

=      arcsm 

y 


1     r  ~  _^  -.--—_—  =  -7—  —  arcsm  —  -73=-  .     —    +  6  . .  (5) 
J  Ka  +  Äa;  +  car2         /—  c  \       K ö^  —  4ac/ 

1  dx 

Setzt  man  in  (3)  und  (5) statt  x ,  also     ^  statt  ofa:  und  zuletzt 

statt  a  ,b  ,  c  bezüglich  c  ,  —  6  ,  a ,  so  folgt : 

f  dx  1      2  yä(a  +  bx  +  cx'^)  —  (2a+5a?) 

J  ^  Va+  bx  +  cx^      r«  ^ 

und 

^  1  .  2a+bx 

— ,  ::-—  =     ■ -  arcsm  — , -  -f-  t  .     .     .     (6a) 

-  ^Va  +  bx  +  cx"-        V—  a  x  ^{b*^  —  Aac) 

Pur  6  =  0  ,  c  =  1 ,  geht  (3)  über  in: 

r     dx  ,         , 

oder  wenn  man  sich  12  mit  C  vereinigt  denkt,  in: 

f      dx  , 

'"*  man  in  (7)  x/^b  statt  x,  also  f^bdx  statt  dx,  so  folgt: 

1        •<*'*atts : 

r      dx  1  , 
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4)  Es  seien  a  und  c  negativ. 

Bezeichnen  w\  und  w.^  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

/  —  a  -{-  hx  —  cx^  =  0, 

welche  hier  oflFenbar  als  reell  vorausgesetzt  werden  dürfen,  so  setze 
man 

Y —  a  -\~hx  —  ca:^  =  V —  c  {x  —  w^)  \x  —  Wj) 

=  VC  {x  —  w^)  (w.j  —  x)  =  (x  —  w^)  z 
also  c{x  —  w^  (w^  —  x)  =  (o*  —  w^'^  z^ 

c  (w?2  —  x)  =  {x  —  w^)  z^ 


w^z^  +  cw. 


X  

z^  +  c 


2 


dx        2cz  (w^  —  tUj) 
dz  "*       {z^  +  c)2 

Man  erhält  alsdann 

f      -     '^''  -  =  f L(^i_Z"_^2)  __  az  =  -2  f—~ 

J  j/_  a-[-bx  —  cx2       J  (t^2  —  ^i)  (-^  +  c)  J  z""  +c 

= -  f^  «-^  f7 = - 1^  «-'^  (i/?^4t ""  ■  ^'^ 

5)  Dieselben  Substitutionen ,  welche  Va  +  hx  +  ex*  rational 
machten ,  können  auch  in  Anwendung  gebracht  werden ,  wenn  es  sich 
darum  handelt,  irgend  eine  ungerade  Potenz  dieses  Wurzelausdruckes 
rational  zu  machen,  wie  sich  schon  daraus  ergibt,  dass  man  setzen 
kann: 

2«-fl 

{a  -\-  hx  -{-  ca:^)  =  (a  +  6a?  +  coc^Y  («  +  ^a?  +  cx'^Y 

6)  Das  Integral  einer  Function  von  der  Form 

fix^a  +  bx  +  c:!^ 

WO /  eine  rationale  Function  von  x  und  Va  +  hx  +  ex-  ist,  lässt  sich 
immer  rational  machen. 

r  x^  dx 

Tat  z.  B.  I     .     —   . ;  zu  bestimmen  und  man  berücksichtigt,  dass 

J    Y  CL  -[-  bx  +  cx'^ 

-    (.!•'"-»  fair  b^+  cj-2)  =  (m  —  1)  x"»-2  |/a  +  6^'4-  ca-'^ 
ax 

,      „._t  6  +  2cx2 

2  K  a  +  ^iT  +  cx^ 
a7»»-2  (27«  —  1)  6  x««-^ 

=  (7«  —  1)  a    ,^       _.       ^         -f-  •  --  - ~-  — - 

j/a  -f-  i»a:  +  cx2  2  /«  4_  ^^.  _^  cx'^ 

x"' 


-j-  mc  -  —  -      _     _    _     _ 
Ya  -{-  bx  -\-  cx^ 


Bestimnmng  des  Integrale«  f  ^a  -{-  bx  -j-  ex^  dx.  ool 

SO  folgt  für 


/ 


y  a  +  5a:  +  cx^  ^^ 


(m  ~  1)  fl  f  ___^^  ^  _  (2m  —  1)  5  r a:*"-^(fa? 

w"^       J   /a  -H  6a;  4-  c^  2mc        J  j/a  +  6a:  +  c^^ 


"•^        •/     1^  a  -f-  f/x'  -f  ca.  -".w         ^,    |r  a  -p  «'*«'  n*^  *^ 

DuToh  wiederholte  Anwendung  dieser  Gleichung  gelangt  man  zuletzt 

/dx 
}/ a  4-  6ä:  +  ac*  "      . 

Setzt  man  in  obiger  Recursionsformel  m  =  1 ,  so  folgt: 

/xäx  1      . i    r dbc ^ 

TT+W+^cx^  -  ^ya  +  bx  +  cx^--  -j  ^-^  :^^^^ 

für  m  =  2  erhält  man : 

/x^dx  X     . ;  _a    r  dx       

/a  +  bx  +~^^  ""  2c  Ya  +  bx  +  cx'^  -  g  J  ^^ä+'bx  +  cx 


_  3j6  r_ 


a:da: 


-f-  6a;  +  ca:^ 
2ca;  —  36    / — r~- ^    ,    36^  ^  iac  f  dx 

ä)  Um  r/a  +  6a:  +  car^dtc  ZU  bestimmen,  setze  man  in  §.  85.  (1) 

___z_ du  6  +  2ca;  dv  

Befolgt: 

f/ /— r    (6  +  2cx)a; 

J  /a  +  6:r  +  cx^  da:  =  a;  |^«  +  6a:  +  cx^  -y^y=^==.  eio: 

.——-—- f'2  (a  +  &a:  +  cx^)  —  2a  —  6a; 

J  2  K  flf  4-  ^a;  4-  cx^ 

2a  4-  6a: 

i-{'bx-\-cx^ 

und  hieraus : 


/- I      / e i  /*  2U    -|—    OX 

xKö4-^^  +  C3?2 — iya--{-bx-^cx^dx+  j     ,-—-, — 7     ~^  dx 


^  /  /a4-6a:4-Ci^^^^^^r  «  +  ^^  +  ^^^4-  ^  7     /  ^-^^^=;  ^ 

^^(,  +  2ca:)4-— ^^ 

6    r       6  4-  2ca:  ,    4«f  li^  r  ffa:      

4- 6x 4-  ca:2  4-  -^^^  ^^__===  ^^      y  ^_____ 

J      , 4ac 62/*  c?a? 

f-6a'4-ca:2  4- —  Ka4-&ir4-ca:2  4- -— ; /  7/      1  "I^  ,  "^^j 

2c  4c      j   r  a-4-  6ar4-  cx^ 

*^'t.  ond  Int.-Rechnung.  22 
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wodurch  das  vorgelegte  Integral  aaf  ein  bekanntes  einfacheres  zarüet 
geführt  ist. 

4)  Kommt  x  unter  dem  Wurzelzeichen  in  den  oben  aufgeführten 
Fällen  in  einer  höheren  als  der  zweiten  Potenz  vor,  so  lässt  sich  im 
Allgemeinen  die  Integration  mittelst  elementarer  Functionen  nicht  mehr 
in  endlicher  Form  ausführen. 


§.  95.    Aiii|:abeii  zur  Uebimgr. 

dx 


=  ? 


Aufl.     iY'x  —  Sf^x  +  ei^a;  —  61  (^x  +  l)  +  C. 
Andent.    iSetM     x  =  t^  ,  1  »"   «=  »  /  — ; — 7 

=  6/(«t  _  ,  +  l  _  _j_j)  &  u.  ..  w. 


'^IVx 


dx 


TTx  +  Y^x 
AufL     -xi  —  —xii  +  x  —  —  xii  +  ^x^  —-xi  + 

-  xi Y  ^^^  "^  K  ^^ r  ^^  +  ^^  "~ 

'       Axi  4-  6a:*  —xft  +1  (1  +  V^sc)  +  C. 

n.  B.  w. 


J    X 


dx  =  ? 


» (1 + r«) 

Aufl.  te  +  A  _    3   +^      J_     ,,^,+^,)^c. 

yx        fx        '  2f  a:* 

/V'«  r        dt 
^- j—  ^=.  ß  I  -r— — j — r   und   lericg« 
*•  (i  +  y^)          ^  **  Cl  +  0 

nun  in  Partialbrüclie  n.  8.  w. 

4)  f  ,—-  dir  =  ? 

J  Y2  +  X 

Aufl.     I  (2  +  a:)*  —  4  (2  4-  ar)*  +  C. 
Andent    Setse  )/2  -}"  a;  =  s. 


Aufgaben  lur  Uebung. 
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'>/3 


1  +  ar 


dx  =  ^ 


Vl—x 
Aufl.     l-{i  -xf —  Z{\—xf +C. 


Andeut     Setze  y^  ^j.  _-  g 


6)/'       a^''    «       ^- 


Aufl.      122  &ti  _  ^  +  C!. 


Aadent.    x  ^  z** 


Aufl.    ^2>^^^+^--i-g+i  +  C. 

Andeut     Setae  2«  +  ^  ■"  «*»   so  wird  /  *— -"t —  ^^^  =  4  1     ^   f 

J         ^^  J   (2*  —  0* 

-.7  L»  -  l  ^  (s  -  D*       s  +  1  ^  (c  +  D» 


<;z 


/a:+  1 


da;  =  ? 


X 


Aufl.  2>^rqrT+z-  +  ^(i-'^-  +  ^)+c 


Andeut     Setee  a:  +-  1  =  ««,  bo  folgt:     f^^.  +  l  dx  =.  2  f ~- 

-2/(1  +  ^]«^ 


<fz 


u.  s.  w. 


»)/'^ 


« 

►'«+ 1 


-da:  =  ? 


Aufl.     S  y^x  +  1  +  l  (^x  +  l  —  l)  -  i  l[/{x  -\-  ly  + 

3 

^T+l  +  1]  -  rs  arctg  ?A^dli  +  C. 

t     Sctie   a;  +  1  =  «' ,  80  wird   /  LfjtJ.  dx  ^  j  zi^^  % 


_L±-i  * = 3. + 3  n_j -  _, 

—  l  «/   [3  («  —  l)        3  (»* 


*  4-  2 


22* 


—    dt  a. 


B.W. 
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dx 


^0)/-, 


+  Y^x 


=  ? 


Aufl.     ^^l(l+Y^jc)  —  ^l{x-f^x+l) 

,      2  2/"«  —  1    ,    ^ 

+  p3  arctff        ^3        +  C 

Andent    Setxt  man  «••£*,  so  wird 

7  iM^y;  °"  ^7  ^-fT  =  ^y  LS  («  +  1)  +-3  (»*  -  «TöJ  * 

==?.,(,  +  ,)_  L  r  2'-L  *  .  r !?! 


^^/r^ 


r 


o; 


Aufl.     -|a:*-|«*-  Ja:*-   2a:*-8«*-6«* 

_  6^  (x*  —  1)  +  C. 
Andent.    Setze  d;  =  «*,  so  wird 

/— i-V  <ir  —  —  6  /  ^^-^A"  <^«  1-  ■•  ▼• 

2    4       1  2     t  4 

Aufl.     —  g-  a?    —  -  x«  —  -  o:'  —  OJ  —  4x'  -  2/a:  4-  G 

Andent.     Setze  jp  =  e^  n.  s.  w. 


13)  r ^  dir  =  ? 

•^    1  —  l^a: 


Aufl.     —  r  a?    —  7  a:'  —  a:  —  -  ar'  —  3x^  —  Ar  +  C. 
Andent.     Setze  4;  s=  «'  u.  s.  w. 


»'/r 


dx=>? 


+  vr+x 

Aufl.  I  >^(i  +  xy  _  (1  +  a:)  +  a 

Andent.     Wird  y^i  +  x  =  c  gesetzt,  lo  folgt: 


Aufgaben  rar  Uobuns. 
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'>/ 


F'2+a: 


<&=? 


Anfl. 


8  +  2/^+^ 

a;  _  3     /T-T —    .    9 
2         2 

Andeut.     Setae  /2~+~x  =»  «•  so  folgt: 


16) 


/3 


=  2    -2   '  +  47 


2(& 

2r+ 1  °-  "•  '• 


äx 


Aufl.    —  [  l/(5  -  %xy  +  C. 


Andeut.    SeUe  j/ö  —  6a;  =  «  u.  a.  w. 

V  x  +  2  Kl  +« 


/ ;        1    .  1— Kä+K'l-f-* 


+  C. 


/, 


r2  i+o+>^i+^ 

Andeut     Setee  /l  +  *  =•  ü  ,  *  «=  a*  —  1 ,  so  folgt: 


1   . «  +  1  -  y2 


,  (,.  +  2.  -  1)  -  :^  J  r+T+V2 


Q.    8.    W. 


Anfl.     2ra^  +  6  [^-=t_0  i  (l^a:  +  f'Sx  +  1) + 
^JZ-O  i  (^^x  _  |?-8a;  +  1)  -  j  r2  («rc/i?  (|^8ar  +  1) 


+  <wc<st  (/"8a:  —  1) 


/(^*  +  Stt)  *  -  2^  +  «/ J+T  '^- 


Andeut.    a:  —  ä«  geeetst,  gibt: 

Aun 

■  «*  g»  —  g^ Pjg  +  Qt L     -^«-^  +_?!L_  u   s  w 

-  (^J  +  1)4  -  2a«  "^  «*  +  1  +"«V2  '*'  2*"+  l  —  ^2     •    •     * 


l 


f 


dx 


=  ? 


K's  —  ix  +  X*  

Aufl.     «(»  — 2  +  /a-4a:  +  a:»)  +  C. 
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And  out.    Setze  nach  §.  94.  2: 

j/3  —  4a;  +  »*  =  Ä  —  x 

,  _  Ä«  —  3      rf:c        s«  —  4«  +  3        , ^«  —  4i  -L  3 

*^^^     ^  -  2T:-~4  '  d^  ^     2  (r  ^  2)«     I  /3  -  4a:  +  o:«  -=  —27—4"' 
so  folgt: 

r  dx  r      dz 

* 

dx 


''^fvT^ 


Vi  —  bx  +  x^. 
Aufl.     l  (2x  --5  +  2  /4  —  5a?  +  «*)  +  C. 

Andeut.     Nach  §.  94. 

d!a7 


mf 


j/_  2  +  3x 


? 


X' 


Aufl.     -  2 arcfc;  1/?-=:-^  +  C. 


Andeut.     Setze  in  §.  94.  4 :  tri  =  1  ,  40»  =  2, 
also 

j/— 2+  3a:  —  x^  =  |/—  (a:  —  1)  (x~^^)  =  l/(i~=T)"(r^)  =  (a:-  I)s, 

—  ?!_+_?     ^ 2g 

*  ~  c«  +  1  '  ^  ""         (s*  +  1)«' 
80  folgt: 

r  dx  r     2dz 

I     /  —  -     .      — =3:=:    =  —  /   -5 — T~T  =  —  2aretgz  u.  8.  w. 


/—  2  +  3a: 

dx 


'"'It^ 


=  ? 


j/—  6  +  oa;  —  a;2 

Aufl.     2arctg  1/  |^ h  ^. 

Andeut.    Ycrgl.  die  vorhergehende  Aufgabe. 

dx 


n)f 


=  ? 


»''l  —  8a;  +  2x^ 
Aufl.     -^  ^  [—  3  +  4x  +  2  1/2  (1  —  3a;  +  2a;»)]  +  ^. 


Andeut.     Vergleiche  §.  94.  2.  (3) 


mf 


-.    =   ? 


1/3  H-  2x  +  a;2 
Aufl.     Z  [2  +  2x  +  2  ^B~+2x  +  x^  +  C 

oder  wenn  man  12  mit  C  zusammenfasst^ 

/  (1  -h  a;  4-  F^3  4-  2a;  +  ^  -f  C. 


^'>/pT^ 
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dx 


/l  —  3a:  +  2x2 


Aufl.      -^  Z  [—  8  +  4ar  +  2  1/2  (1  —  3a;  +  2x^)]  +  C 


1^4  —  5«  +  «2 
Aufl.     V  (—  a;  +  K'4  —  Öse  +  «") 

+  i-  Z  (—  2x  +  5  +  2  /4  —  5a:  +  x^)  +  C. 


2 

Andeut    Setse  1/4  _  5^;  +  ^^i  «  ar  +  c,  also 

«r  ^  —  ^*         _      «,  gt  ^  2g  +  1 

*  **  2r  +  5.'  /^  ""        ar  +  5 


4  —   ig« 

2r  +  5. 

«t  4.  5«  ^.  4     ^  2  (ä«  +  5«  +  4) 


2«  +  5       'dz  {2z  +  5)« 

K)  wird 


2a  +  5  +  3 


J    X  —  1 


dx jj 


+  /3  —  4a;  +  ic* 


Aufl.     —\{—x  +  1^3  —  4a:  4-  x^) 


I  —  ^  i  (2  —  a;  +  /a  —  4«  +  «*)  +  C. 

I 

Andeni     Setze  ^3  —  4a;  +  a;*  =  a?  +  «,  so  geht  das  Integral  über  in 

-ä/:-T-2  *- -  ^/(' + ^^1  *— 2-'-^('+^>'"•••^• 


28)/*- 

J    X 


dx 


+  /2  —  3a:  +  x^ 
Aufl.     ^  (a:  —  l/2  —  3a;  +  ^)  +  i  /  (—  3a;  +  4  + 

3  |/2  —  8a;  +  «?*)  —  ^  /  (—  2a;  +  3  +  2  1^2  —  3a:  +  a:^)  +  C. 
Aiii)«at.    Setit  man  j/2  —  3«  +  «*  *=  a:  +  «,   so  geht  das  Integral  über  in 

1  rez«  +  18g  +  12 L  /'/i  j. L \  ^  ^ 

^  J  ez*  +  Hz  +12  3  t/  \  6«*  +  Hz  +  12J 


-  r  ^  -  5-/i 


6««  +  17«  +  12 

z 


dz. 


c  •    i    i'T    ~i~iö  ^°  Partialbr&che  unter  Berücksichtigung,  dass 

DZ*   -|-    172    -f-   Ix 

6««  +  17«  +  12  ==  (3*  +  4)  (2s  +  3)  u.  s.  w. 
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-'/'^ 


X 


dx 


Aufl.     3Z  (6  +  2x  +  2  /6a7  +  x'^)  +  J^6x  +  a:*  +  C. 

A  n  d  e  u  t.     Setze 

C\^l+J  dx  =  6  f -—  +  f~^^~ 

Führt  man  nun  zur  Bestimmung  des  zweiten  Integrales  in  §.  94.  2.  die  betrefffln* 
den  Werthe  ein ,  so  folgt : 

/dx  

oder  nach  §.  94.  (3r<) 

=  3^  (6  +  2a;  +  2  j/öa:  +  a;«)  +  (/öj:  +  ^. 


''\h 


=  ? 


1 


Aufl. 


_(a:  +  3)«;-|(a:  +  3),4-2 


K(« "+  3)«  +  C. 


<i!2; 


y-  .  gmJr 

a;4-3«=«,Ä=a'c3  —  3^  =  3««,  so  folgt: 


Dreizelinter  Abschnitt. 


/ 


Binomische   Integrale. 

§.  96.    ErklBniiiic. 
Ein  Integral  von  der  Form 

yfom  ffi ,p  ganz  oder  gebrochen j  positiv  oder  negativ  sein  können, 
heisst  im  Allgemeinen  ein  binomisches. 

Die  directe  Bestimmung  eines  solchen  gelingt ,  sobald  wir  im 
Stande  sind ,  die  vorgelegte  Form  rational  zn  machen. 

Ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  dtirfen  wir  m  und  n  als  ganze 
Zahlen  und  n  als  positiv  voraussetzen.  Denn  ist  zunächst  bei  positivem  n: 


r  t 

m  =      /  n  = 

8  s 


wo  r  eine  positive  oder  negative,  dagegen  t  und  s  positive  ganze 
Zahlen  bezeichnen ,  und  man  setzt  x  =  z*  also  oc^  =^  z""  und  x""  =  z^, 

80  folgt :       fx"^  (aar«  +  by  dx  =  s  lz'^+'-^  {az^  +  by  dz. 

Nehmen  wir  femer  an ,  es  sei  n  negativ ,  so  wird 

fx^  (ax    +by  dx=  fx^^'P  (a  +  bx-**y  dx       .     .     (a) 

und  das  Integral  entspricht  nun  der  gemachten  Voraussetzung. 

Ist  p  eine  ganze  Zahl ,  so  lässt  sich  daher  das  Integral  rational 
machen. 

Um  noch  andere  Fälle  fttr  ein  gebrochenes  p  aufzufinden ,  setze 

man,  wenn  p  ==  -  ist, 

^  ax^  '-\-  b  =  z^ 

z^  —  br    dx        Iz''  —  bY        qs''~^ 


a     I  *  dz         \      a     f  na 

SO 


ff^r^  < 


346,  Dreizehnter  Abschnitt. 

Das  letztere  Integral  wird  daher  rational  aasfallen ,  sobald  ~^^ 

n 

eine  ganze  Zahl  ist. 

Setzt  man ,  um  noch  einen  anderen  Fall  der  Rationalität  für 

«  =  ^  zu  entwickeln. 

also 

1  1^ 

qb »»  z^-^ 


^^  \z^  —  aj  ^  ds~ 


SO  folgt: 


n(z^  —  a)" 


r      m+l 


aJ^  (aa?»  +  6)p  cfe  ==  —    /    — 2^! "^  /\nli       ^ 


woraus  hervorgeht ,  dass  das  vorgelegte  Integral  auch  dann  rational 
Wird ,  wenn  — = ^ eine  ganze  Zahl  ist. 

'  q  n  n  ^ 

Man  gelangt  zu  diesem  Resultate  auch  dadurch  y  dass  man  dem 
Integrale  die  Form/  a;"*+*^  (a  +  fta?-»)^  rfx  gibt,  denn  alsdann  ersieht 

«/  m  ..1.  HP  .^  \ 

man  nach  der  ersten  Regel,  dass  dieses  rational  wird,  wenn  — ■ — ^-— 

—  n 

also  auch  wenn  — ■ — ^— —  eine  ganze  Zahl  ist. 

Ist  p  gebrochen ,  so  kann  nur  einer  der  Ausdrücke  ^?-t—  und 

m     I      1 

\-  p  ganz  sein,  denn  im  andern  Falle  wäre  ihre  Differenz, 

n 

also  p  eine  ganze  Zahl,  was  mit  der  Annahme  im  Widerspruche  stände. 
Gelingt  es  nicht,  den  gegebenen  Ausdruck  rational  zu  machen,  so 
sucht  man  das  Integral  auf  ein  einfacheres  zurückzuführen.  Es  ge- 
schieht dieses  mittelst  der  sogenannten  Reductions  forme  In,  zu 
deren  Entwickelang  wir  nun  übergehen. 


§.  97.    Redactionsformeln  fBr  das  binomische  Integral 

x""  (flw:*»  +  ly  dx. 

1)  Setzt  man  in  der  bekannten  Reductionsformel  (1)  dos 


/ 


u  =  (ax"  +  äV  ;  —  =  x"* 

€lX 


—  =  nap  (as^  +  b)^^^  af*^^  \  v^  1  sif^  dx  =  — -~ 


/ 


f^{^ 
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80  wird 

2)  Setzt  man  bierin 

\       a  a 

also 

=  -  fa^  {aa^  -{- ly  dx f  o(^  {ax""  +  hy-^  dx, 

80  ergibt  sieb  ans  der  resultirenden  Gleicbung  : 

:^  (aaf^  +  by  dx  =  ^ :?-^-i— 

^  w  +  np  -f-  1 

j r^T-7  fa?«  (ax«  +  «»y-*  dx..     .     .     (2) 

3)  Ftlbrt  man  in  diese  Gleichung  p-{-l  statt  p  ein ,  so  erhält  man 
leicht  ans  der  betreffenden  Gleichung: 

4)  Bestimmt  man  aus  der  ersten  Formel 

J  V  •       y  „^p  „ßp    j 

und  setzt  bierin  m  statt  w  +  n,  jp  statte  —  1 ,  so  folgt: 

-4-   h\P  dfT  =  — ^ ^ 

-t-  V    ^—  na(jp  +  l) 

-.  ^  — ^+i  r^^-»  (ax«  4-  iVH-i  flfo:     .     .     .     .     (4) 
wa  (p  +  ly  V        -r    A 

5)  Setzt  man  hierin 

=  a  Tx'"  {aoc^  +  by  dx+  b  j  a^"-""  (ax»  +  ^)^  dx, 

80  erhält  man  aus  der  betreffenden  Gleichung : 

x^  (ox»  +6)^  dx  =  ^-^T  ^?^ r-T\— 

^  '  a  (tw  -f"  ^1>  +  1) 

a  (w  +  np  +  1)J 

Restimmt  man  hieraus  f  x"*-^  (ax^  +  A)''  dx  und  setzt  in  der 
^^  Gleichung  m  statt  m  —  n,  so  folgt: 


/  x"*  (ox" 


/ 


L«. 


> 


1% 


»V» 
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.  6  (w  +  1)  y 

An  merk.     Die  Fonneln   (2),  (4),  (6)   erhält  man   auch,   indem   man  beifiglich 
Wf  (2),  (3)  auf  die  Form  (a)  des  §.  96  bringt  und  darauf  jene  Integrale  anwendet 

7)  Eine  etwas  nähere  Betrachtung  der  so  eben  entwickelten 
6  Reductionsformeln  lässt  sofort  erkennen ,  dass  von  denselben  dient 

die  erste ;  um  m  zn  vergrössern  und  p  zu  verkleinern, 
die  z  w  e  i  t  e ,  um  />  zu  verkleinem , 
die  d  r  i  1 1  e ,  um  p  zu  vergrössem , 
die  vierte,  um  m  zu  verkleinern  und  p  zu  vergrössem, 
die  fünfte,  um  m  zu  verkleinern, 
die  sech ste,  um  m  zu  vergrössem ; 
femer ,  dass  nicht  anwendbar  sind  : 

die  erste  und  sechste,  wenn  w  +  1  =  0, 

die  dritte  und  vierte,  wenn/?  -j-  i  «=  o, 

die  zweite  und  fünfte,  wenn  m  +  np  +  1  =  0. 

Im  ersten  und  zweiten  dieser  Fälle  ist  bezüglich  — ^^^   und 

^  — =0al8oeineganzeZahlundimdrittenFalle  ist/?  eine  solche 

In  diesen  drei  Fällen  lässt  sich  aber,  wie  oben  gezeigt  wurde,  der 
vorgelegte  Ausdruck  rational  machen. 

In  allen  übrigen  Fällen  lässt  sich  das  binomische  Integral  anfein 
anderes  reduciren,  in  welchem 

m  1  1 

-  und  p  zwischen  —  ^  und  +  k  liegen. 

n  L  2 

8)  Setzt  man  in  Gleichung  (5) : 

a=—  l,6  =  a,n  =  2,/?  =  —  I, 

SO  geht  dieselbe  über  in : 

Mittelst  dieser  Formel  gelangt  man ,  wenn  m  eine  positive  ganze 
Zahl  ist,  zuletzt  auf  das  Integral 

/dx  X 

-———_-  z=z  aresin  ->-  +  C. 
Ya  —  a:2  f  a 

je  nachdem  m  ungerade  oder  gerade  ist. 

9)  Setzt  man  in  (6)   a  =  —  l  ^  6  =  a  ,  n  =  2  ,  />  =  —  ^     id 

—  m  statt  m ,  so  resultirt : 


/dx  _       V(a  —  x^)  m^-  2      P         dx 


B) 
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Nun  ist  aber  nach  §.  94  (6) ;  

somit  lassen  sieb  die  aufeinander  folgenden  Integrale  sämmtlich  be- 
stimmen: 

Setzt  man  femer  in  (6) : 

p  =3=  —  \  ^n=2,  —  m  statt m,  5  =  —  1 
und  in  (5): 

n  =  2,6  =  —  l,p  =  — ^, 
so  erbält  man : 

f ^ ^     Vax^  —  1      ^  a{m—2)  C  dx 

J  af^  |/ax*^—  1         (w  —  1)  a:^^  m—  l    J  af^-i  j/aar^—  1    ' 

./  l/aa:«— 1  "^  am  am    J  /ox^  — ~i 

Die  Bednctionsformeln  ftlbren  sebliesslicb  auf  die  naeb  §.  94  (6a) 
und  (7a)  bekannten  Integrale : 

/;n^J=t -==  "^^  ^  ^  +  "^   .....  (11) 

r     dx  1  , 

10)  Ist  das  Integral  von  der  Form 

Bo  setze  man  daftlr 

um  ihm  die  binomiscbe  Form  zu  geben. 
So  hat  man  z.  B. 

J  |^2ax  —  x^J  ^  ' 

ond  wenn  man  nun  in  (5) 

m  —  4"  statt  »w,a«=  —  l,n=l;^  =  2a,/)  =  —  | 

setzt, 

r      ^  ^  _  _  .^^'-i  |/2T:^^  2a  (m  -  I)  /;.,i(,,,,),i^ 
ic^i  »^2aa:  —  x'^    ,     a  (2m  —  1) 


m 
t  man  bierin  —  m  +  1  statt  m ,  so  folgt: 

r  fr         _  =  /2aa:  —  s?    ,     a  (2m  —  1)  T  dx 

J  lax  —  x^         im  ^  \^  af^  ni  —  1       / 


ax  —  x^         (m  —  1)  a:^  m  —  1     J    x^   y^  2ax  —  ^x 
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■ 

oder 

f  dx /2aa;  —  x'^  m  —  ^      f  ^  /ia 

Die  Anwendung  dieser  beiden  Formeln  führt  zuletzt  auf  die  nach 
§.  93.  (35)  und  (5)  bekannten  Integrale 

f — ^ =  -  --^^2ax  —  x^+C    .     .     .    (15) 

/——-———--  =  arc  sin 1-  C     .     .     .     .    (16) 
V'^ax  —  x'^                            « 

11)  Um  auf  analoge  Weise  /  /2aa;  —  a?*  dx  zu  bestimmen,  setee 

man  fV2a.  -  .«  a.  =/.*  (2a  -  x)*  ä. 

und  nun  in  (2) : 

m  =  4^,a=5=-T«l,J  =  2a,n«=»l^p«=»i, 
SO  folgt : 

fV^ax  —  a:^  cia:  =  J'  |/2a"^=^  +  ^  f  a?'  (2a  —  a;)-i  dar 

oder  nach  (13) 

r|/2aa:  —  x^  dx  =  2  I^^oa;  —  a:«  —  1 1   /2aa:— a:*  —  y^f=^ 


xh 


X  —  a  ./- ,       a*  .    —  a  +  a? 


—       ^      /2aa;  —  ar*  —  —  arc  sin ]r  C .  »  >  (17) 

2  2  a 

12)  Um  /  /a  +  bx^  dx  zu  bestimmen^  setze  in  (2) 

80  folgt : 

fi^T^^  a.  =  I  /^*P  + 1/;^^, 

oder  nach  §.  94.  (7a) 

f^a  +  bx^  ^'=^1  l^iT+b^^  +  gÄ  Hxy^b  +  y^a+.bx^)+  C  (18) 

13)  Ist  j  Va  —  bx'^  dx  ZU  ermitteln  ^  so  setze  man  in  (2)- 

m  =  0,a=  —  6,6  =  a,n  =  2,jp  =  -l' 
Man  erhält  alsdann: 

./  2      ^  2./  »/«_te» 
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oder  nach  §.  94.  (5) 

=  ?LVa  —  bx^  +  -^  arcsinx  j/^  +  C.  .     .     .     .     (19) 


Beispiele. 


•> ""      f07'  -f''  <- "''  +  "-* 


dx 


x^. 


in  bestimineii,  setze  man  in  (5): 

m  sBs7  fti^BB  2  ,  p  =  —  \  ^  a  =  —  1  ,  b  ^=»  1, 

Bo  folgt: 

und  wenn  man  in  derselben  Formel  (5) 

nzs=s5,n3Ba2,jpss  —  i  t  a  f=  —  1,6  =  1 

setzt, 

fx^  (1  —  x^y^  dir  =-  —  i  (1  —  ar»)*  x^  +  \  f  x^  (1  —  x^)-^  dx 

Auf  analoge  Weise  findet  man : 
fa^  (1  —  a^r*  dx~  —  \(l—  x^)^  «2  +  I  Tx  (1  -  0:2)-*  ^ 
Da  femer 

so  wird  das  verlangte  Integral 

/x"^  dx  Ix^         6      ,         8     o'      16\    / 5 

besümmt  werden ,  so  setze  man  in  (6) : 

wi  =  —  3,na-=2;/)  =  —  |,a«asl,i=  1. 
Man  erhält  alsdann: 

^       ^  ('^'+l)*ar-'       1  r  , 

"■  2«»  2  y  a:  j/a;»  +  1 

od  m«a  nach  §.  94.  (6)  den  Werth  dieses  Integrales  einfuhrt , 

^    _  ^  _  l^x^Tl  _  1  ^  /^HTi  — 1 
» ^»  4-  1  2a;»  2  „.  "t"  ^- 


.T  k 
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/ixP  dx 
7cs-ü—. — ;tä  zu  entwickeln ,  setze  in  (8) : 
{2x^  +  1)*  ' 

m  =  7,n  =  8,jp  =  —  4,a  =  2,^=l> 

80  folgt : 

/X^  dx  X^  ^      f     n  r        • 

Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  erhält  man : 


fx'^  (2ar3  +  i)-2  dir 


..8 


3  (2a?»  +  1) 


—  j  fx^  (2x»  +  l)-i  (2r. 


Führt  man  hierin  endlich  nach  §.  90.  Beisp.  9  den  betreffenden  Weith 
des  letzten  Integrales  ein ;  so  erhält  man  schliesslich : 


/ 


x"^  dx 


X 


8 


+ 


X 


8 


S 


{2x^  +  ly        9  (2x^  +  1)'    '    54  {2x^  +  1)^        81  (2x^  +  1) 


+  S2-lä-^,'<'*^-<-"+ 


1944}^4 


H 


arctg 


2a?  y^2  —  1 


+  a 


3241^432 
4)  Es  soll  /  x^  {ax^  -{-  b)   dx  bestimmt  werden. 

Durch  Anwendung  der  Formel  (2)  erhält  man ,  da 

7 


ist: 


fx^  (aj?»+  *)*  ^  '='  ^  {ax'^+vf  a?io  ^  ^^fx^  (ax^  +  h)'  dx 


und  nach  derselben  Formel : 


fx^  {ax^  +  by  dx  =  ^  {ax^  +  bf  x^^  +  ^  fx^  (ax^  +  bf  dx. 


Da  nun  nach  Ql.  (5): 
Ja:^(ax^  +  b)    dx  =  ^^ 


und 


aa;-  +  ft)"  <fc  =  ^  (aa:»  +  «)»  —  ?^  f  g;*  (ax*  +  *)* 


Tx«  (oa;*  +  */  die  =  j  •  ^  (ox^  +  bf 


also  I  X*  (ox*  +  *)    ox  =  ^ — ?7~2~       öfl^ r 

ist,  so  erhält  man  schliesslich  durch  successive  Einführung  dieser  Rer      ite: 
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/ 


1 

,3 


a.»  (ox»  +  «)'  da-  =   («a;*  +  *) 

6*»       . 


65 


^  650 


a? 


10 


+  ol 


d25a 


a?* 


9Ä3 
750a2 


5)  Ist 


ax^  +  6)*<22:  zu  bestimmen ,  so  folgt  nach  (2) : 


4-  *)*  a!«  +  y*  Ta;««  (aar»  +  A)*<ir 
;  +  j)'  a,«  4-  *r-  /  X»»  (ar»  +  ä)'  dx 


L»  («a;S  +  *)*  <iP  =  3^  (<«* 

/"x"  (ax»  4-  4)^  dir  ==  ^  (a*= 

and  nach  (5) 

/x..  («..»  +  *)*  dx  =  L(?^J)L?.*  _  I* y.»  («x»  +  */  cir 

/x»  («X»  +  *)*  d.  =  ^  (-;+/>'  '^^  -  fj^^  («^  +  *)*  ä. 


und  weil  endlich 


2  (ax»  +  hf  x^     .   2Ä 


—  —  I    ^   { 


a^^  +  ^y  ötP 


/ 


x2  (ax»  4-  J)*  dx  =  I-  ^  (ax'  +  b) 

o   öd 


ist,  so  erhält  man  schliesslich: 

X»  (ax»  4-  *)*  =  (<w*  +  *) 
16*2  . 


/ 


"'- 11 ..  _  " ,.  + 

429a  13      7a 


35a2 


a:^ 


lOba^j  ^  39    ^   -r-    J-T-  ^29 


An  merk.     Manche   Integrale   lassen   sich    durch    eine    geschickte  .Snbstitution 
auf  binomische  zurückführen. 

Setzt  man  z.  B.  in  dem  Integrale 

l\ax   +    bf*   (ax  +  ßf  dx 

z  —  b     dx         1 
ax  -^  b  =  s;x  ^  - --  ,  -    =  - ; 


lUo 


a       '  dz  a 

z  —  b                   az  +  aß  —  ab 
ax  -{-  ß  =  a  -     —     -r  P  ^^  —   ' 

ao  geht  dasselbe  über  in 

'  ein  binomisches.  /^ 

Ire  in  einem  anderen  Falle   1  (a  -{-  bx  +  ex'*-f  dx   zn   bestimmen,    so    setze 


f  *;r  +  ^«  =  .  (^  +  I  ^  +  ^«)  =  ^  [(^  +  fj'+ 


tf  DUr.-  und  Int.-Recbnaiig. 


Aac  —  i* 
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and  hierm 


b  b 


BO  wird 


und  stimmt  nun  der  Form  nach  mit  dem  binomischen  Integrale  überein. 

§.  98.    Anfgaben  zar  Uebnng*. 

1)  fx^  {ax*  +  bf  dx  =  ? 

Andeut.     Wende  zuerst  (2),  dann  zweimal  (5)  an. 

1 


2)  fx-"^  (ax^+by  dx  =  ? 


Andeut.  Wendet  man  zuerst  zweimal  (6),  dann  zweimal  (2)  an,  so  tritt  in  den 
resultirenden  Ausdrucke  das  Integral  1  ^  {ax^  4~  ^Y''  ^  ^^^*  ^^  dieses  rational  n 
machen ,  setze  ax^  -\-  ö  =  z*^,  dann  geht  dasselbe  über  in : 


S)   /*ar-5  ( 


ax  +  bf  dx=^^ 
Aufl.     -^^^^^^^^ 

20a3x3)  +  ~ -3^  a:-'  («^  +  *)"  da:. 

Andeut.    Zuerst  riermal  nach  (6),  dann  nach  (2). 

Um   /  x"    {ax  +  *)     d^  Stil   bestimmen,  setze   ax  ■\'  b  =  s^,    so    geht  diese» 

Integral    über    in    3   /  ^  ^  ^    «fc  =  ^  /    (^  +    3  ^   .)  dz  ^  2s  +  ^b  f        '- 
u.  s.  w. 


4)   fx^  ( 


„1 


A  n  f  1.     --^  (ax'i  +  «)   "  (ax2  ^  ib)  —  ^  /a«»+  *  -    C. 
oa'  Sa-' 
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Andeut.     Zweimal  nach  (5),  dann  nach  (3),  so  folgt: 

g^^  {ax*   +  b)    -  iax^  +  4*)   -  r^^^J  X  0?^«  +  b)    ''  dx. 

Zar  Bestimmung  dieses  Integrales  setze  darin   ax^  -f-  ^  =  «^.  Man  erhält  alsdann : 

1  az   =       u.  8.  w. 
a  J  a 


»>/ 


—6  — f 

X      {ax^  "h  ^)      dx  =  ? 


Aufl.     —^- — ^2-       (^^      +^«) 


4a 
362 


/  a?      {ax^  +  6)       (for. 


y'  —1  __i 

X       {ax^   +  ^)    ^  dx   zu   be- 

itimmeD,  setze  ar*  -j-  ^  =  jc',  dann  geht  das  Integral  über  in:  --   /  -; — --    u.    s.  w 

h  J  z^  —  b 


6)  /^^  (^^%  +hy  dx^'i 


Aufl.     ^l^"t_^^  (55^4^8  +  XUOaHx^  + 
1 200^^2  x*  +  lOah^x'^  —  36^)  +  a 
Andeut.     Zuerst  nach  (5),  dann  dreimal  nach  (2),  so  folgt: 

— ^ gjjg- [(lU«:c4  4-  X^abx'^  +  5Ä«)  («or«  +  Ä)  —  3*3] 

Setzt  man  nun  tix"^  -|-  d  =  z''  so  wird 

/_A  3     Z'  3 

X  (aar*    +  *)    ^  dx   =   --    l   zdz  =  —  z^  M,  9.  w. 

7)   Ta:«  (aar  +  Ä)""  dx  =.  ? 
%■- 

Aufl.    —  -^--^  lax  +  6)"'  (15a V  +  20abx  +  86^)  +    C. 
15a*'  ^  '       ^  /     • 

/*  -^ 

Andeat.     Zweimal  nach  (5)  so  tritt  zuletzt  noch    /  {ax-\-  b)    '*  dx  auf,   was  be- 
kanntlich —  ^-    («X  +  b)~^  ist. 
5a 


/ 


I 
x^  i^ax'^  +  6)    dx  ^=  ? 


Aufl.      ^ 


81a 


1  ^ 


^  ^ax'^  +  "6. 
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Andeut    Zuerst  nach  (5),  dann  iweimal  nach  (2). 

9)  fx*  (ax^  +  5)*  dfcc  =  ? 

Au f  1.      ^"^^^15^2^^    (195a3a:«  +  ^OOa^x*  + 

35aJV  —  426»)  +  y|°^— j  /  (ox»  +  *)      «fa- 

Andeut.    Zwoimal  nach  (5),  dann  sweimal  nach  (2). 

10)  fx  (ax^  -i-bf  dx  =  ? 

Aufl.     ^''^If-^  (19ax^  +  ^eb)  + 
405^2 


-  -y  rr  (ax»  +  Ä)    dx. 


Andeut.     Zweimal  nach  (2). 

11)  fx^(ax^  +  b)   "  dx  =  ? 

Aufl.      ^-^^^^3—   '  («2^*^  —  ^abx^  —  9*^)  +  ^- 
Andeut.     Zweimal  nach  (5)  für  das  alsdann  noch  auftretende  Integral 

findet  man,  wenn  «r'  -f-  *  ==  «'»  gesetzt  wird 

12)  /*«'*  (ax*  4-  *)-*  die  =  ? 

A"^'-       ~     12«^-^-  ^'*  +  '"^  )  -  4^./  «X«  +  6- 

Andeut.     Zweimal  nach  (5),  dann  nach  (3), 

§.  99.    Rednctionsformeln  für  da«  Integral 

a:"*  (a  -4-  Ää!  +  cx^y  dx. 


/ 


1)  Setzt  man  in  der  Formel  (1)  des  §.  85: 

dv 
dx 


M  =  (a  +  Aar  +  cx^Y  ;  -.    =  x^ 


=  p  {a  -\-  bx  -{'  cx'^y*~^  {b  -}-  2cx) ; 


m  -f-  1 


Bedttctionsformeln  für  das  Integral  y  a:"»  (a  +  6x  -^  ex*)P  dx. 
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80  erhält  man : 

af^(a-\-bx  +  cx^y  da?  ==  -  —  >     -    — , -^- 

P —  f;j(M^i  (a  -^  *<c  4-  cx'^y-^  {h  +  '2cx)  dx. 

oder  wenn  wir  der  Kürze  halber 

a  +  ^x  +  ca^  =  X 

setzen , 

r a:^Z^  (ix  =  ^"^  -  -  ^  -  fo^'^^XP-^  dx 
J  m  +  1         m  +  1 J 

^^-  f  x^+^  XP-^  dx 


(i> 


2)  Führen  wir  in  vorstehende  Gleichung  m  statt  m  +  2 ,  /?  statt 
p  —  1  ein,  so  resultirt: 


af^'^XP^^  dx  = 


m  —  1 


'1-7- 


-'-yPdir 


_  2c(p  +  i)  r^  ^ 

m  —  1     J 


und  hiernach : 


/^ 


"^  XP  dx  = 


a,m-l  JfP+l 


2c  (p  + 


1)         *^J 


772 


w 


^,/*-2  J7)4-1  cir 


2c  (;>  + 

3)  Setzt  man  in  (2) 

fx"*-^  XP+^  dx  =  fx"'-^  XP  {a  +  bx  +  cx"^)  dx 

=  a  fsc^-'^  XP  dx-]-  b  fx""-^ Xp  dx  -}-   c  f x"'  Xp  dx 
SO  folgt : 

2c{p  + 
'^—^_    L   r^m-2  XP  dx  +  b  faf^^  XPdx  +  cfx^  XP  dx 

\  sich  ergibt : 

c  (m  +  2p~+  1)         c  (m  -\-  2p  +  1)7 
a  (m  —  1) 


(2) 


X-'»  XPdx^   ^,      .    ,^  —   ,,-  /  x"^^XPdx 
"^         2c(p+l)         2cJ 


XP  dx  = 


XP  dx 


c  (m  +  2jp  + 


-  fx"'-'^  XP  dx      ....     (3) 
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4)  Sabstituirt  man  hierin  m  Btatt  m  —  2 ,  so  erhält  man  leicht : 

J  a{m  +  l)  a{m+l)     J 

- eiüL+J^4: 3) r^H-2 x"ä..  ,  .     .  (4) 

a  (m  4-1)      J 

5)  Wie  man  sich  leicht  tiberzeugt,  kommt  man  durch  wiederholte 
Anwendung  der  vorstehenden  Reductionsformeln,  je  nach  dem  betref- 
fenden Ausdrucke,  schliesslich  auf  die  Bestimmung  eines  der  Integrale 

I  XPdx  ,  j  xÄPdx  ,  I  ' 

Wie  wir  aber  in  der  Anmerkung  zu  §.97.  gezeigt  haben,  Jässt  sich 
/  XP  dx  auf  ein  binomisches  zurückführen  und  es  bleibt  uns  nur  noeh 

die  Auffindung  der  beiden  anderen  Integrale  übrig. 

6)  Setzt  man  zu  diesem  Ende  in  (3)  m  ^-  1 ,  so  folgt : 

xXP  dx  ^  ---   --—-^  _  ^    l  X^div (5) 

2c  (/>  +  1)        2c  J  ^ 

und  das  Integral  ist  nun  bestimmbar. 

Um  schliesslich  noch  /  ^  -      zu  ermitteln,  setze  man  dafür: 

J  X  J       X 

b  f  Xp-^  dx  -^  c  fxXP-^  dx, 

SO  findet  man,  da  nach  (5) 

I  xXP-^  dx  =  \       —     -  /  A''^-*  dx, 

für  das  Integral 

/xp  dx      xp         rxp-^  *  r  _  I  ,  /^v 

wodurch  das  fragliche  Integral  auf  ein  einfacheres  von  derselben  Art 
zurückgeführt  ist. 

7)  Wird. in  (6)  —  />  -f-  1  statt/?  gesetzt,  so  resultirt: 

/dx 1  b    fdx         1    r  _^  .-^ 

^XP  ~  2ä{]^^Y)~X^^  ""  2a  j  XP        aj  xXp-^       '     ^  ^ 

und  hierin  nach  (5) : 


r 
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fxÄ^  dx=^  X^  —^^~  fjt  dx 
ferner  nach  §.  94.  Zus.  3. 

80  folgt : 

oder  wenn  man  nach  §.94.  (5) 


J  X' 


setzt  I 

r  2  ./r  1 r— 2  j  6a;  —  5  ^        2«  +  1 

I  x^Vl  -i-x  +  x^  dx=  — ^—  J:    H ——  X 


+  ^  Z(l  +  2a;  +  2.Y^)  +  C. 


>    ■  V 


1'  > 
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Integration  transcendenter  Functionen. 


§.  100.    IHe  Functionen  enthalten  ExponentiaJiirrSssen. 

Für  die  einfachsten  Formeln  sind  bereits  in  §.  83.  die  betreffendcD 
Integrale  aufgeführt. 

Zur  Bestimmung  der  Integrale  zusammengesetzterer  Ausdrücke  be- 
dient man  sich  im  Allgemeinen  der  theil weisen  Integration,  indem  man 
mittelst  dieser  Methode  das  vorgelegte  Integral  auf  ein  einfacheres 
zurückzuführen  und  durch  wiederholte  Anwendung  der  betreffenden 
Reductionsformel  schliesslich  auf  ein  bekanntes  Integral  zu  bringen 
sucht.  Jedoch  nicht  in  allen  Fällen  gelingt  eine  derartige  Reduction. 
Man  muss  sich  alsdann  mit  einer  Näheruugsmethode  begnügen. 

Um  nun  z.  B.  //  {x)  a'  dx  zn  bestimmen,  setze  man  in  §.  85  (1): 


also 


du 
dx 


df(^) 


dx 


=  /'  (^')  /  V  =-•  I  a^  dx  ===  , 


so  folgt: 

Setzt  man  dagegen 


dx 


(1) 


dv  ,  . 


du 
dx 


so  wird 


=  a^  la  f   V  =  I  /  {x)  dx  =  F  (x) 
if  (x)  af  dx  =  a^  F  {x)  —  la  JF  (x)  a"  dx 


0 


Von  den  beiden  Reductionsformeln  (I)  und  (2)  wird  man 
diejenige  wählen,  welche  auf  das  einfachere  Integral  führt 

In  beiden  Fällen  gelangt  man  jedoch  manchmal  zu  dem  Inte 


le 


/ 
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0*  dx 


X 


,  das  mittelst  derselben  Formeln  nicht  weiter  reducirbar  ist  and 


auch  nur  annähernd  bestimmt  werden  kann.    Es  ist  dieses  z.  B.  der 
Fall,  wenn  man/(a:)  =  --  setzt  und  die  Gl.  (2)  anwendet. 
Setzt  man  o*  =  ;s ,  x/a  =  fo ,  so  wird 

Ca""  dx        ,      fdz 

Cdz 

Man  nennt  den  Ausdruck  /   -    den   Integral  -  Logarithmus 
von  z.    Die  Bestimmung  desselben  werden  wir  später  kennen  lernen. 

Beispiele. 


1)  8  (a^  dr  =  Ta^  ^  ^  =  £  +  ^• 

^.    Ta'*  dx         f  i^dlx  ^         ^  ^    n 

2)  1 =   /  a'^    .    dx=-  -r  +  C. 

J       X  J  dx  la 


y*  /*  dsin  X 

e'''''cos X  dx -=-  I  e««^  -  — '  dx  =  e»»»^  +  C. 

4)  Um  /  a?"  a*  dxy  wo  n  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  zu  be- 

stimmen,  verfahre  man  analog  wie  oben  bei  der  Entwickelung  der  Gl.  (1). 
Man  findet: 

/'■ — = r  - :/-'  -  - 

/  x"—*  a*  dx  =  — ,  — /  a:""~2  a^  dx 

J  la  la     J 

a^^  a'  dx  = , ,1  ^~^  «*  da:  n.  s.  w, 

la  la     J 

also  nachdem  man  substituirt  hat, 

fx-««  dr  =  f  fx-  -"  o:»-'  +  ^^V  ^>x»-^  -  .  .  .  +-^'1  +  C. 
,/  la  i  la  l^a  "^  raj 

Hieraus  folgt  unmittelbar : 
Ta*  e"  dx  =  e'lx''  —  naf"-^  -}-  n  (n  —  1)  a:«-«  —  .  .  .  +  n!]  +  C 

5)  Soll   /  a?*  c""^  dx  bestimmt  werden,  so  setze  man  in  §.  85.  (l): 

du  t     dv  ^ 

M  ==  a:"  .  -  =  nx'*~'  :    ,    =  e~^  :  v  =  —  e"* 
dx  dx 

i  erhält  alsdann : 

^ur  Bestimmung  von   1  oc^  e^  dx,  setze  in  §.  85.  (1): 


du  .      dv  „,  e^-^ 

=  ma:"*-^  ;       -  =  c»^  ^  t?  =  -  - 
dx  dx  n 


d 

e"^  da.- 

oT  ef 

-"/- 

e"^ 

<& 

enn  man  hierin  m  ^ 

=  1,2, 

3  ,  .  .  .  Bctüt, 

/"■ 

■=  dx  = 

3:«« 

If^-^ 

are" 

"i-^c 

=.- 

1) 

h 

"dx  = 

^'i".  _ 

!/-^ 

^'«"  _ 

.-(„.- 

1) 

ADmerk.     Ut   dabei  m  cioe   poutive   ganze   Zahl,  so   läwt  sich   du  liltgn' 
er  bestimmeD,  indem  niaD   schtieaslich  auf  /  e"'^  dx  gefühlt  wiid. 
Löst   man  (u)  nach   dem  Integrale  der  rechlea  8eite  auf  und  ästet  dann  ■ 
m,  (0  fulgt: 

J  „  +  I     „  -1-  ,,y 


Du  Integral  /  -  -  de  ist  in  endliclier  Form  nicht  danuatellen. 
J      ^ 

2)  Es  ist  nach  Yontehendem  immer  möglich  das  Integral  /  9(1)  «"  dt 
men,  »enn  y  (*)  ■=  a  +  ii  -J-  1:3:*  -J"  ■  -  ■ 

3)  Das  Integral  j  ip  (jr)  i""  dx ,  wo 

,,  (i)  =  .  .  .  +  J,  +  *    +A  +  Bx+Cz*  +  ... 
ich  alets  auf  das  Integral   /       -  dz  inTÜckfÜbren, 
0  Dm  /      -^ — ^  dr  zu  bestimmen,  setze  mau  in  S.  85.  (1) 

=  «.;!  =  . (.4-1).  ^-(.+x)-..—  r^ 

tfan  erhält  alsdann : 

-, — CS  de ,     -  +  I  e'  dx —--  4-«'  =  , 

-1-3;)*  1  +  a;       ./  1  +  X  1 

i)  Soll  das  Intearal  / r ■,.,., ,  ermittelt  werden,  so  se 

'  °     J  ae""  ■+-  be'-'"' 

i5.  b: 

dr  1 

*  *  '  (fy         my 
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r     dx 1  r ( 


£s  resultirt  alsdann 
dx  1    f         dy 

i 

+  h)    '     ay^        ahj 

^\\\l(^a  +  by)-    ^--    \ly\ 
w  [a^  ^        ay        a-   ^j 


=  ^/(oh/t^-^  +  -.  -  ::^I  äy 


1 

m 


a^  \v         I      ay 


1 
am 


l(b+ae""~'')—e 
a 


, — mx 


+  c. 


An  merk.     Um  allgemein   /  /(e"*^)  dx  zu  bestimmen,  setze  man  i?"*^  =  y,  wo- 

1      /"•/  (y) 
durch  das  Integral  übergeht  in  —   /  -  dy. 

mJ      y 
dx 


zu  ermitteln ,  wende  man  die  in  vorstehender 


9)  Vm  f-  - 
Anmerkung  aufgeführte  Substitution  an.     Man  erhält  alsdann  : 


/ 


ag«x  -^  be-^'-^ 


„y^  -"-^  r  1/' ' + "■ 


10)  Ebenso  erhält  man  für 

J -a^+be-""'      mjb-—ay^      2my^bJ  \}^b—t,fa^y^b+yY^a} 

11)  Durch  dieselbe  Substitution  erhält  man  für 

/dx  _  1    r        ^1/ 

Setzt  man  hierin: 

dy        2z 


^^+^-''i-'i> 


80 


1       ,  z  —  f*a  1  /a  +  Äe^  —  |^a    ,     _, 

=      -     -^     l       . — : ~ f-  ^• 


mY^a      z  ^y^a        mjTa      ^a  +  ^6™^  +  f^a 
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1)    f       ^- 


§.  101.    Aufgraben  zur  Uebnii^* 
—  ? 


Aufl.     e-'—   ^  e-'^  +  1 


2  •    '  1  +e* 

Andent.    Man  setze  «^  =  y,  so  folgt:    / — 


(i  +y) 
1 


+  C. 

;   durch  Zerlegung  in  Fv- 


tialbrüchc  findet  man: 

y'  (1+  y)      y       y*  "^  y'      i  +y 

•5g«x  _  3ga:  _f_  12 


a.  8.  w. 


^/" 


e2x  _  2e^  +  6 


djr  =  ? 


Aufl.     2x  +  ^l  (e^  —  2e^  +  6)  +  r^  arc^^y^^  +  C 


Andeut.    Man  setze  «^  &=  y,  so  folgt: 


/^ 


y  (y*  -  2y  +  6) 
Die  Zerlegung  in  Partialbrüche  gibt: 

5y^  —  3y  +  12    _2  3y  +  1 

r  t/«  —  2y  +6* 


^>/? 


y  (y«  -  2y  +6)        y 
dx 


y^ 


6x 


,26x 


—  4e*^  +  4 


Aufl. 


^    l     ' 


\bx  (^^hx  _   2)' 


+  C. 


246      (c**  —  1)  {e^^-^  2) 

Andeut.     Setzt  man  c^^  =  s,  so  geht  das  Integral  über  in: 

l     r  dz 

b  J  z  (z»  —  a*  —  4»  +  4) 

Durch  Zerlegung  in  Partialbrüche  findet  man: 

1  1  1 

'4s  ■ 


+ 


.  (~3  _  .«  _  4-  ^  4)        4-        3  (z  —  l)  ^  8  (s  —  2)        24  (z  +  2) 

J  e^^  —  2e^  —15 

Autl.  Z      ^  ,  ^  -  .  -4,v.)  +  ^• 


Andeut.     Setzt  man  e'^  «»  z,  so  Terwandolt  sich  das  Integral  in: 

l      /'  (z«  +_24z  +15)  dz  ^\      ri      4 l    __    JL  \  ^ 

a  J      z(z«  -  2z  -   15)     ^  a  J   \z'—  5         s  z+b]         "*  *' '^' 


€* 


efa:  =  ? 


5)   f~r=^ 

A  u  f  1.     -.-  /  (3  -t.  10«^  +  2f^5  /r+~3e^  +  5«''; 


-  C. 


Andeut.     Setzt  man  »'  =  z,  so  folgt  nach  §.  94  (3): 
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6)  fe^  co8{f)dx^'i 

Aufl.     cos  («*)  +  ^8m  («*)  +  C. 

Andent     Setit  man  e^  ea  2,  so  yerwandelt  sich  das  Integral  in 

/  s  eo8z  dz  =  eotz  -\-  znnz  ({.  85.  a.) 


'>/ 


«»* 


/!  +  «' 
3 


Aufl.     I (1  -f-  ««)'  _  2  (1  +  «*)*  +  C. 


2  dz 


Andent.     Setse  «^  «»  £,  so  geht  das  Integral  Aber  in   / ^^ —  nnd  wenn  man 

hierin  l  -{-««=»  y*  settt,  in:  2   /  (y*  —  0  ^'y  ^-  ■•  ^' 

8)  /ar*  e*  da;  =  ? 

Aufl.     e'  {x^  —  4x3  ^  i2ar2  —  24a:  +  24)  +  C. 

9)  Tar^  «*  da:  =  ? 

Aufl.     e^  (x'^  —  7x«  +  42x5—  2iOx*  -}-  840x5^  —  2520x^ 
4-  5040x  —  5040)  +  C. 

10)  fx-^e'dx^? 

Aufl.     —  ^  «*  (^"*  +  a^"0  +  l  f^-^^  ^  dx, 

11)  fx-*  e'  dx==? 
%■' 

Aufl.      e*   (—  \  X-*  —  -^-  x-3  _   JL  a:-2  —  i-  x->^ 
\       4  12  24  2^        j 

1     /• 

H /  x"~*  c^  dx. 

24./ 

12)  Al  +  2x  +  3x2  ^  5^,3)  gr  ^  =  ? 

Aufl.     c*  (5x3  _  12x2  +  26x  —  25)  +  C. 

13)  ^(2  +  4x  —  7x2  _|.  8^3  —  x^  -\-  2x5)  ^tr  ^  =^  ? 

Aufl.    c* (2x5— 11x^  +  52x3—163x2+  330x— 328)+  C 
*''  fx^  e"  dx^? 

A     ^1      ^  /  »        7     I    ,    35     i\        105  r  4  ^  ^ 
Auil.     «*  Ix    —  —  X    +  -;   ^  1 ^  I  X    e^  dx. 


f  X    c*^  dx  =  ? 


Aufl.     c*l  x^  —  —  x*j  H q"  /  ^*  ^  ^' 
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§.  102.    Die  Functionen  enthalten  logarithmisehe  GrSssen. 

Auch  hier  führt  die  Anwendung  der  bekannten  ßeductionfiformel 
(1)  des  §.  85  in  vielen  Fällen  zum  gewünschten  Ziele. 

Wäre  z.  B.  das  Integral  1  f{x)  l  x  dx  zu  bestimmen ,  so  setze 
man: 

du         1       dv  .   .  /*/N  „/% 

Man  erhält  alsdann : 

ff  (x)  Ix  dx=  Ix  F  (x)  —  I  ^-'^  dx. 

Durch  Einführung  einer  neuen  Variabein  können  solche  Integrale 
auch  oft  auf  andere  der  früher  behandelten  Art  zurückgeführt  werden. 

So  geht  z.  B.  das  Integral  /  x"^  f(lx)  dx,  wenn  man  ix  ^=  y,  also 

dx 
x  =  ey ,--  =  ey 

setzt,  über  in 

Jey  /(i/)  e^  dy  =  fe^'^+Dy  /  (3^)  dy. 

Ist  nun  /  eine  rationale  ganze  Function,  so  lässt  sich  dieses  Ifi- 
tegral  nach  früheren  Kegeln  bestimmen. 

Wir  gehen  sogleich  über  zur  Lösung  einiger 

Beispiele. 
1)  Um  I  P^x  dx  für  ganze  positive  n  zu  bestimmen ,  setze  man  in  der 
Gl.  (l)des§.  85: 


du         n?*~*a;      dv 
u  =  ^x  ]  —-  = 


so  folgt. 


Setzt  man  hierin  der  Reibe  nach  n=l,2,3,...so  ergibt  sich: 

/  P-x  dx  =  xl^x  —  2  I  Ix  dx 

=  xPx  —  2x{lx—l)  +  C. 
=  a:  (Px  —2U-{-2)+  C. 

I  Px  dx  =  xPx  —  3    /  Px  dx 

=  x[Px  —  *3Px  +  6/a:  —  6]  -h  C  u.  s.  V. 
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2)  Aus  obiger  Reductionsformel  (l)  folgt  unmittelbar: 

/Z"~^  X  dx  =      Z*x  —       I  Px  dx 
n  nj 

oder  wenn  man  n  -^  1  statt  n,  setzt, 

/i^x  dx  =  — f --  Z"+*  J? 7-1  i^-^^x  dx      ...     (2) 
n  +  1                   n+  IJ  ^  ' 

Von  dieser  Formel  macht  man  stets  Gebrauch  ,  wenn  n  negativ  ist. 

Dieselbe  ist  jedoch  für  n  =^  —  1  nicht  anwendbar  und  führt  auf  das 

rdx 
Integral    I  --,  das  sich,  wie  schon  in  §.  100  angegeben  wurde,  nicht  in 

endlicher  Form  darstellen  las  st. 

Setzt  man  in  (2)  der  Reihe  nach  n  =  —  2  ,  —  3  ,  —  4  ,  .  .  .  so  er- 
hält man  bezüglich : 

rdx  X  rdx 

J  Px  Ix       J   Ix 

/dx  ^     O-  ^    f^ 

Pi  2Pi'^  2jjx 


X  ^    _i     ^    f^ 


2fix         2lx    '     2j   Ix 


/dx X  X    ^_i^    f^^ 

?i  ""  "^  3Z3i  ~  6/2^  "~   6Z^  "^  '^J  Ix  ^'  ^'  ^' 

3)  Um  allgemein  1  x"*r*x  dX  zu  bestimmen,  setze  man  in  §.  85.  (1): 

du         nV-^x      dv  ^  f  „.    ^   .  a:»^' 

J  m  +  1 


u  =  rx]      = , 

dx  X  dx 

80  folgt : 


I  a^Vx  dx  =  r--7  ^^ TT  /  ^'^V'-^^xdx      .  .  (3) 

J  m  +  1  m+  IJ  ^  ' 

Substituirt  man  hierin  der  Reihe  nach  n=l,2,3^...so  folgt : 


/ 


a:"*/a-  dx  = -—  U  —  7— 7  --.j  +  ^ 

771+1  (m+1)'' 

^--ir-r+^    ....    (3a) 


m  +  1  \  771+1 

af^fix  dx^  -     .  —  Px ,—   I  otf'lx  dx 

m  +  1  m  +  1 J 


^%  1  (^'^  ~  rn  +T  ^  +  (m  +"1)2'  +  ^ 
u.  s.  w. 


x^  Pxdx  =^ Px /  x'^^Pxdx 

7«  +  1  m  +  1 J 

+  1  p         ^  +  1^  ^  -^  (,;,  ^-1)2  '^  -  (^  +  1)3]  +•  «^ 
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und  allgemein : 


x^P^xdx  = .— -  \l^x ; — -  V^—^x 

w  +  1  \  w  -|-  1 


/ 

[m  +  1)^  {m  -f-  1) 

An  merk.    Ist  n  eine  positive  ganze  Zahl  und  m  nicht  gleich   —  1,   so  ist  das 
Integral  in  endlicher  Form  stets  angebbar. 


4)    Soll    f 


o(^  dx 

— —  bestimmt  werden ,  so  entwickle  man  aus  (3) 
Vx  >  ^  ' 


Qc^p—ixdx  = l^x /  x^rxdx, 

n  n     J 

setze  hierin  n-f- 1  statt  n  und  nehme  darnach  n  negativ.  Man  findet  alsdann 

~~Fx    ~  "~  (n  —  1)  V-^x  "*"  n—  l7  ?^»"i    .     .     .     l  ) 
Setzt  man  hierin  der  Eeihe  nach  n=2,8,4,...so  folgt : 

Px^dx af**^^  ju^  "^  ^  fx'^dx 

j  '>"i    ~  2p^  "^    2  y  "72^ 

_         xT^^  ^m  +  l  x*^^        Im  +  ly  f^^ 
~  ~    2l^x  2         h^  "*"  \      2"    I  J    ~/x 

und  allgemein: 

raf^dx  _  _  ^^  L     .    ^+^j^    .  (^  +  1)'  ._  p^ 

J     jn^  {n  —  1)  /»-la:  [    ^  n  —  2       ^  (»  —  2)  (n  —  3) 


+  (n  -  2)  (n  _  3)  (n  -  4)  '  ^  ^  •  •  • 


+ 


(m  +  1)*-^  Cxf^dx 


(n  -  2)  !  7 


Das  zu  bestimmende  Integral  hängt  demnach  schliesslich  von  /  ~  i  ~ 

ab  und  ist  nicht  in  endlicher  Form  darstellbar. 

/xlx 
. -  -  -  dx  setze  man  in  §.  85.  (1) 

du  l      dv  X  r     xdx 

'••='^'  -^=  i '  d.=  /ä^  +  ^2  5  "^./pgr^^«  =  »^«*+- 

8«  folgt:        /'  -,    ''^    -dx^lx  Vcf+  ^2  -  ft^.J^  ^ 


2 

=  ^    I  rfa: 


^ r     xdx  2  f         ^  __ 

/dx 
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/dx 
— -p^^ — —  zu  finden,  setze  man  in  §.  94.  (6)  für  a, ft,c 

bezüglich  a^^O,  1. 

Es  wird  alsdann ,  wenn  man    -  I2a  sogleich  zu  C  schlägt, 

a 

r      dx      ^  1  ^  |/^+"^  — fl  ^  ^, 

J  X  f^  +  a:2         «  a: 

und  somit  y  da 

_  ^  /^H^^  —  g  _  ^  ^^ ^ ^  ^  I^^H-^  +  g 

a-  ""     |/a2^a:2  — ö  ^  ' 


+  a: 


2  X 


§.  103.    Angaben  zur  IJebmi;, 

1)  Al  +  2Za:.+  aZ^x)  db:  =  ? 

Aufl.  •  a;  (5  —  4/x  +  3?ar). 
Andeut.     Man  setze  Ix  ^s=^  y ,  so  yerwandelt  sich  das  Integral  in: 

/"(l  +  2y  +  Ztß)  ^  dy 

2)  tp,  —  3/a:  +  TZ^or  -  4/^0:)  tZx  =  ? 

Aufl.     o:  (43  --  41/a;  +  \^Px  --    ^^x\ 

3)  Al  —  47a:  +  öZ^a:  —  SZ^a?  +  V'x)  dx^'i 

■  Aufl.     X  (57  —  56Za:  +  26Z2a:  —  ll^x  +  Z»a:). 

4)  ll^x  dx^'i 

Aufl.  a:(— 120+120Za:— 60Z2a;  +  20Z3a:— 5Z*a:  +  Z''a:)  +  C\ 
^l^x  dx  ^^^t 


5)    ra:^ 


«)/ 


A.fL  ,<  (i  ;<.  _  i  P.  +  1  ?.  - 1  fc+  4)  +  c. 

a:*Z^a:  dx  ^=  ? 

Aufl.  ..(J^._|^z..  +  jf5/a.-^l+a 


? 


Aufl.     -^'V+^- 

m  4"  1 


at.       /'^  ox^    frx 
"'T.-  and  Ittt.-Rechnnng.  24 
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-*  ?a;  dfa:  =  ? 


8)  fx-^ 


Aufl.     ^.^^l^Px^^t^x+l^lx+^Ua 


'>/Ä 


ufl.     ^x^ 


^20  ^60  ^120 


4- 

^  120 


L  z-i  1 4.  j-  r^ 

20         J  "^  120y  ix" 
0)  fx-:^  fix  dx  =  ? 

A  Uf  1.  —  ar-i  päi^,  4. 5/4^,+  20Z3H-60/2a:  +  120te  +120\+C, 

Aufl.    _f(l   +f)+«/-f*. 

2  l2Pa;  ^     Ix     '     2j     Ix 


Aufl      _:c8   -1-4.  A.+  J_+    «t U^/"^ 


14)  ism  {lx)dx  =  ? 


X 

Aufl.      ^  [«n  (üar)  —  C(w  (Ix)]  +  C 


And  eilt.     Setst    man    Ix  ^=^  y,    so    geht    du    Integral    fiber  in  f  e^  Hnf  ig- 
Dafür  findet  man  nach  {.  85.  (1):  /» 

^ »iny  —  f^coty  dy  =  ^  liny  —  ^eoty   —  /  e^siny  dy, 
lit  ^ 


and  es  ist  somit 


I  ev  ainydy  ==>  —  «^  («»•y  —  *wy)  u.  s.  w. 


15)   fcos  (Ix) 


dx  =  ? 


A  ufl.      ~  [«h  (to)  +  cos  (Ix)]  +  C. 
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§.  104.    Die  Fanetionen  enthalten  (i^niometrisclie  Fanctionen, 

1)  Setzt  man  in  den  Formeln  4  bis  7  des  §.  83:  nx  statt  v,  so . 
folgt  der  Beihe  nach : 


/ 
/ 
/ 
/ 


cosnxdx  ^sst }-  C      .......     (1) 

n 


1  cosnx    .    ^  >_v 

stnnxdx  =* \-  u (2) 

fi 

-^=^+(7 (3) 

dx  cot  fix        ^  r  V 

-7^==-^^^^  +  ^ (4) 

stnrnx  n 

2)  Bertteksiehtigt  man  die  im  Lehrbnehe  der  ebenen  Trigono- 
metrie §.  17  gegebenen  Formeln  (1)  bis  (4),  so  erhält  man: 

/  sinmxcosnxdx  ^=^  ^  1  sm  {m  -^  n)xdx  + 

[m  —  n)xdx 


/  cosmxcosnxdx  css  -  j  co8{m  -^  n)xdx  + 

—  I  C08  {m  —  n)xdx 
I  smmxsinnxdx  =  —  ^  i  cos{m  +  n)xdx 

-{-  ^  I  cos  (m  —  n)xdx 

oder  nach  obigen  Formeln  (1)  nnd  (2) 

/cosim  +  n)  X        cos  (m  —  n)  s 
smmx  cosnx  dx  =  —  -r-7 — ^ ci~7 \ r  ^  .     .     (5) 
2  (m  +  n)              2  (m  —  n)  ^  ^ 


(6) 


r  ,  sin  (m  +  n)  X    ,    sm(m  —  n)  x 

I  cosmxcosnx  dx  =  ——7 — ^^-7 — v [-  C  .     .     . 

J  2  (m  +  n)     ^     2  (w  —  n)       ' 

/,                sin  {m  +  n)x        sin  {m  —  n)  ^    .     n  /n^ 

smmxsinnxdx  :=^ -\    — .   -\ tr~ \     +  C  .     .     (7) 
2  (7/1  +  w)              2  (m  —  n)  ^  ' 

3)  Um  /  sm'^x  cos^'x  dx  zu  entwickeln ,  haben  wir  verschiedene 

FäUe  zn  nnterscheiden. 

j  sei  positiv  und  zu  verkleinern. 

/  sm^xcos^xdx  =  /  sin^^^xsmxcos^xdx  und  nun  in  §.  85  (1) 

u  =  svfC^^x]  --  =  (m  —  1)  5m"'"~^a?  cosx^ 

dx 

do  r     -      .       j  r     «    dcosx  co^+^x 

--1  ismx:  v=  I  cos^xsmxdxsss —  i  cosrx — - —  ar  = ■ — —. 

dx  J  J  dx  n  +  1 

24* 


t'-' 


^.  I 
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i'   r 

ei' 


I      I 

|,»r,V 

i '» 


'»•■ 


sin'^'~^x  co^+^x    .    m  —  1 


SO  folgt : 

/  sin"*xco^xdx  =  — 

oder  da 

sin*^'~^x  co^'^x  =  sirC'^^^x  co^x  —  sin^x  cos^Xj 


j lsm"'~^xco^^xdx(ta] 

n  +  1  n  +  1  j 


/ 


sin^^x  cos^x  dx  == 


w  +  1 


4- 


— — -      /  $in"*^'^x  cos^x  dx  —  /  sin^x  cob^x  dx  ■ 
n+llJ  J  J 

Hieraus  folgt : 


Isin^x  coa^x  dx  =  — 


mn"^^x  co/^+^x    .    m  —  1 


+ 


/«n"*~2a?c(w"ardr  .  .  (8j 


/?)  m  sei  negativ  und  ZU  vergrössern. 
Aus  der  Formel  (8)  folgt  unmittelbar: 

8tn"^'^*x  cos^x  dx  = H —  1  «n*"a?  coä"j?  ojc 

m  — -  1  m  —  IJ 

und  hieraus ;  wenn  man  —  m  +  2  statt  m  setzt , 

/C05"£c  ,                       cos^^x                 n  —  m  +  2  C  cos^x     , 
dx  = r —  1 ox 
«V"a?                 (m  —  1)  «V^-^a:             m  —  1     J  sm'^--x 

y)  n  sei  positiv  und  soll  verkleinert  werden. 
Setzt  man 

/  sin^x  cos'*xdx  =  /  sin^x  co^~^x  cosx  dx 
und  nun  in  §.  85.  (1): 

u  =  cos^'-^x  ;    ,-  •=  —  («  —  1)  co5"~^a:  «na:; 

€tX 


.(») 


<^a; 


a=  sin^x  cosx  ,  t?  =  /  «n'"ar  cosx  dx 


d  sin*^^x  ,  «n"*+^a: 

-  dx  ss=z 


dx 


sirf^^x  cos^'^^x        n  —  1 

— r 


m  +  1 


m  +  1 


m  + 


-  fsirC^'^x  cos^'-^x  dx.  (9fl) 


SO  folgt : 

/  sin'^x  cos^x  dx  =* 

oder  da 

«n"H-^a:  cos^^x  =  5in"*a:  coÄ^—^a:  —  sin^x  cos'^x, 

/„     ^          «VH-la:  co^-^x    .     n  —  1  r  r  . 
«n"»a:  coä»x  da;  = — - -—      /  sin^x  co^' 
m  +  1               7?j  +  1  [  J 

—  /  sirC^x  cos^x  dx  • 

Hieraus  ergibt  sich : 


/ 


sinmx  cos^x  dx  »» 


in^+^x  co^^^x 


stn 


m  -j- 


w»->a:    ,     n  —  IT.«         -_• 

1-    ; /  StTr*X  COiT     \ 

n  m  -\-  nj 


10) 
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6)  n  sei  negativ  und  zu  vergrössern. 
Aus  der  letzten  Formel  (10)  folgt  unmittelbar 

I  sirrx  cos^-'x  dx  = ; ^  1  cos^x  sin^x  dx 

J  n  —  1  n  —  IJ 

und  hiernach,  wenn  man  —  n  +  2  statt  n  setzt, 

rshf'x sinr*+^x  n  —  m  —  2  p  sii\"'x  .     . 

J  cos^x  (n  —  1)  co^~^x  n  —  1      J  cos^~'^x  •     •     V     ; 

An  merk.  Die  Reductionsformeln  für  j nvJ^xeoi^x  dx  können  auch  auf  folgende 
WcUe  erhalten  werden:  ^ 

Man  setze: 

dx  1  . 

«n*  ==  y  ;  ^  =  arcnny  ;  -^  =    .^— --,  ,  *M;t=^^l  -  y» 

w  vird 

/  Bxn'^x  coJ^x  dx  ^  j  tT  iX    —  y^)^     dy 

Wendet  man  nun  auf  dieses  Integral  die  verschiedenen  Reductionsformeln  des  bino- 
mischen Integrales  an  und  führt  znletzt  wieder  %inx  statt  y  ein,  so  gelangt  man  zu  dem 
gewänschten  Ziele. 

4)  Nimmt  man  in  (9)  n  und  in  (11)  m  negativ,  so  erhält  man 

r  _^ i . m+n^2r d^_  _ 

J  sitf^x  co^x  (m  —  1 )  sinP*^^x  coä'^^x  m — 1   J  8in"*^'^xcos^x       ' 

r^  _  _  =  ^ L  ^+n— 2r         dx    

Jsm"*xcos^x        (n  —  1)  8in"^~'^x  cot^~^x  n  —  1  J  sin^'^x  cos^~'^x    ^ 

An  merk.  Für  die  Fälle,  dass  m  a»  1  oder  n  =  l  oder  m  -\-  n  =  —  2  ist, 
können  diese  Integrale  unmittelbar  angegeben  werden.    Denn  man  hat : 


.  m  j  8tn     -x 

9tn  X  eosx  dx  =  ——, — 7 ; 

fl        ,  «0»"+*« 

stnx  ew  X  dx  '^  — 


n  +V 


gin'^x  eofO^+^^x  dx  ^  l  ig'^x  -^  dx=  -^,— -  - 

,/  eo8\c  m  +  1 

5)  Setzt  man  in  den  Gleichungen  (8)  und  (9)  n  =  0  und  in  den 
61.  (10)  und  (11)  m  =  0,  so  erhält  man  der  Reihe  nach: 

«V»a;  dx= 1 /  stnT'-^x  da;    .    (14) 

m  m     J  ^     ^ 

f  dx    ^  COSX ,     m  —  2rdx 


_          sinx  cos^^x    .    n  —  1 
co8"x  dx  =»  


n  —  1  r 

+ /  cos^~^x  dx    *  (iß) 

sinx  n  —  2  C     dx  ,     . 

(n  —  1)  co^'-hc  "^  tT^iJ  cÖs"^^x  '     ^     ) 

jurch  wiederholte  Anwendung  der  vorstehenden  Reductions- 
fo  werden  die  betreffenden  Integrale  auf  einfachere  zurtick- 


n 

f*  dx  sinx 

cos^x 


\ 


A 
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geführt ,  in  welchen  m  und  n  zwischen  —  1  und  +  1  ^  diese  Grenzen 
inbegriffen,  liegen.  Sind  m  nnd  n  ganze  Zahlen,  so  gelangt  man 
schliesslich  zn  einem  der  nachstehenden  Integrale : 

I  dx  ,  I  cosx  dx  ,  I  sinx  dx  ,   I dx, 

J  J  J  J  cosx 

r  .  ,       fcosx  ,        f  dx        f  dx        f       dx 

I  stnx  cosx  dx  ,  I    .    -  dx  ,  1   -. —  ,   f ,  I 

J  J  sinx  J  stnx    J  cosx    J  9mx  cosx 

welche  bereits  in  §.  83  bestimmt  wurden. 

7)  Um  /  t^^'x  dx  und  /  cof^x  dx  zu  bestimmen,   schreibe   manj 

dafür  bezüglich  /  sinJ^x  cosr-'''x  dx  und   /  sirr'^xcoti^xdx^  so  sind  diese  | 

Integrale  von  der  oben  behandelten  Form. 
Man  findet : 


und  nach  (9a) 


/  tf'xd^  =  --^~  —  I  tg"^'^x  dx 
ftfx  dx  =  ^^-TT.  —  ftg'^-^^x  dx. 


An  merk.  I)  Wird  in  vontehenden  BeductionsfoTmeln  der  Nenner  Nall,  eo  s.  Bj 
in  (S)  m  -}-  n  ^=^  0  j  nnd  ist  n  negatiT,  so  bringe  man  nach  (tl)  das  Integral  aaf  die] 
Form 


/"' 


8in"*x  dx    oder 


/rin^x 
eoax 


dx. 


2)  Für  gebrochene  m  nnd  n  lassen  sich  obige  Integrale   im  Allgemeinen   nur  sn- 
nähernd  ermitteln,  wie  wir  spater  sehen  werden. 

8)  Zur  Bestimmung  von  j  af^sinx  dx  setze  man  in  §.  85  (l) 

u  =3  ar"  ;  --  =  stnx 
dx 

so  folgt : 

Verfährt  man  mit  I  af^^cosxdx  auf  analoge  Weise,  so  erhall 


man 


I  af^^cosx  dx  ==x"^^sinx  —  (m  —  1)  /  oc"'''~^smx  dx 

Durch  Einführung  dieses  Werthes  in  (18)  ergibt  sich: 

9)  Bestimmt  man  aus  (20)  f  af^^sinx  dx  und  setzt  dan 
statt m  —  2j  also  m  -f-  2  statt  m,  so  folgt: 


19) 


20) 


MI 


/ 
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^„  .        ,  a^^cosx  —  (m  +  2)  a:"*+i«na; 

ST   stfix  dx    =^  ^"^  — — _— ^— _ 

(m  +  1)  (m  +  2) 

10)  Setzt  man  in  §.  85  (1) 

dt? 

dx 

SO  erhält  man : 

I  x^cosx  dx  =^  x^smx  —  m  j  x^^^sinx  dx     .     .     .     (22) 

nnd  wenn  man  nach  Obigem  den  Werth  von  /  a?"*-^  sin  x  dx  einführt, 

/ of* cosx dx  =  x'^smx'{- mx^~^^ cosx  —  m(m  —  1 )  jx^^^'^coa x  dx   .    (23) 

11)  Wenn  man  ans  (23)  zunächst  /  af^^cosx  dx   bestimmt  und 
darnach  m  +  2  statt  m  setzt ,  so  resnltirt : 

af^^sinx  +  (m  +  2)  a^*^^  cos  x 
(m  +  1)  (m  +  2) 

—  f    ^  A\f  "~rröS  i^^^co9X  dx  ,     .     .     .     (24) 
(m  +  1)  (m  +  2)J 

12)  Durch  wiederholte  Anwendung  der  Reductionsformeln  (18) 
bis  (24)  gelangt  man  schliesslich  zu  einem  der  Integrale 

/f                    fsin  X           Ccos  X 
sinx  dx  f  I  cosx  dx   ,   I dx  ,  I dx^ 

von  welchen  bekanntlich  die  zwei  letzten  nur  annähernd  ermittelt 
werden  können. 

So  sind  z.  B.  alle  Integrale  von  der  Form 

/  sinxf(x)  dx  Und    lcosxf{x)dx 

bestimmbar,  wenn  /  {x)  eine  rationale  ganze  Function  von  x  bedeutet. 

13)  Setzt  man  tg  -^=»  z^ho  wird 


f 


X^COSX  dx  =s=r 


tgx  = 


X 

2^2  2. 


ai  smx 


1 

^    2 

tgx 

VT 

+  tg^x 

1  — 

1  + 

z^ 

p  ,  cotx 

dx 

2 

1  —  ^2 


1  +z^ 
1—z^ 


COSX  =  .      .       »   , 

2z 


dz        1  +  r 
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Wir  schliessen  hieraus,  dasB  die  Integration  eines  jeden  Bruches, 
dessen  Zähler  und  Nenner  ganze  rationale  Functionen  von 

sinx  ,  C08X  ,  tgx  oder  cotx 

sind ,  durch  Substitution  von  tg  -  =  z    auf    die    Integration   eincß 

Bruches ,  dessen  Zähler  und  Nenner  rationale  Functionen  von  z  sind, 
zurückgeführt  werden  kann. 

f         dx 

Um  z.  B.  /  — -- -  - —  zu  bestinunen,  setzen  wir 

./  a  +  ö  C08X 

X  1  —  2^      dx  2 

80  folgt: 

f ^ _2r ^' .     .     .    (25) 

J  a  -{-  bcosx         J  a  '\'  b  -\-  {a  —  h)  z^ 

Ist  a  «=  5;  so  hat  man 

f-rr^-     '.-^ifp^t^li^  +  c.     .    .    (26) 
J  a  {l  -f-  cosx)         J  2a        a        a        2 

Für  den  Fall ,  dass  a  und  h  ungleich  sind ,  setze  man  nach  (25) 

dx  2 


h 


+  b  cosx        a  —  b 


und  hierin  bezüglich  k^  oder  —  k^  statt  , ,    je    nachdem    dieser 

a  —  6' 

Bruch  positiv  oder  negativ  ausfällt.    Man  findet  alsdann  beziehungs- 
weise 

f^        dz 

/dx  _       2        t      dz 2_ 

a  '\'  b  cosx        a  —  bjz'^  +  k^        k  (a  — 

2  z  2  \     ocl  /a 

y  «  +  6  «MO?        a  —  hjz^  —  fc«        a  —  6   2ifcy  \z  —  k      z-{-k\ 

= * /  ! ?  =  ^  Z '28) 

A;  (a  —  6)      z  +  k       ^h"- —  a^     j-r—, ,     ,     ^    .-- 


-     •     •    (2<) 


An  merk.     Um   /     '^T  ^^^  '^'T^  „  zu  bestimnien,  setze  man  dafttr 


-f-  beoix 


8o  wird  hierdurch  das  Integral  auf  das  vorige  zurückgeführt. 


r 
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14)  Um  eiue  Reductionstbrmcl  für  das  Integral 


f. 


a  -\-  ß  cosx     ^ 

r-  dx  ^ 
An  ? 


(a  +  ^  cosxj 

wo  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  herzuleiten,  suchen  wir  dasselbe  auf 
ein  anderes  Integral  von  der  Form  l~ — — ,  -— -^— i^ztirückzuftihren. 

^  J  {a-\-bcosxY~^ 

Soll  diese  Reduction  möglich  sein ,  so  muss  sich  offenbar  der 
Ausdruck 

a  4*  /^  C08X  —  (il  +  jB  cosx)  (a  +  5  cos  x) 

(a  4"  ^  cosx)** 

integriren  lassen.    Bezeichnen  wir  das  entsprechende  Integral  durch 
7  ——7 r-— 7 ,  so  wird  der  Differentialquotient  hiervon 

{a  +  b  cos  x)""-^  ^ 

(a  -{-  b  cos x)  X'  -{-  {n  —  \)  b  sinx  .  JC 

(a  +  ^  cosxY 

Setzt  man  nun 

(a  +  &  cosx)  X*  -^  (n  —  1)  5  sinx  X 
=  a  +  /^  cosx  —  i^A  ■\-  B  cosx)  (a  -f-  5  cosx) 
und  hierin  x=  C  sinx  ,  X'  =  C  cosx, 

80  erhält  man : 

bC  +  aC  cosx  +  (n  —  2)  bC  sin^x  ==  a  —  ^a  —  Bb 
+  (/?  —  Ab  —  Bei)  cosx  -\-  Bb  sin^x 

und  hieraus 

_  aa  —  bß  _  (n  —  2)  {aß  —  ab)  aß  —  bcc^ 

^  —  a^  —  b^   '  ^  —  (n  —  1)  (a^^^l^j  '  ^  =  (^^  _  i)  (^2  _!  ^2) 

Aus  der  Gleichung 

/a  -{-  ß  cosx  —  {A  -{-  B  cos x)  {a  -^  b  cosx)        X 

(a  +  5  cosx)"*  {a  +  b  cosxy-^ 

erhält  man  daher 

/*  a -\- ß  cosx  C  sinx  ^     f    A  +  B  cosx 

(or+' b~~co8xY        ^  {a+'b~cösxY^^  '^J  {a  +  b  cosxY'~^'  ^     ^ 

WO  nun  noch  t\ir  ^ ,  B  und  C  die  betreffenden  Werthe  einzuführen 
sind. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  gelangt  man  zuletzt 
m  der  Integrale 

/  -  .    r ^  oder  /  —  ;—z dx 

J  a  -f-  b  cosx  J  a  -f-  b  cosx 

<  Bestimmung  wir  oben  kennen  gelernt  haben. 

Wie  man  sich  leicht  tiberzeugt,  ist  vorstehende  Reductions- 

tHr  n  =  1  und  b  +  a  =  0  nicht  anwendbar,  wir  haben  darum 

^  ^HUe  noch  besonders  zu  betrachten. 


,"    V 


w' 


r^,. 


/ 
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a)  Ist  5  =  a ,  60  hat  man 

/a  +  ß  cosx  __  fß{l  +  c 

an  (1  ^  coÄx)"  J  a«  (1  +  coäjp) 


a  -\-  ß  cosx  fß  (1  +  cosx)  +  « y^ 

dx 


=  4  Al  +'  coÄa?)~<«-i)  die  +  ^^^  /*  (^  +  cosx)-^  dx 

oder  wenn  man  x=^2z  setzt, 

=  ^-  ficosz)-'^^^-^^  dz  +  ^'^^^^n"-  Aco*^)"'"  ^.    •    (80) 
I;  also  zwei  Integrale,  welche  bereits  oben  bestimmt  worden. 

ß')  Ist  5  :=:  —  a ,  so  geht  das  Integral  über  in : 

^^  1    Ca  +  ß  cosx        _    1    r — ß  {l  — cosx)  -^  a-^-  ß 

\  a^J  (1  —  cosx)^  c^J  (i  —  cosx)^ 

"^        aV  (1  —  cosxY"^  a*""^]  (1  —  co«ar)» 

oder  ar  =  2^:  gesetzt, 

_  __  z  r___j dz  4-  ^±^  r_2-^_ 

^;  2«-Vy  («n;^)^'»-»^  "^    2»-iaV  («nz)^    '     '     "     ^    ^ 

welche  Integrale  ebenfalls  früher  schon  behandelt  wnrden. 

/)  Für  n  =  1  erhält  man  unmittelbar : 

/a  +  ß  cosx        1    rß  (a  +  6  cosx)  +  «^  —  aß 
a  -{-  b  cosx  bj  a  +  bcosx 


l  är.1  (2sinhY-^       "^      a»      I  (2'sinhY 


ß        ,     «ft  —  aß  f         ^ 

==  —  X  H—  


J  a  -f-  bcosx 

16)  Um  das  Integral  von  der  Form  /  ^  y  A«^^    ^  ^^^j  ^ 

J  (a  +  0  «na?}" 


TT 


oben  behandelte  zurückzuführen ,  darf  man  nur  x  =^  ~  +  z,   also 
sinx  =  cosz  setzen.    Dasselbe  nimmt  alsdann  die  bekannte  Form 


L  f  ^+  ß  cos^    , 


/da: 
7 — i — I i -• — t;;  zu  bestimmen,  so  8etz(      in 
(ö  +  6  cosx  +  cstnx)^  ^ 

IL* 

f'-  b  ^^  r  cosa  ,  c  =  rsina 

I ,  das  vorgelegte  Integral  geht  darnach  über  in 

I  r ^ 

J  [a  +  r  cos  {x  —  «)]" ' 
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/dz 
— welches  Integral 
{a  +  r  coszY  ° 

aber  bereite  früher  besprochen  wurde. 
18)  Zur  Bestimmung  der  Integrale 

I  e^coahx  dx  und  /  ef^^sinbx  dsc, 

setze  man  in  §.  85  (1) 


du 


I 


ax  .  ZZ-  rvtfOX  * 


und  im  ersten  Falle 


'  dx 


dv  _  sin  hx 

=  C08  0X   f    V  = 


dx  '  b     ' 

im  zweiten  Falle 

dv  ,  ,  cosbx 

-r-  =  «n  oa* ,  V  =  —  — ; — 
dx  0 

SO  erhält  man : 

/ef^sinbx        a  f 
e^  cosbx  dx  «= —  I  e^^sinbx  dx 

/e*"^  cos  bx        a  f 
e^sinbx  dx  =  —  r r  r  /  ^*^co^^^  ^^ 

Durch  Auflösung  dieser  beiden  Gleichungen  nach  den  fraglichen 
Integralen  ergibt  sich : 

e^ cosbx  dx  =  -2  T.~i2  (^^^*^^  +  bsinbx)  +  ^    •     (33) 
e^sinbx  dx  =  ~2~il~T2  (^**^^^  ""  b cosbx)  +  ^  •     (33a) 

19)  Zur  Bestimmung  des  Integrales  /  e^'^sin^^x  dx  setze  man  in 
§.85(l): 

du  /*  e*^ 

u  =  sin'^x  f  -r-  =  nsin^^^x  cosx  :  v  =  1  e^dx  =  — 
dx  ^  J  a 

80  geht  dasselbe  über  in  : 

/  ef^sin^x  dx  = —  -  1  c^sin!^~^x  cosx  dx      .     (34) 

if  dieselbe  Weise  findet  man  aus  §.  85  (1),  wenn  man  daselbst 

u  =  sin^^^x  cosx  ;  —  =  (n  —  1)  sin'^^x  cos^x  —  sin**x 

dv  6*" 

=  (n  —  1)  sin^'^^x  —  n  sin'^x  -  -—  =  e^  ;  t;  =  — 

dx  a 
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/,                 ,            e'-^sin'^~^x  cosx         n  —  1    /*         .       «      , 
e"-^ 5i;i"-^U'  cosx  dx  = 1  e^^nnP^^x  dx 
a                        a     J 

+  ^  fe'^sm'^x  dx        (35) 

Durch  Einflihrung  dieses  Werthes  in  die  Gleichung  (34)  gelangt 
man  zu  der  Formel : 


/ 


e^^stn**^^x 


e^-^  «n"d?  dx  =  — s— . «-  (asinx  —  ncosx) 

a^  -^  n^ 

+  ""  1^  r  l-  f^sin^^^x  dx (36) 


20)  Auf  ganz  analoge  Weise  erhält  man 

e^  cos^'~^x 
n  (n  —  1) 


/ 


W^       —    CiJJS  mZJ 

e^^cos^x  dx  =  — r— , s-  (acosx  +  nsinx) 


+  '^,-^  f^cos^'^xdx (37) 

a^  +  n^  J 

21)  Ftlr  positive  ganze  Werthe  von  n  führen  diese  Formeb 
schliesslich  zu  einem  der  Integrale 

/  e^^cosx  dx   f  I  tf^^sinx  dx  ,  l  e^  dx. 


gax 


Das  letzte  derselben  ist  bekanntlich  —  und  die  beiden  anderen 

a 


werden  erhalten ,  wenn  man  in  (33)  und  (33a)  h  »^  1  setzt.  Man  findet 
alsdann: 

e^^  (sinx  +  acosx) 

«**'  (asinx  —  cosx) 
a^+1 


f 
f 


«      \sinx  -^  acosx)    ,     ^  ,^-» 

^^cosx  dx  =  ^     ^2    ,   -; +  C    .      .      .      .      (88) 

e<^sinx  dx  =  V,2    .    i       —  -f-  C    .     .     .     .     (39) 


22)  Bestitnmt  man  ans  (36)  und  (37)  die  Werthe  von 

/  e'^'^ sin^'-^x  dx    und    /  e^-^cos'^'^x  dx 

nimmt  alsdann  n  negativ  und  setzt  in  den  erhaltenen  Gleichungen  n 
statt  n  —  2,  so  erhält  man  bezüglich: 


ax  ßOx 


J  sin^  ^--  (^ --2Hn  ^1)  W«^  ^""'"^  +  (n  -  2,  co,.^ 

^  (n— 2)(n— 1)J  «m-'^x*^ ' 


gOX       .  gOX 


.     flb  =  — ,-  . ^,x--— ^1-  (acosx  —  {n  —  2)  sin. 

cos^x  (?i  —  2)  (n  —  1)  cos^'-^x  ^  ' 

g^  +  (w  —  2)^  r     e«^ 

+  (n-2)(n-l)7 


A    ~   (JLX      »         t         t         t         » 


F 
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Man  erkennt  sofort,  dass  diese  Rednctionsformeln  (40)  und  (41) 
ftlr  n  =  1  nnd  n  =  2  nicht  anwendbar  sind. 
23)  Zur  Bestimmung  der  Integrale 

I  a:r'»e««co5  6a;  dx   Und  /  sc^e^sinbx  dx 

setze  in  §.  85  (1)  fUr  beide  Fälle  ^  =  ^;  ^  =  maf^^  dagegen  im 

dt) 

ersten  Falle  -   =  eF^coslx,  also  nach  (33): 

dx 

V  =  -T -X  (acosbx  +  hnnhx) 

and  im  zweiten  Falle  '      --  =  t^3inbx 

dx 
also  nach  (33a)  v  =    .^      -r^  {awahx  —  hcoshoc) 

Man  erhält  alsdann 


/ 


a?"*c^ 


ä2  +  ^ 


x^e^^coshx  dx    =  — s— ^ — tö  (accwÄa;  +  bsinbx) 

7,    a  /  ar'^*e^*co5  bx  dx  +  b  1  af^h^'^sinbx  dx    .    (42) 


/ 


x^^ 


af^e^^smbx  dx  c=    ^    .     -a  (asinbx  —  ftco^Ja-) 


m 


-ij    a  /  x^^^e^'^sinbx  dx  —  b  j  x^^^e^cosbx  dx 


a^  +  ,^l-J-       .    „...-.  ^         -^ »™.j.    (43) 

Man  ersieht  hieraus ,  dass  fUr  ein  ganzes  m  die  Bestimmung  der 
vorgelegten  Integrale  durch  (42)  und  (43)  auf  einfachere  Integrale  von 
derselben  Form  zurückgeführt  wird. 

24)  Aus  Vorstehendem  ergibt  sich  unmittelbar ,  dass  allgemein 
die  Integrale 

/  /  (^)  ^^co8  bx  dx  und  /  /  {x)  e^^sin  bx  dx 

bestimmt  werden  können,  sobald /(o?)  die  Form  hat 

Ä  +  Bx+  Cx^  +  Dx^  +  ..  . 

25)  Da  sich  ferner  {cosbxy  und  («Vi  6a;)"  für  ein  positives  ganzes 
n  in  Reihen  verwandeln  lassen ,  welche  nach  Vielfachen  der  Cosinus 

^inus  von  bx  fortschreiten^  so  sind  auch  die  Integrale 

/  /  (oc)  d^  {cosbxY  dx  Und  /  /  (x)  c«*  (sin  bx)""  dx 

aer  vorhin  für/  (rr)  gemachten  Voraussetzung  bestimmbar. 
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§.  105.    Aachen  zur  üebnnic . 

? 


1)  f^  = 

J  8tnx 


Aufl.     --  l  -— =  ltgix+  C. 

2  1   +  C08X 


Andeut.    Man  setze  eotx  ■»  y,  so  rerwandelt  sich  das  Integral   in    /    ^  ^    * 


J  cosx 


Aufl.     lll±J^+C. 
2       1  —  stnx 

Andeut.    Man  setse  sin  x  =  y. 


8)  fsm^x  da:  =  ? 


Aufl.     -  "tf^L^  (8«n^:,;  +  10«h»a?+15)  +  ^a:+C. 
Andeut    Man  wende  dreimal  die  formel  (14)  an. 


4)  /  tin^x  dx^=? 


A  U  f  1.     —^cosx  (3«n*a:  +  inn^x  +  8)  +  C. 

Id 


5)  /  cas^x 


dx^'i 


^ ^  f '•     5^T  **^^  ^^^^  (48co5*x  +  ö6co5^ar  +  lOcosh:  + 105) 
3o4 

^  128      ^ 
Andeut.    Durch  viennalige  Anwendung  von  (16). 

da:  =  ? 


6)  /  coä'^o: 


gMfLX 

Aufl.      — -  (15co««a:  +  18co«^a:  +  24cM^a:  +  48)  +  C. 
105 

Andeut.    Durch  dreimalige  Anwendung  von  (16). 


7)   ftg^jc  dx  =  ? 


Aufl.     ^^  —  tgx  +  x+  C. 


8)    ftg^xdx  =  ? 
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9)  ftg^x  dx  =  ? 


Aufl.     ^-—  ^+^-  — A^_Z(co5a:)+r. 


10)  ftg'^x  dx  =  ? 


Aufl.    'f^-^^+^  +  Hcos.)-^C. 

6  4  z 


11)  ftgr^x 


dx 


Aufl.     —  \^  «tf-»«  +  l^  tg-h:  +  l  (smx)  +  C. 
4  2 


1      .         ,  .        1  e  1 


Aufl.      —  ^  l^'a:  +  ^  ^-^x  —  ^  ^r^aj+^^aj  +  arH-^* 

13)  r^x  dar  =  ? 

Aufl.     —  l^  tr*x  +  i^  tff^x  —  ^»x  —  ar  +  C. 
5  o 


»>/■*■" 


cotr^x  dx 


A  U  f  1.     —  sm^x  cosT^x  —  —  sin^x  cotr^x  —  —  sinx  cosx 
3  S  2 

Andeat    Man  wende  sweimal  die  Formel  (7a),  dann  einmal  die  Formel  (14)  an. 


15)  /  sin^x  cas^x  da;  =  ? 


17  5 

Aufl.     —  —  «fi'a?  eos^x  —  --  sin^x  coa^x  —  ^sin^xcos^x 

1 1  tj«7  yy 

112 

—  —  sinx  cos^x  -+•  -tt:  sinx  cos^x  +  —-  sinx  +  C, 
33  99  99 

Andent.    Man  wende  dreimal  die  Formel  (8),  dann  einmal  die  Formel  (16)  an. 
I  sm*x  cos^x  da:  s^  ? 

Aufl.     —  ßin^x  cos^x  +  —  sin^x  cos^x  +  —  sm^x  eosx 

128  256  ^256 

eut    Man  wende  dreimal  die  Formel  (10),  dann  sweimal  die  Formel  (14)  an. 
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1 7)   /  sin^x  co$*x  dx  =  ? 


Aufl.     —  — :  sin^x  cos^x  —  — -  sin^x  cos^x  —  ■—-  sin  x  cosh 
10  16  32 

+  :^^-^xco^x+--^smxcosx  +  ^^x+C. 
Andeat.    Man  wende  dreimal  die  Formel  (8),  dann  zweimal  die  Formel  (16)  ul 
cos^x  dir  =  ? 


18)   fsin^x 


Aufl.     —  -  sm^x  cos^x sinx  cos^x  H sinx  cos^x 

8  16  ^64 

+  —smxcosx+—x+C.         , 
Andent.    Wende  zweimal  die  Formel  (8),  dann  zweimal  die  Formel  (16)  an. 

stnr^x  cos^x  da;  =  ? 


9)  r«v 


Aufl.     —  —  sirT'^x  cos'^^x  —  -  sinr^x  cotr^x  +  ^  ww:  cos  ^x 
o  3  5 

,     64    .  3    ^  128         ,      .        ,     ., 

iD  15 

Andeut    Man  wende  zweimal  (9)^  dann  dreimal  (17)  an. 


20)  /  sirr^x  co8~^x  dx  =  ? 


Aufl.         sinT^x  cosr^x  +      ürc^x  cos'^^x —  «n""*a:  cosx 

64    .-8  128    .^1  ,     _ 

—  —^stn   ^x  cosx —  stn   *a:  cosx  +  6. 

lo  lo 

Andent.     Wende  zweimal  (11),  dann  dreimal  (15)  an. 

21)  /  sin  ^x  cos~~^x  dx  =  ? 

A  u  f  1.     —  --  sinr^x  cos^^x  —  2sirr'^x  cos'^x  +  ^  sin  xcos~h 
3  3 

-f-  -^  cos'^^x  sinx  -f-  C. 
Andeut.    Man  wende  zweimal  (9),  dann  zweimal  (17)  an. 

22)  /  srn^x  cos~^x  dx  =  ? 

1   f   .                          1                               4     . 
Aufl.      —  |«ha?  cos^'^x  —  —  «na:  aw^x j  «* 

7  L  5  15 


smx  c 


--  cos   ^x  stnx\ 
15  J 


+  c. 

Andeut.     Man  wende  einmal  (7a),  dann  dreimal  (17)  an. 


J 
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28)  isinr^x  cos-^x  dx  =  ? 


Auf  i.      —  sin~~^x  cos~^x  -J-  —8vnr^xco8'~^x-\'      sirc^x cos^^x 

32    .  _,  128    .  _3  256    .  _,  ,    ^ 

~-  8vn  ^x  C08X —  «n  *x  cosx  —  -— -  stn  ^x  cosx  +  C 

5  15  15 

An  den  t    Man  wende  dreimal  (11),  dann  dreimal  (15)  an. 
24}  /  sirr^x  cos^x  dx  ^=? 

Aufl.     —  —  stw^x  cosx  -{-  -  sinr^x cos X -^  —  cosx  sin~~^x  -f-  C, 
2  6  •  ^   3 

Andeut    Wende  einmal  (10),  dann  sweimal  (15)  an. 


25)  /  8in*x  cos^^x  dar  ■=  ? 


1  3     .  1      . 

Aufl.     —  sin^x  cos~^x —    -  sinx  cos'~^x  -f-        sinx  cos~^x 


26)  Twi^x 


+  —  cos'~'^x  sin  X  -{'  C, 

0 


1.— 8. 


co8~~^x  d!x  ==  ? 


Aufl.     —  tg'^x  —  —  tg^x  +  -  tg^x  —  tg x  •-\-  x  -\-  C. 
7  5  3 


27)  fsm^x 


cos^x  dx 


aus 
j   («*l^) 


Aufl.      --  sin^x  cos^x  +  tt:  sin^x  +  C, 
o  24 

Alldeut.    Wendet  man  einmal  die  Formel  (10)  an,  so  wird  man  auf  das  Integral 

"  —1 —  dx  —  —^—  geführt.  . 
dx  o 


28)  fsm^x  cos'^x  da:  ==  ? 


1  •       1  ' 

A  U  f  1.     —  —  sin'^x  cos^x  —  -.  cos^x  -\-  C, 


Andeut.     Wendet  man  einmal  (S)  an,  so  wird  man  auf  das  Integral 

eoa^x 
ttnx  eoa'x  dx  =  —^    —  - 

o 

6«1 


sin^x  cos^x  dx  =  ? 


Aufl.     —  —  cos^x  Isin^x  +  ä  ^^^  "t"  r"l  "'"  ^' 

jC    Man  wende  zweimal  die  Formel  (S)  an. 

'^•ff.-  «nd  Int. -Rechnung.  25 
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30)  /  sifT^x  cosT^x  dx  =>  ? 


1  8  8 

Aufl.     —  shr^xcog^^x  —  j  airr^x  —  - 9ifnr^oc-\-Zltgx^C. 

Andeui    Man  wende  snerst  (11)  einmal,  dann  (9)  zweimal  an. 
31)  /  mtr^x  cos~'''x  dx  =  ? 

\  Aufl.      —  cd8~^x  +  -  cofT^x  +  —  cos^^x  +  /^ar+  C, 

Andent.    Man  wende  dreimal  die  Formel  (11)  an. 

cosT^x  da?  =  ? 


32)  j  sirr^x 


1 
Aufl.     —  —  stnr^x  co8~~^x  +  co8~~^x  +  2ltgx  +  ^• 

Andent.    Man  wende  jede  der  Formeln  (9)  und  (11)  je  einmal  an. 
33)   /  sin^x  cosT^x  dx  =  ? 

Aufl.     —  —  siri^x  —  —  sin^x  —  /  (cosx)  +  C 
Andent    Wende  (8)  zweimal  an. 
cosT^x  da?  =  ? 


34)   fsin^x 


Aufl.     —  Y  cotr^x  Um^x  —  — j  +  C. 

Andeui    Wende  einmal  die  Formel  (8)  an. 
85)  /  svn^^x  co^^^x  die  =  ? 

Aufl.     —  tg^^x  —  -^tg^x+  -  tg^x  —  ~  ty^ar  +  -^tgh 
+  Icosx  +  C 

36)  /  sinr'^x  cos^x  da;  =  ? 

Aufl.    Y  ^^^^ (-Q  "^  cos^x]  +  C. 

Andent.    Man  wende  viermal  die  Formel  (10)  an. 

37)  /  sinr^x  co8^x  dx  =  ? 

Aufl.     —  sinT^x  cos^x  +  -—  sifC^x  cos^x  —  —  cas^x  <      'jf 
4  4  2 

—  Slainx  +  C. 
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se)/-..x»..,^_? 


'    Aufl.     —  sin^x  coa^x  +  —  sin^x  cos^x  +  ^-r  sm^x  +  C, 
Andent.    Ifian  wende  nreimal  (10)  an. 


89)  /  sinr^x  cosr^x  dx  =  ? 


1  .  7     .  7     .  7     . 

A  u  f  1.      —  sinT^x  cosr^x  —  — r  sivr^x —  sinr^x  —  —  sin~^x 

2  10  6  2 

Andent.     Einmal  (11),  dreimal  (9). 
r^x  co^x  dir  =  ?   ^ 


40)   /  stnT^x 


Aufl.      —  sirc^x  cotT^x  +  —  sinx  cos'^x  -\ — --  sinxcos^^x 

4  8 


+  ¥'-(t--J)+^- 


Andeut.    Einmal  (9),  dann  Eweimal  (11). 

Aufl.     —  sin^x  cog^^x  •^  —  sinx  cos'^^x 


8  , 

—  l  cot 


(t- !)+''• 


42)  fd 


8xn?x  cofT^x  dir  ==B  ? 


Aufl.     ~r  sinx  cos'^x  —  ;rT  «wx  cos~^x 
6  24 

—  rg  sinx  cosr^x  —  Y^  Icot     -  —  "ö )  +  C/. 


43)  /  sinr^x  coe^x  dx^=*i 


1  2 

Aufl. r-  «n""^a:  C05^a;  +  tt  sivT^x  -j-  C'. 

o  15 

'  sirr^x  cos^x  dx  =  ? 

Q 

A  u  f  1.  dinr^x  cos^x  —  isinr^x  cos^x  -H  -^  sinr^x  +  C. 

25* 
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5)  /  Mn^x  cog*x  dxs=1 

Aufl.     -i„„..e..x-l. 


„/. 


Anfl.     —^tm'xco^x—  ^  cM*a^  +  C. 
cor-*x  dx^'i 


—  —  stn^x  eotx  +    ^  /*?  ^a;  +  C. 

8)  /  wi'a:  eo»*a:  dx  =  ^ 

A Q  f  1.     —  —  tm^x  CM'x  —  —  eot'x  +  C. 

9)  /  »tn~*a:  eos~~^x  da:  =  ? 

An  f  1.     —  -ö  an~*x  cor^x  •+■  —  co»-'»  +  —  cog-*x 

+    |-OM->a.+    ^Itgix+C. 

0)  /  «n^c  cof~*x  (£r  ■-  ? 

Aufl.     «Va:  OM-'a;  +  mn^a:  etwa;  +  -  «n^a;awa; 
+    -  coMx  -H  C. 

1)  /  mi^x  cos~*x  (ir  =  ? 


Aufl. 

«n>« 

C(W-*a:  — 

1  cor«»  +  C. 

1)  f  wt-'x  ca'x  dr 

—  ? 

Aufl. 

1 
3 

«■-•»  CO.I  H-  j-  «a-'x 

H-J 

«■n-«x  c 

..x-i;<i,ix 

f' 
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53)  /  sin~*x  eos^x  da;^=? 


g 

Aufl.     sirr^x  cos^x  ~  Ssin-^x  cosx  +  —  stn^^x  cosx 


2 


-llHl\^+  G- 


54)  /  xsinx  dir  »=  ? 

Aufl.     — (TCOtfx  +  «ma:  +  C 
Andent.    Nach  (20). 

55)  /  x^sm  X  dx  =  9 

Aufl.     —  (x^  —  12a:^+24)  cosx  +  4a:  (a:^  — 6)  änx+  C. 
Andent.    Zweimal  (20). 

55a)  /  x^sin  a;  da:  =  ? 

Aufl.     —  (x^  —  30a?^  +  360a;2  _  720)  cosx 
+  Qx  {x^  —  20a:^  +  120)  sinx  +  C, 

56)  I  xr^sinx  dr  «==  ? 

1    /  sinx\         1    Psmx  _ 

57)  /  ar^sinx  dx  =  ? 

A  nfl      I —  x-^  4-  a;""*  — ^=zri  a:~"M  cosa; 

\       30  360  720        / 

/l  1  1  «\    .  1     fsinx    _ 

^  ^-« i_  aH  4 —  ar-H  sinx  —  =7-;:  / dx. 

"~  \"6  120         ^  720        /  720 J     x 

58)  /  X  cosx  dx  '=»? 

Aufl.     a;  smx  +  co«a;  +  C. 

59)  j  x^cosx  dx  =  ? 

Aufl.     (a:3  —  6x)  «nx  +  (3a;2  --  6)  cosx  +  C. 

x^cosx  die  =  ? 
Aufl.  (j:^— 20a:3+120a:)«nx4-(5a;*— 60a:2+  I20)co5ar  +  C. 

af^cosx  da;  =  ? 

1  1        «  1    rcosa; 

Aufl      2  ar-irfna?  —  -  ar-»co«x  —jj  V" 


cosx 
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62)  jar^cosx  dx  =  ? 

Ana    (A^-i-^-«+(^^'-j-^) 

,      1    Ccosx  , 

63)  f^-^ ? 

y  smx  —  cosx 

Andent    Seti«  l^  ^  =  «,  so  geht  das  Integral  Ober  in: 

r  VI- 

Oder    man   schreibe     I  dx  statt  des  gegebenen  Integrales. 

64)  Z' ^ =? 

Aufl.     -  l  — H  C. 

fe7   2  -  1 

Andeut.    Setze  t^       =  z,  w>  yerwandelt  sich  das  Integral  in: 


65)/ 


y  5  (s  -  1)  («  -  3)  ""'  '•  ^' 


dx 


5  —  i.sinx  +  Zcoax 

AufL ^ yc. 

^    2 


Andeut.    Setzt  man  «^  ^  =  a,  so  folgt:  j  -—^    u.  s.  w. 

66)  r ^ ? 

V  21  —  9«na:  +  18co«a? 

Aufl.     ~aTCtg^^\~^+C. 
o  2 

Andent.    Setst  man  tg\x  z=z  z,  w  yerwandelt  sich  das  Intenal  in: 

\    C      _    dz 

Z  J  («  — "3)«  +  4  "•  ••  ^' 


p^ 


67) 


/r 
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dx  ^ 


+  cosx  +  hsmx 
Aafl.     jlil  +  hig{x)+  C. 


«»)/,- 


dx 


-es)/ 

70)/ 


+  bsinx  —  cosx 
dx  __  „ 


3  +  öc(wa? 


Aufl.     i^l+l-tf+C. 
dx        n 


5  +  Acosx 


Aufl.     —  arc«5f-^-r h  C. 


71)  r|j±_^dir  =  ? 


Aufl.  —  2/(3  —  tg{x) — 2leo8^x  +  C=  —  2Z  {Scos^x  —  «n  |a;) 

=  —  Z  (5  +  ^cosx  —  Ssinx)  +  C. 


72)/'i  +  I^dr  =  ? 


3  +  cosx 


=  O  aretff  j^j  —  71  (S  +  owa:)  +  C. 


dx  _^n 


'  J  Stinx  +  5«h'a; 
Aufl.     I Z  (tffix)  +  ^  Z  («S'ia:  +  3)  -  ^  ^  {Stg{x+1)+  C. 

^^y  12  —  Sbsinx  +  25«n*a: 


(1  +  ««)  Ä 


»ut.     Setat  man  ^^  —  y=  a,  so  verwandelt  sich  das  Integral  in: 


s  - 


i_  r (1  +  g^  <fe 

6  J  (a  -?)(»-  4)  (a  -  3)  («  -  4) 

„wiegung  in  Fartialbrüche  ergibt: 

2  I  I 1  +  g^ 

^T^  +r:i~3  "T^l  ""  («  -  2)  (2  -  4)  (g  -  3)  (.  -  i) 
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'5)/,- 


+  «na:  —  bän^x 
nt     Bebt  man  f;  —  ^  e,  lo  ninmt  du  Int^nl  i 


Durch  Zerlagung  in  FutialbrOeha  findet  n 

=«  +  t   £  I  _   10  1__ 

(.  -  1)>  (!'  +  n=  +  I)  ~  9   I«  -  11"       2!  .  +  1 

*     fi  ^  ''"'^  _i      ^"^ 

~  48  (S+TeSip        384  5^ 


AndsDt     Wende  nreinial  (29),  dino  (28)  tn. 

§.  106.    Die  Fnnctloneii  enthalten  Hrc 

1)  Um  /  (arcsinx)'  dx  zu  bestimmen,  setze 

arcamx  ^  z\  x^  smx  :  -z-  ^  cos 
di 

80  wird 

I  (arcsinx)'  d*  ^  /  e"co*z  ds 
oder  nach  §.  104  (23) 

^  z'sine  +  ni""*CMa  —  n  (n  —  1)  /  ■!" 
Für  n  =a  1  ergibt  sieh  hieraus : 

fzcos:dz  =  zsinz  +  cosz-i-  C 

oder  wenn  man  den  Werth  von  z  ■=  arctmx,  täi 
einflifart, 

fzeosz  dz  =  I  arcsinx  dx  =  xarcsinx  +  J 

2)  Ailgetuein  kann  1  f{x)  {areainxY  dx  leicht 
werden,  dass  man  arcsinx  =-  z  setzt. 

Man  erhält  dadurch 


I /{sine)  z'cots  dz. 
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3)  Ganz  analog  verfahre  man  behufs  der  Ermittelung  der  Integrale 

/  {arccosxY  dx  ;  j  f[x)  {arccosxY  dx  ;  /  {arctgxY  dx  U,  S.  W. 

4)  Zur  Bestimmung  von  1  f{arc  sinx)  dx  setze 

arcsinx  ^s  z  '^  x  ^^s  sinz^  « 

80  folgt: 

/ /{arcsinx)  d!x  ==  1  /  (z)  cosz  dz 

Analog  findet  man,  wenn  arccosx'^  z  ,  x  ^=^  cosz  gesetzt  wird, 

/  /  {arc<x)sx)  dx,^=  —  j  f{z)  sinz  dz 
und  flir  arctg  x  =s  z  f  x  s=  tgz . 

femer  fUr  arcoHx  *=  z  ,  x  ^^  cotz: 

/(arccotx)  dx  ^  -  J  -^^^ 

5)  Ist  das  Integral  1  f(x)  dx=^  ^(^)  algebraisch,  so  lässt  sich 

das  Integral  1  arcsinx /(x)  dx  immer  finden. 

Setzt  man  nämlich  zum  Zwecke  des  theilweisen  Integrirens 

dv 
u  ==  arc  sinx  ,  ^-  ^^^  f  {x) , 

dx 

also  —  =  — :  V  =a  F(x) 

SO  folgt  : 

//*    F  (x) 
arcsinx /(x)  dx  =»  F(x)  ,  arcsinx  —  /    . 1—  dx. 

Ebenso  findet  man  unter  derselben  Voraussetzung : 

/PF  (x)  dx 
arccos x  f  (o;)  dx'=^  F (x)  .  arc cosx  +   /    .         —  ; 

/fF  (x)  dx 
arctgxf  (x)  dx  =»  F{x)  .  arctgx  —  I  — — ~    ^  , 

/fF  {x)  dx 
arccotgx  /  (x)  dx  =  F{x)  .  arccotx  +  I  -r—r — j- 

Beispielü. 
I  /  arctgx  dx  zu  bestimmen. 

ifl.'    Setze  in  §.  85  (1) 

dv 
u  s*=  arctgx  /  ;r"  =  i 
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J. 


'"i   ' 


t. 


ur 


also 


du 
dx 


80 


folgt:        I  arctgx  dx  «=  xarctffx  —    \  t—t- — 2^ 


xarctgx  —  —  l  {pc^  +  l)  +  C 


2)  Es  sei    \  l  (aresin  x)  dx  das  zu  bestimmende  Integral. 
A  ufl.     Setzt  man  aresin x  =^  y  ]  x  =  siny ,  so  folgt: 

/  l  (arcsinx)  dx  =  j  cosy  ly  dy 

dv 
oder  wenn  man  in  §.  85  (1)  u  «=  ^  ;  —  =  cosy  setzt, 

Csiny 

Das  letztere  Integral  lässt  sich  nicht  in  endlicher  Form  darstellen. 

3)  Es  soll  /  e^*^^^*^dx  entwickelt  werden. 

Aufl.     Setzt  man  arccosx  ='  y  ;  x  =s  cosy^  so  wird 

f^rccoix^  =  —  l^siny  dy, 

V 


oder  nach  §.  104  (33a) 


(«ny  —  cosy)y 


also 


also 


■  * 


f^arctotx^  =    ^   (a;  —  ^l  —  x^)  c«^«>'«  +  C. 

4)  Man  soll  /  a^^^*^^dx  bestimmen. 
Aufl.     Wird  arcsinx  =  y  ^  a:  =  siny  gesetzt ,  so  folgt : 
ia'^retinx^  =  j  a^cosy  dy  =  ie^^cosy  dy 

Daher  nach  §.  104  (38) : 

/                       o^  (siny  -f  cosy  la) 
^^,yay -^-^— 

aarc^.^ L^_. 1  +  C. 

§.  107.    Angaben  zur  llebimg. 

Aufl.     xarccosx  —  |/l  —  x^  -{-  C. 
2)  f.  aresin.  ä.^  2 

(2» 


Anfl.    ^üi?!^/«»,» 


i)  +  |/r=^+(7. 
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Andeut.    Nach  §.  85  (1)  ist  das  Integral  zunächst 


-  areamx        ^ 


Setse  nun  hierin  nach  §.  97.  (5) 


X-  /  —3 —  dx. 

2  J   ^l  -  a:« 


/ 


*»     .         *   1 


3)  I  X  aretgx  das  «=  ? 


=  4*  =  -^  j/r^^«  +  2 


—  arennx» 


AnfL      — aretgx  —  ^  4"  ^' 


V^ 


4a?  —  3a?^  .        ,  f, 

arcsmx  oir  =  r 


3a?  +  2)2 


.     .,  3a:  — 2  .         , 

Autl.     -5 r--rarc«na:  + 

x^  —  3a;  +  2 


V'M- 


+  -p=g  (2  -  a:  -  2  /l  -  a:«)  arcig  yi^  ^- 


Andent.    Man  findet; 

4a?  —  3a;«         ,  3a:  —  2  4  1 

dx 


I 


(a;«  —  3a:  +  2)«  (ar  —  1)  (a:  —  2)        a:  —  2        a;  —  1 

und  hiernach  durch  theilweise  Integration  für  das  Torgelegte  Integral: 

3a:  —  2  ,     /*  dx  ,      r  dx 

areamx 


*7  (*  -  2)  i/r^=T«  "^7  (p  - 


n 


(»  -  1)  («  -  2) J  (*  -  2)  p/r^T«     J  (*  -  1)  |/i~iri 

Setet  man  nnn  VX  —  3^  •=■  \  —  ix,  ta  gehen  diese  Integrale  bezttgUdi  ttberin: 

"  2Ä  2 


-ffi-%1  "-^  -fir:^' 


^>/(5^ 


2^  -[-  l        «  —  l 
175  —  250a; 


n.  s.  w 


4)2  (5a:  —  3) 


2 


arccosx  eir  =  ? 


5  5  *      < 

Aufl.     xT— ö ^r; ; — tt;  fl»*cco«a:-|-  —  i 


25a:2  —  85a?  +  12  '4       3«  -  1 

—  T  ^  ö 7  "^   ^»  wenn  zur  Abkürzung 

1     ^l     rjp2 

=  «  gesetzt  wird. 


Andei^t.     P>^  7  (5,  ^  4)»  (5.  -  3)^  ^ 


X 

5 


(5a:  —   4)  (5a:  —  3) 
5  5 


5a:  —  4        5a;  —  3 
10  folgt  durch  theilweise  Integration  für  das  gegebene  Integral: 

5 .     r  dx  ,    _    p  dx 

(  I  (5a:  —  3)  J  (5^  «.  3)  j/i  _  a:«  J   (5a:  -  4)j/ 1  -  ic« 


man  nun  yi  —  a:*  «=  l  —  te^  so  wird 

/ 

J    (bx  — 


5  / ^— -  =.  -  5l  ,  '  -  3 


3)  >^r=v«        4    3^-1 


5/* ^-__-^.  ^.ijiL 

t/  (5a:  —  4)  j/l  —  a:*  3       2^  - 


—  2 

r 


j 
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—  I3x'  +  754«  +  599  ^         o 

+  "2)«  (13a:  -  5)»     «^<=^*  «*^  -  ? 


-|f(a:  +  2)+i^f(*«  +  l)+C. 


^/ 


(a;  +  2)*  (13a;  —  5)«  (»  +  2)  (13a;  —  5) 

12 


und 


x  +  2         13«   -^  5 
Nach  §.  85.  (1)  wird  denmaolL  das  Integral 

y  —  29  __  r         dx    __       r ^ 

{X  +  2)  (13a;  -  5)  '^^^^'^       J (x  +  2)  (a;»  +  1)  V(l3a;-5)(:c«  +  l)' 

^^-  y'-(s +W+T) « [  ^  (- +2)  -  i  K-« + 1) + "^  -^^ 


(i3^^:r^)-(?+-r)  =  2522  '  (•'*  -  ^>  -  388  '  ^^+  '>  -  194  '""'■ 
'x*  —  6»  —  9 


'>/9 


arccotx  d!r  =  ? 


+  8a:)2 

.      .,       3x^  +  4x  +  lb  ,       ,    ,  1   ,/      ,    Qx 

Auil.     —z—r^—» — i;^v —  arccotx  4-  Ix  —  ir  *  (^  +  3) 

5  {x*  +  ox)  5 

_|.i(xJ+i)+C. 

Andent.    Durch  theilweise  Integration  ergibt  sich: 

femer  ist 

3  —  a;  l  l  4a;  +  3 


*>/(- 


a;  (a;  +  3)  (1  +  a;«)        «  5  («   +    3)         5(1+  x*) 

3x^  4-  8x 


arctgx  dx  ^=*? 


x'^  +  4x^)2 

Aufl.     —  —  te  —  —  +  —  /  (x  +  4)  +   ^     /  (a:*  +  1) 
16  4x^272  ^^  ^  ^  34     ^  ' 


f     3ic*  +   8a: 
Andeut.     Da 


r  3a 

J  (x^   +  4a;*)«  ^^+  4) 

so  folgt  nach  §.  85.  (1)  fttr  das  vorgelegte  Integral: 

""  ^x~+T)  "*"7  ^HT+T)  (;r«  +  T) 
ferner  ist: 

! __L  ^J_4. L -i-_i^- 

a;«  (a;  +  4)   (a:«  +  1)  16a:  ^  4a;«  "^  272  (a;  +  4)  "^  17  (x«  ^ 


r 


carcsinx  cZr  =  ? 

,2 
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• 

9)   /    ,— 1—  dx  =  ? 

J  Yl  +  cc  _._  

Aufl.    Setzt  man  |/2(lTr2)  =  a  ;i/2(r2— 1)-=/^; 
1^1  -|-  a;  =  y ,  80  findet  man : 

1       y2  —  av  +  K2  2y  ,  ^ 

Andeut    Dmch  theilveise  Integration  folgt: 

2arctjx  Vr+^  -  sj  ^^V  '^ 
Nun  ist: 

fi^n^'^  ^  -  0  r    y*^ 2  ri  f— ^ ?^ \ 

J  r+U  *^  ~  V  y*  -  2y*  +  2  ""  V  2«  U«-ay+y2     y*+«y+y2/ 
1  ,  y*  —  «y  +  V2  ,    i       ,       2/?y     ^  ^  ^ 

2a     y*  +  «y  +  y2  ^  2/?       ^  V2  —  y« 

AnfL     X  —  arcsinx  r  1  —  ac^  +  C 
Andent    Durch  theilweise  Integration  folgt: 

—  ^1  —  «*  ar««tfia;  -[-  Idx  u.  a.  w. 

Aufl.      —  (arc«na:)2  —  -^  K 1  — x^arc«na:  +  —  +  C. 

Andeut.    Nach  §.  97.  (5)  ist 

r       X*  i  ,  X       

y^T^^«^2-^^"""-2-i^i--' 

Integrire  nun  theilweise  u.  a.  w. 
12)  /    ,-^-— ttt:  arcsinx  <=  ? 

Aufl.     —  ^ -^ : —  arcsinx  +  "^  +  "F  "^ 

r        sfi         ,  a?«  +  2    , 

Nun  theilweise  integrirt  u.  s.  w. 


/x^ 
■  _■    — rrr  arcnho;  (ir  =  ? 
•1— X- 


'XV 


v.r- 
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Integration  durch  unendliche  Reihen. 


4. 


§.  108.    Allgemeine  Betrachtmif* 

Wenn  die  im  Vorhergehenden  angegebenen  Mittel  nicht  helfen,  um 
die  Integration  auszufahren ,  so  verwandelt  man  das  Integral  in  eine 
unendliche  Reihe. 

Es  sei  das  Integral  1  g>  (x)  f  (x)  dx,  wo  g>  (x)  und  f{x)  stetige 

Functionen  von  x  sind ,  unter  der  Voraussetzung  zu  bestinmien ,  Abs» 
f  (x)  sich  in  eine  convergirende  Reihe  verwandeln  lässt. 
Setzen  wir 

/ (a;)  =  «0  +  u^x  +  u^x^  +  .  .  .  -(-  u^af  +  Un+ia*+^  +  .  .  .  (1) 

wo  die  Coefficienten  «o  r  "i  /  •  •  •  Wn ,  Un+\ , . . .  sowie  x  als  positiv  vor- 
ausgesetzt werden  mögen,  so  convergirt  diese  Reihe  nach  §.  6.  a.  8,  wenn 


oder 


X 


lim 


Mn+l 


oder  <C  Im 


— — — < 


Ist 


lim 


u 


n 


«*fH-l 


=  x 


p 


so  convergirt  daher  obige  Reihe,  wenn  x  in  dem  Intervalle-o?  ==  —  1 
bis  £c  =  +  A  liegt,  also  —  A  <  a:  <  +  ^  ist. 
Es  sei  nun 

X**  g)  (x)  dx  '^^  yjnx ^^) 

also  tpn  M  =  x^q)  (x) 0 

Convergirt  alsdann  die  Reihe 

«0  %  (^)  +  «'i  ^i  (^)  +  «2  %  (^)  +  •  •  •  +  «*»  V'«  (i»)  4- . . 
innerhalb  der  Grenzen  —  A  <  a:  <  +  A  und  bezeichnet  F  {x      n 

Werth  derselben ,  so  hat  man: 

^  (^0  =  ^0  ^0  W  +  "i  V'i  {^)  +  «2  V'a  (^)  +  •  •  -H  «*•  V'it  W  +      0 


F 
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Um  nun  jF*  {x)  zu  bestimmen  sei  das  positive  h  so  klein ,  dass 
x  +  h  ebenfalls  zwischen  —  X  nnd  +  A  liegt  y  also 

—  i<a:  +  A<  +  i 

ist,  dann  ist  anch 

F{x  +  Ä)  =  i£oV/o  i^  +  h)  +  u^%  i^+h)  +  u^yj2  (^  +  ^)  +  •  •  •  (5) 

somit  nach  §.  6.  a.  10 

F  (a;  +  Ä)  —  F  (o.)  =  «0  [V'o  (^  +  Ä)  —  t//o  (^)] 
+  «1  l^x  (^  +  Ä)  -  1^,  (x)]  +  .  .  . 

nnd  daher 

F{x  +  h)-^F(x)           1/^o(a:+A)-V/o(a:)   .  ^.   i/;^(a:+^)  — V^i  (a:)  , 
Ä "^ Ä +"^  Ä  +•• 

Sind  demnach  %  ,%  ,rp2  f  -  *%'  f  V'i'  /  ^2'  /  •  •  •  stetig  inner- 
halb der  Grenzen  a;  bis  o;  +  A^  so  ist  nach  §.  40. 1. 

y^o  8q  f  01  ,  6^ ,  .  .  .  positive  echte  Brüche  sind. 

Unter  Berücksichtigung  der  Beziehung  (3)  geht  vorstehende 
Gleichung  über  in: 

F{x+h)^-F{x)  _  ^y  (^  ^  ^^^)  +  u,(x+  e,h)  SP  (o;  +  Ö^Ä) 

+  u^(x+  e^hf  (p{x+  e^h)+  ,  .  . 

Wählen  wir  nun  das  positive  h  so  klein ,  dass  (p  {x)  innerhalb 
des  Intervalles  x  bis  x  +  h  sein  Zeichen  nicht  ändert,  also  etwa 
positiv  *)  ist  und  mit  wachsendem  x  beständig  wächst ;  so  wird 

y  (a?  4-  Ä)  >  <jp  (a  +  ÖÄ)  >  ^(x) 
mid  (x  +  Ä)«  Xx+  8hy  >  X» 

also  9  da  alle  diese  Grössen  positiv  sind , 

u,  (x  +  Ä)»  SP  (x  +  Ä)  >  Mn  (a;  +  ÖÄ)«  SP  (a;  +  ßh)  >  u„a:»  9)  (x); 
F  (x  -i-  h) F  (x) 

daher  liegt  —  l zwischen  den  beiden  Grenzen 

mid 

1^  SP  (ap  +  Ä)  +  Mj  (o;  +  Ä)  SP  («  +  Ä)  +  «2  (o:  +  Ä)2  SP  (a:  4-  Ä)  +  .  . 

oder  zwischen 

SP  (^)  K  +  «*i^  +  «2^^  +  «8  a^  4-  • . .] 
m  SP  (^  +  Ä)  K  +  «1  (^  +  Ä)  +  «2  (a:  +  Ä)2  +  . . .] 

st  9(«)  ümerlialb  des  InterTallet  o;  bis  a:  4-  A  negatir,  so  ist  —  (p{z)  inner- 
bi  -")  InterraUes  positiy  nnd  man  betraobte  dann  das  Integral 

/  —  9  («)  •  /  (*)  <^- 
£s  ^^T  diese  Voraussetsnng  unbeschadet  der  Allgemeinheit  bestehen  bleiben. 


k.»' 
f^-' 


ir 


V 
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oder  endlich  nach  (1)  zwischen 

5P  (x)f(x)  und  g>(x  +  h)f(x  ■\'  Ä). 
Nimmt  g>  (x)  mit  wachsendem  x  innerhalb  des  Intervalles  von  x 
bis  X  -f-  ^  beständig  ab^  so  darf  man ,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  scha- 
den f  das  Zeichen  von  g>  (x)  wiederum  als  positiv  annehmen  und  es  ist 

y  (ar  4-  Ä)  <  y  (a:  +  0h)  <  y  (x) 
3^  <(x  +  ShY  <{x  +  Ä)- 

Daher  j  da  alle  diese  Grössen  positiv  sind , 

Un^  ip{x  +  h)<iUn{x+  ShY  9  {x  +  8h)  <  Un  (x  +  h^   (f  (x), 

F  (x  -{-  h)  —  Fx 

und  — ^^ ~  — —  liegt  somit  zwischen 

Uoy(ar  +  Ä)  +  u^x  ^(x  +  h)  -}'tu^x^g>(x  -{-  h)  +  ..=  g>{x  +  h)  ,f{x) 

und 

«0  9  (^)  +  ««1  (^  +h)9x+  u^{x  +  Ä)2  g>{x)  +  . .  =  5p  {x)f{x  +  A). 

Analog  verhält  sich  die  Sache  bei  einem  negativen  h.    Da  ntm 

5P  {x)  und/(a;),  also  auch  das  Prodnct  9(x)f{x)  eine  stetige  Function 

Fix  +  h) F  (x\ 

von  X  ist,  so  fällt  -^ — ■ — ; >— ^  bei  unendlich  abnehmendem  A 

h 

mit  9  (x)  /  {x)  zusammen  und  man  hat  somit 

F*{x)  =  fp{x)f{x) 

oder  nach  (4) 

F  {x)  =J9  {^)f{^)  ^  =  «0  V'o  (a^)  +  «1  t//,  (a:)  + 

oder  nach  (3) 

l9{x)f{x)  dx  =  11^19  (x)  dx+tt,  Ix9{x)dx  +  u^l ix^9  {x)  <fec  +  .... 
«=s  /  [mq  +  ^\X  +  tt^a:^  +  u^x^  +  •  •  •]  SP  (a?)  ^      ...     (6) 


Enthält  die  Reihe  (1)  positive  und  negative  Glieder,  so  kann  man 
X  stets  als  positiv  ansehen,  wenn  man  sich  dessen  Zeichen  mit  dem  der 
betreftenden  Coefficienten  vereinigt  denkt.  Da  nun  /  {x)  convergirt, 
dasselbe  aber  seine  Gonvergenz  nicht  dem  Zeichenwechsel  zn  ver- 
danken hat,  sondern  der  Erflillung  der  Bedingungen 

so  bilden  alle  positiven  Glieder  eine  convergirende Reihe,  deren  b«  le 
/)  (x)  und  alle  negativen  eine  solche ,  deren  Sunmie  /^  {x)  sei.  ^  ib 
§.  6.  a.  11.  ist  alsdann 

f{x)^f,  (x)-f^(x) 
und  somit 


r 
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[9  (^)/ W  dx  =  j^  {x)  [/,  (a:)  — /^  {x)]  dx 

=  I  9  (^)  f\  {^)  dx  —  I  (p  {x)f^  {x)  dx. 

Diese  Integrale  sind  nun  nach  (6)  zu  bestimmen  und  der  durch 
die  Gleichung  (6)  ausgedrückte  Satz  gilt  somit  auch  für  den  Fall,  dass 
die  Reihe  (1)  positive  und  negative  Glieder  enthält. 

Nothwendige  Bedingungen  für  die  Integration  durch  unendliche 
Reihen  sind  also :  Gonvergenz  der  Reihen  und  Endlichkeit  und  Stetig- 
keit von  y  {x)  und  xpn  {x). 

Wir  besitzen  in  diesem  Satze  ein  Mittel  manche  Integrale,  deren 
Werthe  sich  nach  den  früheren  Regeln  nicht  ermitteln  lassen, 
näherungsweise  anzugeben ,  sowie  auch  gewisse  Functionen  in  conver- 
girende  Reihen  zu  verwandeln. 

§.  109.    Anwendung  der  Inteip^tiön  mittelst  Reihen, 

1)  Da  —  r     .,  =*  1  —  a?2  +  X*  —  a:«  + ;  —  1  <  a:  <  +  1, 

1  +  a;^ 

ßoist  /'^-^c2x  =  ^:  +  a:-|^  +  ^  —  Y  +...;— I<a7<-f-l. 

Nach  Früherem  ist  aber  auch 


/ 


2  dx  =  arctgx 


\    +  X' 

und  man  hat  daher ,  wie  in  §.  50,  Beisp.  7,  weil  arctgx  für  a:  =  0  ver- 
schwindet, also  6'  «^  0  sein  muss: 

X  X  37 ' 

arctgx  =  x  —  T'^"7 1   '^  '  '  ' 

fttr  alle  Werthe  von  a;^  ^  1 . 
2)  Man  findet  leicht 

1  1,        1.3^,1.3.5,, 


/f-Z;^  '2  '2.4         '2.4.6 

nnd  es  ist  daher 

f       \  ,  .  ,1      a:»         1  .3   x^    ,     1.3.5    a:*^    , 

j'^Y-;;:-^,da:^arcstnx^x  +  ^  '  "S  +  2. '4'  5   +  YT^r^"!   +*• 

für  alle  Werthe  von  x^  <  1  (vergl.  §.  50,  Beisp.  6). 

*"inerk.     Für  z  =  U  wird  arcsinx  =  0,  also  ist  C  «=  0. 

\  Da  ; — :  —  -=  1  —  a:  -+-  a:^  —  a:^  -j-  .  .  .    , 

1  +  a: 

\       1  —  l<a:<+l,SO  folgt: 

/l  x*^        x^        x^ 

— -da:=Z(l+x)  =  a:-2-+    3—  ■4+-- 

f       je  Werthe  von  x"^  <.\.    [Vergl.  §.  50,  Beiap.  2.]. 

merk,    iüx  a  —  ü,  wird  J  (1  +  *)  =  0,  also  ist  C  =  0. 
- ,  ms.-  und  Int.-R«ehnnng.  26 


s^:»  ■•'v  ?* 


n;». 

"i.<i 
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4)  Um  /  -j~    ..,--- fiör  alle Werthe  von  a^<^\vOi bestimmen, 

berücksichtige  man,  dass  nach  dem  binomischen  Satze  (§.50,Beisp.l) 
gesetzt  werden  kann : 

(1  —  c^sir^x)     =  1  +  —  a^  dr^x  +  a*  «h*a; 

+  1  .  o  .  5    ft.fi      , 
ar  svnrx  +  .  .  . 

2.4.6  ^ 

Man  iiat  daher : 

/dx  t  ^  2 r ' 2  ^  i^ '^  4  f ' 4  1 

l/l  —  a^8in^x  2       /  ^2.4      J 

WO  alle  Integrale  rechter  Hand  nach  Früherem  bekannt  sind. 

5)  ft^l  —  a^än^xdx^fil  —  a^sm^xfdx  ^fU  —  \  «^««'^ 

l  a*    ,  .  1.3a»..  1  .  3  .  5  a»    .  .  1  , 

—  —     -  svrrx  —  - — 7  ^  stn^a;  —  - — , — -  -—  sin^x  —  ...    ax 
24  2.46  2.4.68 

=  a:  —  c^  o,^  I  sin^x  dx  —  _  '  .  a*  /  sin^x  dx 
2      J  ^   2  .  4      J 

—  '      '  —  a^  I  sin^x  dx  —  ...  (wo  —  l  <  a?  <  +  O* 

Da  aber  nach  §.  104.  5.  (14) 

/sin**^^x  cosx    ,     n  —  1  /*  .  „   « 
stn^x  dx  = f- I  «n"""''a:  da:, 
w                       n     J 

SO  sind  sämmtliche  Integrale  bestimmbar. 

6)  /  »^1  —  a2  cos^x  dx  =  /  (1  —  «^  co^^a:)'  dir 

=  a:  —  ^  a^  /  c<M^a:  da:  —  —^ —  a*  1  cos^x  dx 
2      J  2  .4t     J 

113     r 

—  g-'—g  «y  co^^a:  £ir  —  .  .  .  (—  1  <  a;  <  +  1) 

Nach'§.  104.  5.  (16)  ist  aber 

/                        «nxco«"-^a:    ,     n  —  1   T      -   2     j 
coÄ^a:  da:  = 1 /  cosr~*x  ax 
n                       n     J 

und  vorstehende  Integrale  sind  somit  sämmtlich  auflösbar. 

/dx  j 

, _:^^^rT-  -=r:  ZU  bestimmcn ,  wo  a^ ,  6^     d 
^^(1  —  aV)  (1  _  52^2) 


f  I  i        -     2       ^  1  «*       4  1.3a«       . 

=    II  —   -  a*  C08*X —  C08*X —  cos^x  — 

2  24  2.46 


dx 


a» 


a:*  <  1  und  a  <C  ^t  setze  Äa?  =  z  ,  -j  =  m^  <  l ,  so  folgt: 


r 
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r jfa i  /•___ 

J  t^H  -  aV)Xl  —  6V)        i  7  /i  — 


dl? 


m^^^  .  Kl  —  2' 


m*2r*  4" 


2.4  ^2.4.6  ^ 


.  .  ,\  dz 

wo  die  einzelnen  Integrale  nach  §.  97.  8.  (7)  bestimmbar  sind. 
8)  Für  a:  <  2a  ist: 

Jl/^2ax  —  a:2  dx  =  »^20^  a:    ll  —  £l'  da: 
^./TiT  r[  i         1  ^*         1  .  1    a;*  1  .  1  .  3  ar^  \  ^ 


2a;  |^2aa;  |  - 


1      x_ 
2  .  5  2a 


1  .  1 


1.1.3      x^ 


-] 


2  .  4  .  7  4a2        2  .  4  .  6  .  9  8a» 

9)  Wie  wir  oben  gesehen  haben,  ist  (das  binomische  Integral 
/  X*  (ar*  -^-ly  dx  in  manchen  Fällen  nicht  direct  lösbar.  Um  in 
einem  solchen  Falle  dasselbe  annähernd  zu  bestimmen ,  setze  man^ 
weiAi  p  =  -  und  ~  a?*»  <  1  ist, 

r  o 


L  ^ 

r 


{aa^  +  hy  =■  b 


1+^.- 


r 


5^ii+i-«.+^ii^?;^«n+...j 


r  Ä 


2r2 


aJ»H-»fi 


also  Z'a;"»  (oo;»  +  *)''  die  =  V  [-^^  +  ^  •  r 

J         ^  l^m  +  1^^ 

?  (^_— r)  ?^      rr^'H-^i  _  -L  ^  {q—r){q—2r)  a»      a?°"+m+i 

"^  "2r2     'i2'2n4-w4-l  "^  2  .  3  r»        V3n+7/i+l  '^" 


m  +  n  +  1 

+  <?. 


Um  eine  Reihe  nach  fallenden  Potenzen  von  x  zu  erhalten  y  setze 


man ,  wenn      a?""**  <  1  ist , 
a 


r 


r     r 


9 

r 


r         r 


(aa:«4-Ä)     =  a'^o;^   (IH — ar"«     =  a'^   a: 

2 


+  ^_(JL7_l)  i!  ^-^ 


1  + 


r  a 


X 


, — n 


2r' 


80     igt: 

la     ^^ix^  -{-  6)*^  cZx  =  a 


r 


ra:'*hr+* 


+   - 


bq  ar'^^+'"^ 


r  (m  +  1)  -f-  gfn         a  [r  (wi  — 71  +  l)  +  ^j 


qn 


+ 


h^  (q  —  r)  a:'^V+^-** 


2  aV  [r  (m  — .  2n  +  1)  +  qn] 


+ . .  .|  +  a 

26' 


w 


.!■■ 


'>.' 


•«!• 
l»l--> 


rl,?' 
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10)  Um  j  x"^  a^  dx  zu  bestimmen,  setze  man  nach  §.  50 : 


a' 


1  +  Ya?  +  Y^^  +  --- 


so  wird 


/ 


af*  a^  dx 


X 


,»H-1 


+ 


la 


n+  2 


-ir«4-2  + 


Z^a 


2  .  3  (n  +  4) 
^    Ta*  dx         r  l  I         la  fia    ^ 


2(«+3) 

a?«+*  + . . .  +  a 


a;N-» 


x^  l^a        x^    Pa 

"^  ¥  T  "*"  ¥  2  .  3  "^ 


dx  i=^  Ix  -{-  xla 


+  C. 


Setzt  man  hierin 


c^  ^=^  Zf  also  a:  = 


2r 
Za 


80  wird 


Uz  +  lz  + 


+ 


Ih    - 


+  .  .  +  C. 


2.2    •    2.3.3 

Vergl.  wegen  dieses  Integrals  die  Bemerkung  in  f  100. 

12)  Um  /  (ar)  =«  /  (a:  +  /i  +  x'^)  in  eine  Reihe  zu  verwandeln' 


setze  man 


K  1  +  a?^  ^ 

I     1*3     ,         1.3.5     „, 

+  ^ — 7  a:*  —  ;; — : — 7i  x^  +  .  .  . 


2  .  4 


SO  folgt : 


2.4.6 


..  .  1  x^    .l.Zx^ 

f  \X)  =  X h 

■^  ^  ^  2    3^2.45 


1  .  3  .  5  x 


2.4.6  7 


,-  +  ... 


r-* 
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Bestimmte  Integrale. 
§.  110.    ErkKmiiifeii. 

df  (x) 

1)  Nach  §.  7  drückt  der  Differentialquotient  ~-^  die  Geschwin- 

dx 

digkeit  aus,  mit  welcher  sich  ein  Punkt  zur  Zeit  x  hewegt,  wenn  die 
ursprüngliche  stetige  Function /(a?)  denAhstand  des  bewegten  Punktes 
von  einem  festen  Punkte  zu  eben  der  Zeit  x  bezeichnet. 

Hieraus  geht  unmittelbar  hervor,  dass  man  aus  der  Schnelligkeit 
der  Aenderung  oder  dem  DiflFerentialquotienten  einer  Function  wieder 
die  ursprüngliche  Function  wird  finden  können. 

Weil  man  aber  zu  einer  Function  eine  beliebige  Constante  addiren 
kann ,  ohne  dass  dadurch  der  Werth  ihres  Differentialquotienten  sich 
ändert,  so  ist  im  Allgemeinen  die  eben  erwähnte  Aufgabe  der  Auf 
suchung  der  ursprünglichen  Function  eine  unbestimmte. 

Dieselbe  wird  erst  zu  einer  bestimmten  Aufgabe,  wenn  man 
der  Frage  folgende  Fassung  gibt : 

„Zur  Zeit  a  kennt  man  den  Abstand  A  eines  sich  bewegenden 
Punktes  vom  Ausgangspunkte;  man  soll  den  Abstand  desselben  zur 
Ze*  X  bestimmen,  wenn  die  Geschwindigkeit  in  jedem  Augenblicke 
du]  h  /  (x)  ausgedrückt  ist,  wo  /  {x)  von  a:  =  a  bis  a:  =  a?  stetig 
ble  '^'* 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  nehmen  wir  zunächst  an,  der 
Pu  ^.  ändere  in  der  Zwischenzeit  x  —  a  seine  Bewegungsrichturig 
ni  bt  und  bewege  sich  während  derselben  mit  einer  stets  wachsen* 
d  e    ^ftschwindigkeit. 


'»->  VV' 
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:.t\ 


iv.' 


vi: 


«f'f* 


V...' 


Denkt  man  sich  nun  die  Zeit  cc  —  ainn  gleiche  Theile 


X — a 


=  J 


n 


getheilt,  so  sind  die  Geschwindigkeiten  zu  Anfang  und  nach  den  auf- 
einander folgenden  Zeitintervallen  J  der  Eeihe  nach : 

/(«)  ,f{a  +  J),fia+2J),.,./[a  +  {n^  l)  J]  ^ 

und  da  die  Geschwindigkeit  immer  wächst,  so  ist  der  in  der  Zeit  x—a 
zurückgelegte  Weg 

und 

W<J{f{a+J)+f(a  +  2J)+...+f[a  +  {n-l)J]+/{a+nJ)} 

oder  wenn  wir  die  Ausdrücke  zur  Rechten  dieser  beiden  UngleichangeD 
bezüglich  durch  S  und  S^  bezeichnen , 

W>  S  und  W<S^ 
oder  Äj  >  TT  >  Ä 

Nun  ist  aber 

S^  —  S=J[f(a  +  nJ)—f{a)'i 

oder        ^.-^=^[/(.)-/(a)]  =  ^^[/(.)-/(.)] 

und  da  offenbar 

{x  —  a)f{x)>  W>{x  —  a)f(a) 
80  ist  jedenfalls  TT  endlich« 

Lassen  wir  nun  n  unendlich  gross  werden ,  so  nähert  sich  ^,  —  5 
gleichzeitig  der  Null  und  wir  müssen  darum  setzen : 
TF=Zim^[/(a)+/(a+^)+Aa  +  2^)+..4-/[a  +  (n— 1)J]]...(1) 

Die  ursprüngliche  Function  1  f{x)  dx,  welche  den  Abstand  des 

Punktes  zur  Zeit  x  vom  Anfangspunkte  darstellt,  ist  daher  A  +  ^V 
oder  -4  +  y  (a  ,  a?) ,  da  W  eine  Function  von  a  und  x  ist. 

Weil  in  der  Zeit  Null  der  zurückgelegte  Weg  ebenfalls  Null  ist, 
so  erhält  man  tp  {a  ,  a)  =  0.    Man  kann  daher  auch  schreiben : 


ß 


f{x)dx==^A-\'g>(a,x)  —  q)(afa) 

oder,  wenn  man  der  Kürze  halber 

C  +  (p{a  ,  x)  =^  F{x) 
also  C  +  y  (a  ,  a)  =  F  (a) 

setzt,  wo  C  eine  beliebige  Gonstante  bedeutet, 

ff{x)dx  =  A  +  F(x)-F  (a) 

*)  Beginnen  nämlich  zwei  Punkte  A  und  B  gleichzeitig  und  mit  einerlei  Gest  fifi* 
digkeit  eine  Bewegung ,  bewegt  sich  aber  A  gleichförmig ,  B  beschleunigt,  so  legt  <  ^^ 
in  der  nämlichen  Zeit  einen  grösseren  Weg  zurück  als  A\  ist  die  Bewegung  >  '' 
eine  verzögerte,  so  ist  sein  Weg  kleiner  als  der  des  A. 
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Wird  eine  stets  abnehmende  Geschwindigkeit  bei  der  Bewegung 
während  der  Zwischenzeit  x  —  a  vorausgesetzt,  so  hat  man  in  obiger 
Erörterung  nur  die  beiden  Ungleiehheitszeiehen  mit  einander  zu  ver- 
tauschen, so  dass  also  auch  dafür  die  Beziehung  (1)  Giltigkeit  hat. 

Wird  angenommen ,  der  Punkt  ändere  während  der  Zeit  x  —  a 
seine  Bewegungsrichtung,  so  darf  man  sich  nur  x  —  a  in  solche  Ab- 
schnitte zerlegt  denken ,  dass  innerhalb  jedes  einzelnen  derselben  die 
Bewegungsrichtung  unverändert  bleibt,  um  sofort  die  Richtigkeit  von 
(1)  auch  für  diesen  Fall  einzusehen.  Ganz  analog  ist  zu  verfahren, 
wenn  vorausgesetzt  wird ,  dass  die  Geschwindigkeit  bald  wächst;  bald 
abnimmt,  so  dass  also  obige  Formel  (1)  nur  an  die  Bedingung  ge- 
kntipft  ist ,  dass  /  {x)  von  x  =-  a\x\Ax^^x  reell  und  stetig  bleibe. 

An  merk,  t)  Wir  haben  bei  Toretehender  Entwickelnsg  das  ZeitintervaU  x  —  «  in  m 
gleiche  Theile  getheilt,  was  nicht  durchaus  nothwendig  war.  Denn  nehmen  wir 
beliebige  Theile  ('i  ^  ^  ,  ds  ,  .  .  .  statt  der  gleichen  und  setsen  dieselben  sowie  die 
DüTerenz  von  je  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgenden  als  unendlich  klein  yoraus, 
80  findet  man  auf  ganz  analoge  Weise : 

W  =  Um  [^4  /  (a)  +  ai  /(«+  <ri)  +  */(«  +  «Ji  +  <W  +.  .  .] 
2)  Ein  Grenswerth  W  existirt  auch  dann  noch ,  wenn  /  (x)  zwischen  a  und  x 
eine  endliche  Anzahl  von  Sprüngen  macht,  sobald  der  Umfang  jedes  Sprunges  endlich 
ist.  Man  sieht  dieses  leicht  ein,  wenn  man  bedenkt,  dass  eine  endliche  Anzahl  yon 
dementen  der  Summe  W  zum  Werthe  der  ganzen  Summe  nur  unendlich  wenig  bei- 
tragt. 

Zur  näheren  Erläuterung  des  Vorstehenden  dienen  folgende 

Beispiele. 

df  (oc) 
1 )  Es  sei  — -~^  =  mx ,  man  soll  die  ursprüngliche  Function  f(x)  be- 
dx 

stimmen. 

Au f  1  ö  8 u n g.     Hier  wird : 

/  (ar)  =  ^  +  -^  fma  +  w  (a  +  ^)  +  .  .  +  wi  (a  +  (n  —  1)  ^)] 

\nma  +  m-i  (1  +  2  +  .  .  -[-  (n  —  1))] 

in—\)n 
nma  +  mJ  — 


A  +  J 


2 
oder  da  nJ  ^^  x  —  a, 

f{x)  =^  A  +  (x  —  a)  ma^{x  —  ay      —  {x  —  a)      - 

Für  n  =  oc  oder  J  =  0  folgt  hieraus  unmittelbar: 

f{x)  =  A  +  {x  —  a)ma+  {x  —  a)^  - 

mo?-    .     n\x^ 


=  A ^  + 


2      '      2 
wenn  man  den  constanten  Werth 

2 


*» 


mx^ 


/(^)  =  -s^  +  c. 


■w 
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2) 

E. 

<ei 

•(/■W 

j- 

^ 

X 

;  man  soll /(^)be 

A  u  f  1 D  s  u  □  g.     Analog  wie  voihin  findet  man : 
fix)  =  A-i-jla''  +  (a-i-jy-  +  ...-h[ia- 

=  A+j{na^+2{Lä(l+2  +  ...  +  < 
^  (1*  +  2»  +  .  .  .  +  (n  -  IV 

^A  +  nJa^  +  („  _  1)  rufia  +  ^"~y 

oder  wenn  man  ausmultiplicirt,  x  —  a  statt  nz/ einfuhrt  undMeranf  n=x 
oder  i/  ="  0  aetzt , 

o'  xS  a:' 

3)  /(x)  zu  bestimmen,  wenn  -  , —  =  h'  iat. 
Auflösung.     Uan  erhält: 


Für  i7  =  0  wird 

.1..  /M^^+l- --!•_»;  +  <:. 

4)  E.  sei  ^'£-'  =.  CO.»;  man  8oU/(j:)  «odBii. 

Aufläsung.    /(3:)  =  4  + J[awa+  cos(aH-  J)+  .  .  . 

+  co.(a  +  (»-l)J)]. 
Set^t  man 

.  -  ».«  +  CM  («  +  J)  +  .  .  .  +  CM  (o  +  (n  -  1)  J) 
so  wird 

2«  cos^  =  2co<a  cos.:/  +  2cos  (a  +  j)  cos  J  +  .  .  . 
+  2cos  (a  +  (n  —  1)  J)  anJ 

-  cos(»  +  J)  +COS  (a  -  J)  +  cos  ((«  +  J)  +  J) 

+  o»((o+ J)-4  + . . .+  CO. («+  n J)-  cos (a+  (n- J)j 

-  cos  (a  +  J)  +  cos  («  —  J)  +  «»  («  +  2J)  + 
+  cos  (a  +  3.i)  +  cos  (a  +  J)  +  cos  (o  +  4  J) 

+  CO.  (o  +  2^)  +  . .+  co.(o+»  J)  +  co.(<.+(«-! 

—  CO.  (o  -  J)  _  coso  +  2  [co.«  +  CO.  (o  +  J)  +  . 
+  cos  (,.+  («-  2)  J)  +  CO.  (a  +  (n  ^  1)  J)] 
-  CO.  (a  +  (»  —  1)  j)  +  cos  (o    +  nJl 

—  2.  +  CO.  {a  —  J)  —  CO.»  —  cos  (o  +  (n  —  ])  J) 
+  cos(o  +  nJ), 
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also 

2*(1 — cosJ)'=='  —  co*(a—J)  +  co*a  +  cos(a+  (^ —  1)^)  —  cos  (a-{-nJ) 

oder 

4ssm^  ö"  "^  —  ^^*  ^^  —  z/)  +  etwa  +  <^ö«  (a:  —  ^)  —  co^a: 

st 

somit 

A^ssin  

2         —  cos  {a  —  -^)  +  cosa        —  cosx  +  co5(a:  — ^) 

'*'*    2 
oder  ^5     .  ■>„    =5  —  sina  -jr  smx. 

Für  ein  unendlich  kleines  J  wird  daher 

'  ^s  =  sinx  —  sina 

und  /  {x)  =  -4  +  ^*  =  -^  +  **^^  —  ^'^  ö 

oder  /  (a:)  «=  sinx  +  ^. 

^/'(ar) 
5)  Auf  ganz  analoge  Weise  findet  man  aus  -— —  s=s  sinx,  daas 

dx 

f  (x)  =  —  cosx-^r  ^• 

3)  Die  Grenze  W^  welche  sich  uns  als  der  in  der  Zeit  von  a:  =  a 
bis  X  =  a:  durchlaufene  Weg  darstellt,  hat  auch  noch  andere 
geometrische  Bedentnngen,  je  nach  der  Bedeutung,  welche  man  dem 
/  (x)  unterbreitet. 

a)  Denkt  man  sich  die  ursprüngliche  Function  F{x)  als  Flächen- 
raum über  der  als  Abscissenachse  angenommenen  Strecke  x  —  a ,  so 
ist  nach  §.11/  {x)  die  Ordinate  der  Begrenzungscnrve.  Setzt  man 
nun  voraus,  das8/(ar)  von  a^  =  a  bis  x  =  .c  sein  Zeichen  nicht  ändere 
und  beständig  wachse  oder  abnehme  und  beschreibt,  auf  die  aus  der 
Elementargeometrie  hinlänglich  bekannte  Weise,  die  dem  Flächenraum 
ein-  und  umschriebenen  Rechtecke,  deren  Summe  bezüglich  &  und  S^ 
ist,  so  liegt  der  Flächenraum  stets  zwischen  denselben  und  da 

80  folgt: . 

lim  S  =  Um  S^ 

al      erth  des  Flächenranmes. 

Versteht  man  unter  der  ursprünglichen  Function  nach  §.  9 
di  fidinate  einer  Curve  und  unter  dem  Differentialquotienten  die 
tri  .jiometrische  Tangente  des  Winkels ,  welchen  die  Berührende  mit 
d(    ^«cissenachse  bildet,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  der 


7l^ 
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Winkel  a,  den  die  Sehne  AB  eines  nur  concaven  (Fig.  101)  oder 
nur  convexen  Curvenbogens(Fig.  102)  mit  derAbscissenachse  bildet, 
stets  zwischen  den  zwei  Winkeln  ß  und  y  liegt,  welche  die  in  den  End- 
punkten der  Sehne  an  die  Guive  gezogenen  Berührenden  mit  derselben 
Achse  einschliessen. 


Fig.  lOl. 


Fig.  102. 


1     ) 


Bezeichnet  nun  f{x)  die  trigonometrische  Tangente  des  ^ «,  und 
sind  a  und  b  die  Abscissen  der  Punkte  A  und  B,  so  liegt  jedenfalls  die 
Differenz  der  entsprechenden  Ordinaten  oder  BC  zwischen  (b  —  a)/{a) 
und  (b  —  a)f  (b).  Ist  nun  der  Bogen  AB  stets  concav  oder  stet» 
convex  gegen  die  Abscissenachse  und  man  denkt  sich  den  Abstand 
b  --  a  in  n  gleiche  Theile  J  getheilt  und  nach  Obigem  die  Ordinaten- 
differenz  bestimmt,  so  liegt  i9C  zwischen  den  zwei  angeführten  Summen 
Sund  S^.  Es  stellt  daher  auch  W  die  Ordinatendifferenz  der  zwei 
Punkte.  A  und  B  dar. 

4)  Statt  der  Grenze  W  schreibt  man  nach  der  in  der  Summen- 

rechnung  üblichen  Art:  1  f(x)  dx  und  nennt  diesen  Ausdruck  ein  be- 

a 

stimmtes  Integral,  a  die  untere,  o;  die  obere  Grenze  desselben. 

X 

Das  unbestimmte  Integral  1  f(x)  dx  ist  dann  gleich  A+  1  f{x)  dx, 

a 

5)  Da  das  bestimmte  Integral  nur  für  ganz  wenige  Fälle  durch 
Summation  der  entsprechenden  Reihe  und  den  Uebergang  zur  Grf-ie 
erhalten  werden  kann ,  so  wollen  wir  uns  sogleich  mit  einem  ande  n, 
zur  Bestimmung  solcher  Integrale  zweckmässigeren  Verfahren  e- 
schäftigen. 


^^- 
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§.  111.    Anffindanji:  des  bestimmten  Integrrales. 

1)  Ist  die  eindeutige  Function  f{x)  reell  und  stetig  innerhalb 
der  Grenzen  a  und  ar,  so  gibt  es,  wie  aus  §.  11  hervorgeht,  auch  ein 
nnbestimmtes  Integral 

ff{x)  dx  =  F{x)  +  C, 

welches  eindeutig,  reell  und  stetig  innerhalb  derselben  Grenzen 
ist  und  zwar  wird  F{x)  das  gemischtlinige  Viereck  ausdrücken, 
welches  begrenzt  ist  von  der  Strecke  x  —  a  den  Ordinaten  /  (a)  und 
/  {x)  und  dem  zwischen  liegenden  Bogen  der  Curve  y  =  /  (x). 

Setzt  man  nun  wieder 

X  —  a         . 
— -— "^^^ 

n 
SO  ist  Im  — ^^ — ' ^ ^-^  ==/  W 

und  F  (x)  =  I  /{x)  dx. 

Es  kann  daher,  wenn  d  einen  gleichzeitig  mit  J  sich  der  Null 
nähernden  Werth  bezeichnet ,  gesetzt  werden :  * 

oder  F(x  +  J)  —  F{x)^  Jf  (x)  +  Jd 

und  hiemach         F {a  +  J)  —  F\a)  =  Jf  (a)  +  Jd^ 

/^  (a  -f  2  jr)  —  /'  (a  +  J)  =  Jf{a  +  J)  +  Jd^ 
F{a+ZJ)  —  F{a-\'  2J)  =^  Jf  (a  +  2J)  +  JS^ 

F{a  +  (n  — 1)  J)—F(a+{n—  2)  J)  =Jf(a  +  {n—2)J)  +  Jin-^^ 
/'(a  +  wJ)  — F(a  +  (n—  l)  J)  =  Jf{a+  (n— i)  J)+JSn 

Durch  Addition  der  vorstehenden  Gleichungen  erhält  man  *) : 
/P(^)  -F{a)  =  J  [f(a)  +f{a  +  J)  +  f  {a  +  2  J)  +  .  .  . 
+  f{a  +  {n—l)J)  +  J(6,+d^  +  S^  +  ...  +  Sn) 
Bezeichnet  nun  g  den  grössten,  k  den  kleinsten  der  Absolutwerthe 
S^  ,  d^ , .  . .  ^nySo  liegt  oflTenbar  das  Product  -^  (rf,  +  ^2  +  •  •  •  +  *«) 
zwischen  nJg  und  nJk  oder  zwischen  (x  —  a)  g  und  (x  —  a)  k  und  da 
g  und  k  sich  mit  wachsendem  n  der  Null  nähern,  so  erhält  man  für 
jsen  Fall: 
x)  -  F{a)  ^limJ  [/(a)  +f(a  +  J)  +..  +  /(a  +  (n  -  l)  J)] 


=  W=ff{x)  dx. 


*)  Diese   Addition   und   ein   gegenseitiges   Aufheben   der   Glieder  ist  natürlich  nur 
*  der  gemachten  Voraussetzung!  dass  F {x)  und/(«)  stetig  seien,  gestattet. 


Sechzehnter  Abschnitt. 


Ist  daher  die  eindeutige  Function  f  {x)  reell  und 
stetig  zwischen  den  Grenzen  a  und  6  und  bezeichnet  -F(a:) 
das  ebenfalls  eindeutige,  reelle  und  stetige  unbestimmte 

Integral  j  f{x)  dx,  so  erhält  man  den  Werth  des  bestimm- 
tenintegrales/ /  (o;)  dxj  wenn  man  in  das  unbestimmte 

a 

zuerst  die  obere  Grenze  5,  dann  die  untere  a  statt  ^  ein- 
führt und  das  Resultat  dieser  Substitution  von  dem  jener 
subtrahirt. 

2)  Dieses  Resultat  lässt  sich  auch  auf  folgende  Arten  leicht 
geometrisch  ableiten : 

a)  Ist  (Fig.  103)  die  Ordinate  xX=^f  {x\  also 
der  Flächenraum  cCXx=  F{x) ,  so  ist  F{b)=eCBb, 
F  (a)  =  cCAa,  und  somit: 

F{b)  —  F  (a)  =  cCBb  —  cCAa  =  aABb. . 

Die  Fläche  aABb  ist  aber  die  Grenze  der  Summe 


Fig.  103. 


//W 


dx  und  daher : 


l^f{x)dx=F{b)^F{Yz). 


ß)  Bezeichnet /(o:)  die  trigonometrische  Tangente 
des  Winkels ,  den  die  Berührende  mit  der  J^Achse 
bildet,  so  ist  F  {x)  die  Ordinate  und  F  (6)  —  F  {a)  die  Ordinalen- 
difFerenz  der  äussersten  Punkte. 

Diese  ist  aber  bei  einem  stetigen  Steigen  der  Curve  gleich  der 
algebraischen  Summe  der  HöhendiflFerenzen  von  je  zwei  unmittelbar 
auf  einander  folgenden  Punkten  oder  gleich 


/  /  {x)  dx. 


3)  Erleidet  die  Function  /  (x)  für  o:  =  ?  eine  ünstetigkeit,  indem 
dieselbe  zwei  Werthe  annimmt ,  bleibt  aber  /  {x)  endlich  (zwischen  a 

und  b)  und  ist  j  f  (x)  dx  =  F  (x)  ein  stetiges  unbestimmtes  Integ 

das  in  diesem  Falle  stets  existiren  muss,  so  bleibt  die  Gleichung 


ff{x)dx^F{b)  —  F{a) 


immer  noch  richtig. 
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Denn  stellt /(a;)  die  Ordinate  der  Curvey  =/(a?)  dar,  so  ist  die 

b 

Grenze  der  Summe  j  fix)  dx  der  Flächenraum  aADD^Bh  (Fig.  104), 

da  das  Element  />/  (?)  der  Summe,  welches  zweideutig  wird,  auf  den 
Werth  des  Integrales  keinen  Einfluss  hat. 


Fig.  IÖ4. 


Fig.   105. 


e    n, 


Es  ist  daher : 

F  (b)  =  cCDD^Bh 
F  (a)  =  cCAa , 
woraus  sofort  die  Richtigkeit  obiger  Behauptung  hervorgeht 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  bei  Zugrundelegung  der 
Fig.  105,  wenn  durch  /  (o?)  die  Tangente  des  Neigungswinkels  der 
Curve  und  durch  die  ursprüngliche  Function  F  {x)  die  Ordinate  dar- 
gestellt wird.  Hier  i8t/(a?)  fttra;  =  J  unstetig,  F{x)  aber  stetig 
(zwischen  a  und  h), 

4)  Wird  aber  die  eindeutige  Function  /  {x)  an  der  Stelle  a?  =  f 
unstetig,  indem  sie  im  Allgemeinen  drei  Werthe  annimmt,  von  welchen 
einer  unendlich  gross  ist,  und  ist  die  ursprüng- 
liche Function  F  (x)  ebenfalls  unstetig,  so  ist 
obiger  Satz  nicht  mehr  richtig. 

Um  dieses  nachzuweisen ,  stelle  /  (x)  die 
trigonometrische  Tangente  des  Neigungs- 
winkels der  entsprechenden  Curve  (Fig.  106), 
also  F  (x)  die  Ordinate  dar. 


Fig.  106. 


Soll  nun  die  Summe 


//(^) 


dx   einen 


nhaben,  so  müssen  wir  diejenigenElemente     a^ 
selben ,  welche  unendlich  werden  können, 

6 

scheiden ,  d.  h.  wir  müssen  ff  {x)  dx  als  die  Grenze  der  Summe 


für  lim  3  =lime 
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S-i  b 

f/ix)da!  +  ff(x)dca 
a  l+f 

=  0  betrachten. 

S~3 


Ftlr  Fig.  106  sind  aber  f/{x)  dx  nnd  ff  (x)  dx 

a  J+J 

Höhendifferenzen  DC  und  BE  und  die  Summe  ans  beidi 
und  dem  Sprunge  DD^  =  k  stellt  somit  die  Höhendiffer 
A  und  B  dar.    Ea  ist  also  iu  vorliegendem  Falle: 

f f  (a^)  ä^ -\- k  =  F(b)~F(a) 

l8t/(^)  =.  cc  ,  F (a:)  aber  stets  stetig  (Fig.  107), „ 

Satz  noch  volle  Giltigkeit,  ist  aber  /  (g)  =  oc  nnd  F(?)  nnateüg 
(Fig.  108) ,  80  ist  derselbe  angiltig. 


".*" 


J 


t. 


5)  Aus  vorstehenden  Betrachtungen  ergibt  sich  also,  dassder 
in  1.  ausgesprochene  Satz  zur  AuilBndnng  eines  bestimmten  Integrales 
stets  Giltigkeit  bat ,  wenn  das  unbestimmte  Integral  F  (x)  innerhal 
der  betreffenden  Grenzen  reell  und  stetig  bleibt;  die  eindeutige  nm 
reelle  Function /{a:)  darf  hierbei  endliche  Sprllnge  machen,  ja  seil» 
uneDdlich  werden. 

6)  Das  bestimmte  Integral  einer  complesen  Function 

sehen  wir,  wie  das  einer  reellen  Function,  ala  idie  Grenze' 
Summe  an. 

Ist  /{x.i)  =  ^{a:)-hi^ia:), 

so  verstehen  wir  niUnlicb  unter 
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h  b 

I  f{x  fi)  dx  =^  j  {(f)  {x)  +  i^  {x)\  dx 

a  a 

die  Grenze  der  Summe 

z/  [y  (a)  +  i\p  (a)  +  y  (a  +  ^)  +  iip  {a  +//)  +  ... 
+  y  (a+  (n  ~-  1)  J)  +  !>  (a  +  (n  —  1)  z/)], 

wo  ^/  = 

n 

Statt  derselben  kann  man  aneh  schreiben : 

J  [y  (a)  +  y  (a  -+-  ^)  +  .  .  .  +  9  (a  +  (n  —  1)  J)J  + 
1^^  [V;  (a)  +  1//  (a  +  ^/)  +  .  .  .  +  1/^  (a  +  (n  -  1)  z^)l 

oder  j  q>{x)dx  +  i  j  ip  (x)  dx, 

a  a 

Ist  /  (x  f  i) ,  also  auch  y  (a?)  und  \p  (x)  zwischen   den  Grenzen 
a  und  b  reell  und  stetig  und  das  unbestimmte  Integral 

ff  {x  ,i)dx=  f[g)  (x)  +  ixfj  (x)]  dx  =  0{x)  +  iW  {x) 
also  /  9)  (o:)  db;  =  4^  {x) 

j  tfj{x)dx  ==^  ?r  (x) 

80  kann  man  0  (x)  und  ¥'  (x)  ebenfalls  als  reell  und  stetig  zwischen 
den  Grenzen  a  und  6  ansehen. 
Man  hat  daher : 


I  y>  (x)  dx  sss  ^  (b)  —  ^  (a) 


a 

b 


ijp  (x)  dx=  ¥  {h)  —  W  (a) 


a 
b 


I  ip  {x)  dx-^-i  j  tp  (.r)  dx  =^  l  f  {x  ^t)  dx 

=-  (P  (ft)  —  (P  (a)  +  i[T(h)  —  T{a)] 
=  iP  (6)  -f  ir  {h)  —  [a>  (a)  +  tr  (a)]. 

[an  erhält  somit  das  bestimmte  Integral 

b 

I  f(x  ,i)  dx,  wenn  / (x  ,  i) 

z^    >.hen  den  Grenzen  a  und  b  stetig  ist,  indem  man  in  das  unbestimmte 
st    ^e  Integral 


%''-!' 
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Kl*"  • 

V 

■  *  •  ■ 


'^*  ■•■■ 


.V 


■«., 


V 

ff  {pc  ,i)dx  =  0  {x)  -H  ir  (x) 


zuerst  die  obere,  dann  die  untere  Grenze  einführt  und  das  zweite 
Resultat  vom  ersten  subtrahirt. 

§.  112.    Sätze  Aber  bestimmte  Intefprale. 

1)  Vertauscht  man  in  der  Gleichung 

6 


ff(x)dx  =  F{b)  —  F(a)   . 


0) 


die  beiden  Grenzen  und  setzt 

a 


Jf(x)dx  =  F(a)-F(b) 


so  folgt 


V  a 

Jf(x)dx ff(x) 


dx 


(i) 


d.h.  der  Werth  des  bestimmten  Integrales  geht  durchVer- 
tauschung  seinerGrenzen  in  den  entgegengesetztenüber. 
2)  Aus  der  Gleichung 

F  {b)  —  F  (a)  =  F(c)  —  F(a)  +  F  (d)  —  F  (c)  +  F  {b)  —  F  (d) 

folgt  unmittelbar : 

b  e  d      ■  h 

f/(x)dx===ff{x)dx  +  f/{x)dx  +  f/(x)dx.    .    (3) 

a  a  €  d 

und  ebenso  allgemein : 

b  c  d  e  b 

a  a  c  d  n 

Durch  vorstehende  Gleichung  wird  der  Satz  von  der  Ein- 
schiebungderGrenzen  ausgedrückt  Derselbe  setzt  voi*aus,  dasä 
/  (x)  innerhalb  der  Grenzen  eines  jeden  Integrales  reel)  und  stetig 
bleibe. 

Wird/(a;)  flir  x  =  c  unstetig  und  ist  a  <  c  <  5,, so  kar**  "hbb 
nach  Vorstehendem  setzen : 

b  c-6  b 

ff{x)  dxc=^Um\  ff{x)  dx  +  ff(x)  dx\ 
wenn   6  und  a  unendlich  abnehmende  Grössen    bezeichnen,    iko 

limö  =  Urne  ==  0  ist. 
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Aus  f/i^)  dx  =  F{x)  +  C 

folgt  alsdann : 

h 

ff{x)  dx  =  Im  lF{c  —  S)  —  F  (a)  +  F  (6)  —  f\c  +  «)] 
=  F{b)  —  F  {a)  +  Um  \F  {c  —  i)  —  F  (c  +  *)], 

woraus  sich  leicht  die  früheren  Schlüsse  folgern  lassen. 

3)  Bezeichnet  C  eine  Constante ,  so  ist 

b  b 

fcf{x)dx  =  cff{x)dx (5) 

a  a 

Denn  setzt  man 

ff{x)dx  =  F{x) 

also  fc/{x)dx=CF  (x) 

so  wird        f  Cf  (x)  dx  ==  CF  (b)  —  CF  (a) 

a 

b 

=-C[F(b)--F  (a)]  =  Cjf{x)  dx. 

a 

4)  0&f\f  («)  ±AOc)±---]dx'='f/  (x)  dx  ± //,  ix)  dx±.. 

=^F(x)±F^{x)±... 

0 

80  ist      f[Ax)±f,ix)±..]dx^[F(b)-F{a)]±[F^{b)-F,ia)]±... 

b  b 

—  ifix)  dx±jf^(x)dx±.,. 

a  a 

5)  Ist  a?=x(y)  eine  Function  von  y,  so  ist  auch//(a;)  dx  eine  solche 
und  daher 

df/{x)dx        d]f{x)dx^  ^ 

=    :; —    z=  fix)    - 

dy  dx  dy  dy 

ff  W  %^  =  ff  (*)  ^ 

dx 

an  im  ersten  Integrale  den  Werth  /  {x)  -   in  y  auszudrücken  hat. 

tezeichnen  a^  und  b^  diejenigen  Werthe  von  y,  welche  bezüglich 
i^iTerthen  a  und  b  von  x  entsprechen ,  ist  also 

«  =  x(«i)f  *  =  x(^i) N 

z  •  Diff.-  and  lut.-Keohnnn^.  27 
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80  hat  man: 

Deou  setzt  man 

nnd  Jf  (x)  ^^dy=^F\x  (y)]  =  9.  (y) , 

SO  geht  F  (,r)  in  y  (y)  aber,  wenn  man  den  Wertb  v( 
drückt  und  «p  (y)  in  F  (x),  wenn  man  den  Wertli  voi 
druckt. 

Aus  F  [x  (y)]  =  9  (y) 


folgt  nnn  für  y  =  o, : 
oder  naeli  (wi); 
Ebenso  fllr 
oder  nach  (m) : 


/■{a)  =  y(«,). 
y  =  fi.: 
V^[Z  {*,)]  =  SP  (61) 


Dnrch  Snbtraction  ergibt  sich  hieraus: 

F(i)-/'(«)=.<p(6J-y(«,) 


Jf{x)dx  =//W^dy- 


Beispiele. 

1)  Setzt  man  a:  1/—  ^  y,  wo  a  und  J  positiv  aim 

/•_   <ir^  1_  /*_^_  _      1 

und  da  für  a;^0  auch  y  ^  0  und  filra;=(i,y  ^  ^^ai 

/(i«  l      r     du  1 

^  a  +  jp-r^/i+i-i-r«»"""" 

2 

2)  Um  das  Integral  / =-  za  bestimmen ,    ' 

7  a  4-  bcos'x 

positiv  sind,  setzo  man 

dx  1 

x^arctffy,y  =  lgx;  --=  --—- 


r 
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1  1 


ferner  cos^o?  =  —  ,    ^o    —  i    i      2' 

80  folgt : 

dy 


J  a  -^  b  cos^x       J  a 


oder  nach  §.  84.  Beisp.  35 

Da  nun  aus  jr  =  arcigy  iüi  x  '^  0  ,  y  =  0  und  für 


n 
^=  2 'y  =  ^ 


folgt,  80  wird 


n 

2' 


C        dx         /*  d'y  arctgoc  arctgO 

J  a+  b  cos^x  "^  J  a  +  b  +  ay^'~  (/^"(^"j)        |/ä~(a+T) 

TT 


2\/a{a+  b) 
b 

3)  Setzt  man  in  dem  Integrale  /  /  {ax  -{-  ß)  dx 

a 

,    /»  ,  y  —  ß    dx      1 

aa;  H-  /y  e=  w ,  also  x  — « ?  ir  =    ~ » 

80  vird 

Jf{ax  +  ß)dx  =  If/Q/)  dy 

a  a€U-ß 

Für  a  =  0  ,  b  =  1  folgt  hieraus : 

Jf{ax+ß)  dir  =  ^  |/(y)  df^ 
0  ß 

a+ß  1 

oder  //(y)  dy  «^  a  //  (ax  +  ß)  dx. 

ß  0 

tzt  man  /?=|?;a  +  )^«=g,8o  geht  diese  Gleichung  über  in; 
ff(2/)dy^  (q  —p)Jf[(q  —  p)  a:  +  p\  dx 

p  0 

ierdurch  wird  also  ein  Integral  von  den  Grenzen  p  und  q  auf  ein 
> .  dessen  Grenzen  0  und  1  sind,  zurückgeführt. 

27* 
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4)  Um  allgemeiner  ein  Integral    von    der   Form  / 

zuformen,  setee  man  ip  (x)  =  y,  bestimme  darane  x  ^  i, 
nun  wie  vorhin ,  wenn  xp  (y)  eine  eindeutige  Fanction 
sein  wird ,  wenn  die  eindentige  Function  g>  {x)  stets  wä 
nimmt,  also  ^'  {x)  sein  Zeichen  nicht  Bndert.     Hau  erhi 

J/  [SP  (op)]  dx  =y  /  (y)  ^'  (y)  dy 

vi«) 

Hat  9>'  {x)  innerhalb  der  Integration agreUEen  a  v 
dasselbe  Zeichen ,  so  wird  91  {x)  innerhalb  dieser  Grenze 
Ual  Null  oder  unstetig  werden. 

Da  y'  (a;)  i/j'  (y)  ^  1 ,  also  %p'  (y)  zugleich  mit  <p 
und  wir  immer  voraussetzen ,  dass  die  Function  unter  dem  Integraluichen 
stetig  bleibe,  so  dürfen  wir  von  dem  Falle,  daes  9>' (^)  innerhalb  d^ 
Integrationsgrenzen  unstetig  wird,  absehen.  Aendert  aun  y*  (x)  für  die 
der  Grösse  nach  geordneten  Abscissen  a^  ,  Oj  ,  Oj  ,  .  .  dm  sein  Zeichen,  wird 
diese  Function  also  Null  und  nimmt  somit  {p  (x)  im  Allgemeinen  einen  aus- 
gezeichneten Werth  an,  80  zerfallt  das  Integral  in  folgende  m-i- 1  Integrale: 

In  jedem  derselben  ist  tp  (x)  innerhalb  der  Integration sgremeu  stet* 
wachsend  oder  stets  abnehmend  und  der  Gleichung  y  ^  ff  {x)  entspricht 
daher  nur  eine  einzige  Dmkehrung  a;  <=  j/»  (y)  ,  welche  aber  für  die  ver- 
schiedenen Integrale  eine  verschiedene  ist.  Nehmen  wir  z.  B.  an ,  9)'  (x) 
werde  nur  einmal  innerhalb  des  Integration sintervalles  für  a;^m  Null,  und 
setzen : 

traft 

ff  [<f  (x)]  dx  =Jf  [y  {x)\  dx  +J/  [y  (x)\  dx , 
Inte 

/ 


so  ist  (jp  (^)  in  jedem  der  Integrale  zur  Rechten  stets  wachsend  oder  stets 

abnehmend. 

„■„   ,„Q  Stellt  nun  AMB  (Fig.  109)  die 

Cuire  y  ^  5P  (*)  dar,  so  ergibt  sich 
aus  dem  Anblicke  der  Figur,  dass  man 
für  (j  «C  iT  <C  "i  zu  setzen  hat : 


■K 


/ 


":  —  Vi  W 
•C  ft  dagegen : 


I    y     I    I X  =  %(!/)■ 

Ipf     m    -p^ji     h         ^  In  dem    ersten    der  obigei 

tegrale    ist    somit  x  =  1/1,  (y) 
e=  t/fj  (jj)  einzuführen.     Uan  erhalt  dadurch: 
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yV [tp (x)]  dx  =JfQ/)  v^i'  {y)^+Jf  (y)  ^2  iy)  ^y- 


4-a 

.2 


5)  Soll  das  Integral  //|—    (2r,  wo  a  und  p  positiv  sind,  umgeformt 


— « 

.2 


werden,  so  setze  man    -  =  y.     Alsdann  folgt:    rc  =»  +  ypy,  und  zwar  ist 
_  P  ___ 

ar  =  +  r|?y  für  ein  positives  a?  und  a;  «=  —  ypy  für  ein  negatives  a:  zu 
setzen. 

Man  erhalt  daher : 

—  a  — a  0 

führt  man  nun  in  das  erste  der  Integrale  rechter  Hand  x  =  —  }/pyi  in  das 
zweite  a;  =  +  rpy^  ^o  resultirt: 

— a  «^  0  " 

oder  wenn  man  im  ersten  dieser  Integrale  die  Integrationsgrenzen  vertauscht, 

-H»  P 


— a  • 


/ j  da?,   WO  a  und  /?  positiv 

sind,  umgeformt  werden,  so  setze  =  y.     Man  erhält  als- 

P 

bc  ~~  (t 
dann ,  wenn  der  Kürze  halber =  m  gesetzt  wird  : 

P       

a:  =  a  +  l/p  (y  —  m). 

^a  nun  y  —  m  immer  positiv  sein  muss ,  wenn  x  reell  worden  soll ,  so 

u«emach  x  =  a  -{-  Yp  {y  —  m)  für  a:  >  a,  und  x  =a  —  Ypiy  —  m) 
^  <ix  <ia  und  a;  <  0. 

lan  hat  daher  das  Integral  zu  zerlegen  in  *. 


00 


y>(-' -  2«f.+_*c]  ^ + ^^(-i^^i^ +_*«j  ^ 


—00  a 
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und  in  das  cratero  a;  ^  a  —  /j>  (y  —  m) ,  in  das 

einzuführen. 

Man  erhält  dann: 

+»  Ol 

ff  (S)  da:  =  irP  [-    f^~^L  du  H 
_„  L     J  Ky  — nt 

7)  Man  soll  dos  Integral  // U  H da:  nmf 

Setzt  man  x  -\ =  y,  so  folgt: 

woraus  sieh  ergibt,  dass  -  ^  1. 
Mau  musa  daher  setzen : 

"-I-]/?-  '■""■■ 
Das  Integral  ist  daher  zu  zerlegen  in: 

und  in  dos  erste 

2        |/    4        '• 


■l/f 
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Man  erhält  alsdann : 


A  00 


1 

2 


y 


Vf' 


<bj 


+ 


fm 


00 


-i 


+ 


y 


Kf-'j 


dy 


-fm 


y 


n-- 


dy 


QO 


-/^^w* 


8)  Um  das  Integral 


fA^\ 


dx 


X' 


umzuformen,  setze  man  ^^^^Ti  =  ^^  «^  ^*^^^'  3C'='y±}/i/ —  Vy  woraus 

hervorgeht,  dass  3^  >  1 ,  da  y  positiv  ist. 

Man  hat  daher  zu  nehmen: 

X  =  3/  +  |/y2  —  y ,  wenn  a;  >  1 , 

x  =s=  y  —  |/y2  —  3/,  wenn  a;  <  1 
und  das  Integral  zerlegt  sich  in: 


py^  "^  +^t'-^)  ■^. 


wo  im  ersten  X=y—Vy^  —  y,  im  zweiten  «  =  y  +  /y*  —  J/  zusetzen 
ist.     Man  erhält  hiernach  für  die  verlangte  Umformung: 


90  1 

6)  Aus  Obigem  und  der  bekannten  Formel 


dy 


I  u        dx  =  UV  —  I  V 


du 
dx 


dx 


^bt  sich  unmittelbar : 

6  b 

/u  -^  dx  =^  (uv)  —  (uv)  — /  V 
dx  ^      x=^  x=a  J 


du   _ 
-  -  dx 
dx 


t     •     • 


.     .     (6) 


5tch>ahlit<T  Abalbnltt. 


,  also  anch  u  nnd  v  als  stetig  toi 


darch  (ur)i^t  und  (uo)r^=a  die  Werthe  tod  uf  ang^edeate 
man  bezüglich  x  =  h  Dnd  x  ^  a  setzt 

7)  Ist  ^-^--  =  c  nnd  entsprechen  /  (x)  von  x  =  < 

Beiben  Werthe  wie  von  a;  =  c  bis  a^  =  Ö,  d.  h.  ist  /{e~ 
so  ist: 

6  e  b 

Jf  (x)  dx  =  2^/  ix)  dx  =  2^/  {:c)  dx 

«nd  ftlr  /(c  -  «)  +/(c  +*  *)  =  0 

^  wird  J/{x)dx=>0. 

Denn  da  nach  2  (4) 

Jf(x)dx^Jf{x)dx  +  ffix)  dx 

so  folgt  nach  5,  wenn  man  im  ersten  dieser  zwei  Integi 
im  zweiten  dagegen  x  <=  c  +  2  setzt, 

»  0  6— e 

J/(x)  dx  =.  -f/(c  -^)dz  +Jf{c  +  z] 

a  e-a  0 

''f/(.'-')i'  +  f.f(c  +  z)dz 
da  nun  c  —  a=6  —  c,8o  folgt  hierans  i'(ir/(c  —  e) 

^/(i)Ä_y[/(c-.)+/(e+7)]  &=2 

Setzt  man  nun  wieder  c  —  z  =  ioderc  +  «^ar,  8( 
—  iff(x)dx  —  2  ff  (x)  dx. 


r 
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Für  f(c  +  z)+/{c  —  z)==0 

h 

erhält  man :  I  f  (x)  dx  ^=  0. 


ff(') 


a 
An  merk.    Diese  zwei  Satze  lassen  sich  auch  leicht  geometrisch  nachweisen. 

Man  hat  hiemach  z.  B. 


C08X  dx  '^  Oj  weil  C(w  ( —  +  a:|  +  cos  l—  —  x]  =  0. 


0 

f 

0 

Feiner,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist, 

«  T  Sä  y 

/  sin*x  da?  =  2  /  sin!*x  dx  ;   /  sin^x  dx  =  A  j  8%v?^x  dx 

0  0  0  0 

n  ■  it  n 

n  T  2  ~2 

I  cos^x  db:  =8  2  /  cos^^x  dx  ;  /  co^x  da?  ==  2  /  co^x  dx 

0  0  jf  0 

~y 
1  coÄ^^^rr  dar  =  0;7  «n^'H-ia;  da:  =  0 

0  0 

+  0D  OB 

dx 


J  a^  +  a:^  Ja 


+  ar2 

0 

8)  Nach  der  Voraussetzung  sind  die  einzelnen  Glieder  /(a), 
/  (a  +  J)j .  .  endliche  Grössen.  Bezeichnen  wir  nun  durch  G  das 
absolut  grösste  und  durch  K  das  absolut  kleinste  derselben,  so  ist 
offenbar 

J  [/(a)  +f{a  +  J)  +  ..  4-/ {a  +  (n— 1)  -:/)]  <  wz/ö  aber  >  nJK, 

so  i  also  der  Werth  des  Ausdruckes  zur  Linken  stets  zwischen  nJG 
um  ^K  fällt  Bezeichnet  darum  M  einen  zwischen  O  und  -ff  liegen- 
dei        th ,  so  kann  man  offenbar  setzen : 

^[       '+/(a  +  J)  +  .  .  +  f  {a  +  {n—Vj  J)]  ^  nJM  =  {h  —  a) M. 

diese  Gleichung  aber  für  alle  Werthe  von  J  giltig  ist ,  so  wird 
sie  bestehen ;  wenn  man  zur  Grenze  übergeht.    Mnn  hat  daher 
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f/  (x)  dx  =  {b  —  a)  3/*) 

1  a  eine  zwischen  0  und  1  lii 
zwischen  a  nnd  b  liegenden  V 

ff  {^)da:  =  ib-a)f[a+9{b-  a}]  . 


oder  wenn  man  durch  fl  eine  zwischen  0  und  1  liegende,  also  durch 
a  +  6  (b  —  a)  einen  zwischen  a  nnd  b  liegenden  Wertb  bezetchnel 


Setzt  man  hierin/'  (a;)  statt/ (3;),  vrofix)  eine  stetige  Frmet 
von  X  sein  mnss,  so  erhält  man: 


J/'{x)dx=(b-a)/'[a+ei. 
Jf>{x)äx=f{x), 


oder  da 

/  (S)  -  /  (o)  =  (i  -  a)r  [o  +  »  (S  -  «)] , 
WO  also  vorausgesetzt  ist,  daBs/'(a;)  und/(x)  stetige  Functionen  si 
Wie  wir  aber  früher  gesehen  haben,  genügt  schon,  das3/(x}st< 
und/'  {x)  einwerthig  sei. 

9)  Ist  f{x)  zwischen  den  Integrationsgrenzen  stets  positiv  o 
stets  negativ,  so  wird  nach  der  Definition  des  bestimmten  Integrales 

Werth  I  f{x)  dx  natürlich  auch  bezüglich  positiv  oder  negativ  a 

fallen ,  wenn  A  >  a  ist 

10)  Bezeichnen  /  (x)  und  ^  {x)  zwei  innerhalb  der  Grenzen  n  1 
b  stetige  Functionen,  wo  &  >  a  vorausgesetzt  wird  and  ist  zwisc! 
diesen  Grenzen /(a;)  >  jp  (a;),  so  ist  auch 


Denn  ia/{x)  —  y  (x)  positiv  ist  innerhalb  a:  =  a  und  x  = 
ist  na«h  9 : 


jf{x)dx>jf{x)ax, 

-  <p  {x)  positiv  ist  innerhalb 
fif  (a^)  -  9  (a^)]  dx  >  0,  also //  {x)  dx>  f^  {x)  dx 
*)  £(  Ut  lekht  diage  OUiclinng  geametmcb  in  dentsn. 


r 
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11)  Hieraus  geht  unmittelbar  hervor,  dass  wenn  für  alle  Werthe 
von  X  innerhalb  der  Grenzen  a  und  b  die  Functionen  (p(x)  ,  f{x) ,  \p{x) 

stetig  sind  und  9>  (a:)  <  /  (x)  <  \p  {x)  ist ,  auch 

h  h  b 


I  qi  (x)  dx  <C  I  f  {oc)  dx  <C  I  lp  (x)  dx 


sein  muss. 

80  ist  z.  B. 


fvT^'^fv^V^^f'^ 


0  0 


da  —J=—  >  -7=—  >  1 

K^l  —  0:2         /l  —  ^i 
ist  für  alle  Werthe  von  a;  ==  0  bis  a;  =  j^.  *) 

12)  Ist/  (x)  eine  Function,  welche  innerhalb  der  Grenzen  x  =  a 
bis  X  ==  ft  stetig  bleibt  und  dasselbe  Zeichen  behält,  y  (x)  dagegen 
eine  solche,  die  von  x  ==  a  bis  x  =  ä  stetig  bleibt  und  bezeichnen  G 
und  Ä" bezüglich  den  grössten  und  kleinsten  der  Werthe,  welche  y  (x) 
innerhalb  der  Grenzen  x  ==■•  ahis  x  ^  b  annimmt,  so  sind  G  —  y  (a:) 
und  g>{x) —  K  zwischen  x  =  a  und  x  =  b  stets  positiv  und 

[G  —  9 (x)] /  {x)  und  [y  (x)  —  K]f  (x) 
von  einerlei  Zeichen. 

Es  stimmen  somit  auch  die  Integrale 

b  b 

flG  —  tp  {x)]  f  (x)  dx  und    i[g>  {x)  —  K]/  (x)  dx 

a  a 

hinsichtlich  ihrer  Zeichen  überein ,  oder  man  hat  beziehungsweise : 

b  b 

G  f'fix)  dx  —  f(p  {x)f{x)  dx>0 


a  a 

b  b 


und  f(p  (x)f(x)  dx  —  Kff{x)dx>0 


a 
b 


Gff{x)dx>  ftp{x)f{x)dx 


I 

I      n. 


)enn  2:<J,«*<l,x<<j:«,l-^j:«>l— ^*;  ferner  l-a;«<I,   p-    ^>l 
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und  fg>  {x)f{x)  dx>K  ff{x) 


dx 


b 


also  G  ff  (x)  dx>fq>  (x)f{x)  dx>^Kff{x)dx 

a  a  a 

Hiernach  liegt  also 


/ 


& 


a 
h  b 


zwischen  G  1  f{x)  dx  und  K  1  f(x)  dx 

und  man  kann  darum  setzen: 

b  b 

I  g>  (x)f{x)  dx  =  M  I  f{x)  dx 


a 


WO  M  einen  Mittelwerth  von  y  {x)  zwischen  x  =  a  und  a;  =  ä  be- 
zeichnet.   Setzt  man  deshalb 

wo  0  <  ö  <  1  ist,  so  hat  man : 

b  b 

f(p  {x)f{x)  dx^(f\a  +  e{h  —  a)]  ff{x)  dx. 

a  a 

An  merk.    Setst  man  in  dieser  Gleichung 

j  w 

wo  also  1//  (^)  ebenfalls  stetig   ist  Yon  ^  =  a  bis  a;  »s  ^  und  =  /  {x)    nach 

9>  (^) 
Obigem  dasselbe  Zeichen  innerhalb  dieser  Grenien  beibehält,  so  folgt: 

&  h 


oder  wenn  man 


j  xjf  {x)  dx  =  <P  {x)  ;  xf,  {x)  =  *'  {x) 
Cf  {j^)  dx^  F  {^x)  ;  /  (jr)  =  J5V  (^) 


setzt , 

tf>  (^)  —  ^  (o)  __  <P^  fg  +   e  (Ä  —  a)] 

worin  wir  den  in  ^.  40  entwickelten  Satz  (2)  erkennen. 

Diese  Gleichung  setzt  nach  Obigem  Toraus,  dass  d>(a;)  ,  *'  (r)  ,  F  {x)  und  -  W 
innerhalb  der  Grenzen  x  ^^  a  hiR  x  =  b  stetig  seien  und  ausserdem  P  {x)  %^'  <& 
a  und  ^  sein  Zeichen  nicht  ändere. 


r 
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13)  Für/(a:)  =  1  folgt  hieraus 

I  g)  (x)  dx  =  g)  [a  +  ß  {b  —  a)]  j  dx 

^  {b  —  a)  <p  [a+  9  {b  —  a)]. 

14)  Hat   y   innerhalb    der    Grenzen    x  =  a   bis   a  «=  c    den 
Werth  /  {x) ,  dagegen    yon  x  =  c  h\s  x  =  h  den  Werth  F  (x) 

h 

yfo  a  <C  c  <Cb,   und  soll  man    das  Integral  /  ^  ^  bestimmen,  so 
setze  man : 

beb 


I  ^dx  «^  I  ydx+  j  ydx 

a  a  e 

c  h 

=  ff  (x)  dx  +  /  ^  (a?)  dx. 


QO 


15)  Unter  1  f(x)  dx  Tersteht  man  den  Werth  von  Um  //(x)da?  fllr 

a  a 

b 

ein  unendlich  wachsendes  b  und  analog  unter  /  /  (x)  dx   den  Werth 


OD 
b 


^hnff{x) 


Im  I  f  (x)  dx  9Xx  a  =  oo. 


a 


Hiemach  findet  man  z.  B. 

OD 


/  e'''dx  =  e^^  ;  /  er^dx  c=  oo. 


a  —  00 

üebereinstimmend  damit  ist : 

+40  b 


I  f{x)  dx  =  Um  I  f  (x)  dx  tur  a  =  oc  f  b 


00. 


An  merk.     Ob  in  vorstehendem  Falle  das  Integral   endlich   oder  unendlich 
tnsfillt,  ISsst  sich  in  manchen  Fällen  durch  nachstehende  zwei  Sätse  bestimmen: 

«)  Bleibt/(^)  endlich  zwischen  a  und  -f~  ^^  ^^^  istfür  x  >  b  >  a 
r         ■  >solutwerth    Ton    x^f  (x)  <.  k^    wo   fi  >>  1    und   k   eine    beliebige 

X 

ve   Zahl  beaeichnet,  so  ist  lim  /  f  {x)  dx  endlich  für  Um  x  =  oo. 


ist  lim  Cf  {x) 


a 
Behält   f  {x)    einen    endlichen   Werth    und    dasselbe    Zeichen 
len   a  und  -f"  ^^  ^^^    ^'^  ^^'   x  >  b  ":>  a    der  Absolutwerth  Ton 

'^  ^.  k,  {n  <  l),   so   ist    I  f  (x)  dx  unendlich. 
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Die  Richtigkeit  dieser  Sätze  kann  auf  folgende  Art  nachgewiesen  werden: 
a)  Man  hat 

j'f  {x)  dx  =  T/  (a:)  dx  +    h  {x)  dx. 
a  a  b 

Das  erste  dieser  Integrale  ist  bekanntlich  endlich  und  da  der  Absolutwerth  d« 
zweiten 

dz  oder  ■<  i -■ 


J  ^ 


n  —  \  V*»— 1        ar« 


^1 


oder  für  x^=oOf<C  ~ iVTn— i  ***'  ***  ^'  ^^^^  dieses  endlich. 

ß)  £8  ist  wieder    x  b  z 

yV  {x)  dx  =    //  ix)  dx  +    ff  (x)  dx 


und  da  der  Absolutwerth  Ton 


X  X 

Pf{x)  dx>  h    Cx-ndx, 


also  je  nachdem  fi  <:  1  oder  n  =:  1  ist, 

>  — >— '-   oder  >  kl  -. 

1  —  n  b 

ausfallt,  also  in  beiden  Fallen  fUr  lim  x  =^  oo  unendlich  wachst,  so  ist  /  /  (a:)  dx 

o 

selbst  unendlich. 
Nun  ist  aber 


Jf{x)dx^^Jf{x 

OD  a 

und  wenn  man  a;  =  —  y  setzt, 


)  dx 


/*/  (z)  dx  =  -y/  (-  y)  dy jf{-^  X)  dx; 


— a 


— a 


femer 


f{x)dx  ^   I  fix)dx  +   I  f(z)dx 

—  OD  _09  0 


also  können  obige  Sätze  auf  jedes  Integral  angewendet  werden,   in  welchem  eine,  oder 
beide  Grenzen  oo  werden. 


So 


ist  z.  B.    /%-** 

ü 


dx  endlich,  weil  a?»«-«'  •<  k,*) 


*)  Denn  setzt  man  nach  §.  50.  Beisp.  3 


n  — <k3 
a;  e 


x^  x^  x^ 


n 


SO  folgt  für  ein  gerades  n: 


12         --- 


9  ^"  ^ 

ar» 


(F)' 


ii]' 


r 
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« 

b 

16)  Wird  /  {x)  für  die  obere  Grenze  b  des  Integrales  /  f{x)  dx  un- 

a 

endlich,  ist  also/(^>)  =  oü,  bleibt  die  Function  aber  zwischen  a  und 

h  endlich ,  so  setze  man 

b  bs 

ff  {x)  dx  =  Um  ff  {x)  dx,  für  ImS  =  0. 

a  a 

Wächst  das  Integral  rechter  Hand  mit  unendlich  abnehmendem  S 
unbegrenzt,  so  ist 


I  f(x)  dx  =  oo, 

a 

nähert  sich  dasselbe  aber  ndt  unendlich  abnehmendem  S  einer  endlichen 

h 

Grenze,  so  ist  /  /  {x)  dx  selbst  endlich. 

a 

Wird/(a)  =  cx),  so  ist  analog 

b  b 

ff{x)  dx  «:  Ihn  ff  {x)  dXf  für  lim  «  =  0. 

17)  Bleibt  f(x)  zwischen  x  =*  a  und  x  =  b  endlich,  ist  aber 
/(5)  =  oc,  ferner  a  <^c  <Cb  und  für  c  <  x  <  ä  der  Absolutwerth 

b 

Ton  (ft  —  a:)«  /  (aj)  <  fc  ,  n  <  1 ,  SO  ist  j  f  {x)  dx  endlich. 

a 

Denn  es  ist: 

beb 

ff  {x)  dx  ^  ff  {x)  dx  +ff  (x)  dx. 

a  a  e 

Da  nun  das  erste  dieser  Integrale  jedenfalls  endlich  und 

[(6_x)«/(x)]<Ä: 
ron  X  =  chis  X  =  b,  so  ist  der  Absolutwerth  des  zweiten  Integrales 


< 


^^  A         ^    ^  iP    —  ^)^"'" 


/kdx         , 
r-  oder  <^ 


1  —n 


all  n  endlich. 

b 


.iti.t//(.)^  selbst  endlich. 


J  /l  —x' 
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Beispiele, 
ist  eudlicli ;  denn  man  liat 

^ \ 

""  fT^^x'  ~  (1  — i; 

<l,c 


*)  /  7=^.— =^  ,r^-,=  iit  endlich 
J  KCl  —  i')  (1  —  tV) 


(1  +  i)*  (1  - 

8)  Bleibt  f{x)  zwiechen  a:  ^  a  und  x  =  6  enülicb,  istaDei 

=  oo,  80  ist  |/(a:)  dx  =  oc,  wenn  flir  alle  Werthe  von  i,  RH 

B  c  <  a:  <  fr,  wo  «  <  c  <  6  ist,  (Ä  —  x)-/(a;)  ,  (n  >  1),  dä- 
Zeichen  and  absolnt  genommen  einen  Werth  behält,  der  grösser 

>enD  setzt  man 

das  erste  dieser  beiden  Integrale  jedenfalls  endlich  und  da 

valaba  1  /  (x)  dx  >  val  abs  fy r-  da:, 

J  J  [b  —  x)" 


am  >  1 ; 


f^^-^^ 


r  n  =  1: 


xf 

I  (b  -  x)- 


r  ar  =  6  in  beiden  Fällen  fr- ^  dx  =  oo  ist. 

j  (b  —  xY  > 


r 
I 


80  ist  auch 
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I  /  (x)  dx  =  oc. 

a 
b  a 


Da  ff{x)  da?  ==  —  ff{x)  dx 


h 

b  b  a 

und  //(^)  ^  =  ff{^)  ^  —  ffi^)  ^» 

a  0  0 

80  können  vorstehende  Sätze  auch  in  Anwendung  gebracht  werden, 
wenn  die  Function  nur  für  die  untere  Grenze  und  wenn  sie  für  beide 
Grenzwerthe  unendlich  wird. 

19)  Wird/(x)  =  oo  für  X  =  c,  so  setze  man,  wenn  a<Cc<Cb  ist: 

b  c—d  b 

ff  {x)  dx  =  Um  ff  {x)  dx+   ff  {x)  dx, 

a  a  c-j-e 

WO  foi  (f  SS  0  und  Um  C  SS  0. 


Beispiele. 

1)  Es  sei  n  ein  positiver  echter  nicht  redudrbarei  Bruch ,  dessen  Zähler 
und  Nenner  ungerade,  a  und  ^positive  Zahlen;  man  soll  den  Werth  des  Inte- 

grales  /  —  untersuchen. 

— a 

Da  für  X  =  0  die  Function  -    =  oc  wird ,  so  setze  man 

+b  —d  b 


/dx  Pdx         ,     Cdx 


— a  — a  « 

für  Umd  ■=»  Km«  «=  0. 

Das  entsprechende  unbestimmte  Integral  ist  aber und  da  n  die 

F  —  --  hat,  wo  a  und  h  ganze  Zahlen  bedeuten,  so  ist 

2a  +  1  ^  2j6  —  a) 
^'^  26  +  1  ~     26  +  1   ' 

unbestimmte  Integral  bleibt  daher  immer  reell  und  nimmt  für  —  x 
d         ,^n  Werth  an ,  wie  für  +  a),  man  erhält  daher: 

-     ^\S.-  und  Int.-Recbnang.  28 


Sachtcbnttr  Abacbnitt 


ß 


-'»l-n 


weil  lim    —    — ^1  =  0. 

Ist  n  ^  1  und  lässt  man  den  übrigen  Theil  der  VoransBeteung  be- 

stehen,  so  wird  iäTlimä^lime^O:Um  — ^  oo  —  oo,  aliooii- 

bestimmt.      Das  Integral  hat  daher  in  diesem  Falle  keinen  beatimmtn 
Werth. 

2a 
Hat  n  die  Fonn  ■    ■ -— - ,  also  1  —  n  die  Form 

_   ^«_  _  2  (6  —  a>^M 
26  _|_  1  2fi  +  1        ' 

so  nimmt    dae  unbestimmte  Integral  für  —  x  und  +  x  entgegengesetib 
Werthe  an  und  man  erhält: 
b 

P' 

Für  n  <^  1  erhält  man  daher : 

b 

/dx  ^  g'-"  +  &'~" 
_      "^  '"" 

Für  n  |>  1  dagegen ; 

rdx 
_./^  =  "- 
2)  Eb  sei  das  vorige  Integral  für  n  =  1  oder  I  —  zu  bestimmen,  wo 

a  und  b  positive  Zahlen  bedeuten. 

Da  für  X  =  0  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  unendlich  wird 

und  das  unbestimmte  Integral/ — ,  zwei   veiscbiedene  Formen  2  (x)  und 

l  ( —  x)  annimmt,  je  nachdem  man  x  positiv  oder  negativ  w&hlt,  'so  «etie 


/?--/?  wt 


In  dem  ersten  dieser  Integrale  nehme  man  nun  l  ( —  a;),  i- 
{x)  als  Werth  des  unbestimmten  Int^prales  an.     Man  erhilt  alsd' 


n 


=  lim  {IS  —  la  +  lh  —  U) 


r 
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Der  Werth  des  Integrales  hängt   also  von   dem  Verhältnisse  ab,  in 
welchem  d  nnd  €  sich  der  Noll  nähern. 

Für  d  *=  e  findet  man  hiemach  als  sogenannten  Hauptwerth :  l  — 

a 

20)  Ist  a  <  c  <  (f  <  ß  <  6  und  werden  f(c),f{€t)f/  (e)  un- 
endlich y  so  setze  mau : 

b  e — u  d — «j  e — *5 

ff  (^)  dx  =  Um   ffipc)  dx  +  limff(x)dx  +  Irm  ff{x)  dx 

b 

•^  Um  I  f  (x)  dx. 

Beispiele   über   bestimmte    Integrale. 

x»  cir  «  — -—  +  C. 
n  +  1 

80  folgt  für  ein  positives  w  +  1 : 

1 


/a^dx^= — -— r 
n  +  1 


0 

_  1 

-  =  3c  für  x=  1 


/dx  1 
-SS  arcsinx  +  C,  aber  --.      - 
/l  —  x2                                          j/l  — 


x« 


wird,  so  setze  nach  $.  112.  16; 
1  i-d 


/— ^^rr^rrn  =  Ztm  /  -. "  =  Um  [oTC siTi  (1  —  J)  —  orcwi  Ol  =  — 
/l  _a:2             J  /i  _  a:2  J        2 

0  0 

/da: 
— _— ^  =  arctgx  +  C, 

/cfet                  r     dx 
T— 1 5  ■=  /tw  /  - — ■ « ,  für  &m  a?  =  oo , 
l  +  oc^            J   l  +  x^ 


7t 

gloo  s=  lm(arctgx  —  arctgOi)  b=  -• 

4)  Nach  §.  85.  b.  Beisp.  4.  {ß)  ist 

r       dx  |/a2  _  ^2 

4-a 


.      — =:r-     ZU    bestimmen,     berücksichtige     man,     dass 
r  ö^  —  a:^ 

-7_  X?  'wird  für  o?  =  +  a  und  dass  —  arc  tg  l.^ fL  nicht 

Vc  X 

8t€  '"*'  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  ,  indem  dieser  Ausdruck  alle 

28* 


1 .  f 


•ff.N- 


1 
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n 


7'. 


Werthe  von  0  bis  —  durchläuft,  wenn  x  von  —  a  bis  0  wächst,  dagegen 


n 


alle  Wertfie  von  —  -  bis  0 ,  wenn  x  von  0  bis  -f-  a  wächst  und  somit  für 

TT        .        ^ 

X  =  0  unstetig  wird ,  da  dessen  Werth  hier  plötzlich  von  +  „  *^ ""  Ö 

überspringt ,  also  zweideutig  ausfällt.   Das  fragliche  Integral  wird  somit  am 
sichersten  dadurch  ermittelt ,  dass  man  setzt : 

-j-«  -|-ß — i  0 — ^1  a — d 

/dx  ^.     r       dx  ^.     f       dx  t    ,'     f      ^ 

y^a^  -  :r2  J  f/a^  —  x^  J  \/ a^  —  x'^  J  ^  a^  -  ^ 

arctg ^ — - — |-  arctg  - 


*"[- 


+  arctg 

n        n 


—  arctg 


-  («  -  ^) 
Va^  —  (a  —  S]' 


a—d         J 


An  merk.     Setzt  man  nach  §.  84.  Beiap.  34.: 


r        dx         _ 

J    l/a«  —  x^  ^ 


X 


80  folgt  unmittelbar 


aresin f-  C, 


/ 


dx 


4a)   /  r_.      2  ^*  arctg x^  also 

Ar 

^  BS  arctg a  +  arctga  =  2arcf^a 


/ 


1  +  a:^ 


— a 


Anmerk.    Hätte  man 


■/t 

1 


<^2;  1 

-, — t  =  —  aretg  —  geseilt ,   so  würde   man  ein 

+   iC  X  ' 


falsches  Resultat  —  1  arctg  —  gefunden  haben,   was   seinen   Grund    darin   hat,  diM 

a 

—  aretg  —  für  «  =  0  zweideutig  wird. 


5)  Nach  § 


.  83.  2.  ist  r 


» — ax 


e-'^dx  «-»  — 


a 


+  e,  folglich 


00 


/ 


e~^dx  ■•  -,  (wenn  a  >  0). 


6)  Nach  S.  84.  Aufg.  30  ist 


/ 


xdx 


f'a^ 


=  —  Va^  —  x^  +  f. 


X' 
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l'm  nun 


/xdx 
-j— :  ZU  beetimmen ,  berücksichtige  man ,  dass  für 
V  O?'  —  x^ 


X 


X  =  a 


'  j/fl2  —  x^ 


oo 


wird  and  setze  darum : 

a  a — 9 


f-^^M^  ==  lim  f-^—  =lmi[- |/a2_ («_rf)2  +  /«2 _ o'i]  =  «. 
J^a^  —  x^  J  ^a^  —  x^  ^  V         V  -r-r  j 


7)  Nach  §.  83.  2.  ist 


und  man  hat  daher : 


f— 


dx       a 


Ix 


la 


+  C 


a—  1 


/af'^dx        a  1  a  — 

X  la        la  la 


n 


8)  Es  sei  /  8w?^xdx  zu  bestimmen. 


Nach  S.  104.  5.  (14).  ist 


sin^^^x  C08X        2n  —  1 


4- 


2n  •         2n 

und  man  erhält  somit,  wenn  2n  ^  1  ist, 


/-^'"^ 


dx 


7t 
% 


n 


/  8W?^X 


dx 


2n~'  1 
2n 


I  8vr?^'-^x 


~~^xdx 


0 


n 


2n  —  1       2n  —  8 
~~2n         2 


(n  —  l)J 


s 


2n  —  1        2n 


2n 


2n  —  3         2n  —  5     T  .  .^g     , 

T-;: \  •  TT-? ^^  I  stn*'*'~^xdx 

2(n  — 1)     2(n— 2)J 


2 


2^^_2  2n  ^.2n^ 5       2n-{2m  +  l)f 


(2m  +  l)r 
n  —  m)  ./ 


«m  +  2  «=»  2n  ,  m  =  n  —  1  folgt  hieraus ; 
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[<«r. 


t 


t 


n 
"2 


/  8in^**xdx  = 


2n—  1       2n  —  3 
2n      '  2 


9K 
1 


in  —  3  1      /* 

(n-T)     ••2-iy^- 


n 


_(2n— l)(2n—  3)...5.3.  1     tt 
2n  (2n  —  2)  (2n  —  4)  .  .  .  4 .  2  '  2 ' 


9)  Es  sei  /  sin^'^-^^x  dx  zu  bestimmen. 

0 
Nach  Obigem  ist: 

fsin'^^x  d^  =  -^  sifpo^jx  _^ 


2n 


folglich ,  wenn  n  positiv  ist  : 

J  2n  + 

0  0 


2n  +  1     ^  2n  + 


-fsirfi^^x 


'  ^a:da: 


dix 


2n 


2  (n  —  1) 


ff 


2n  +  1       2n 


——  I  sin?^^x€lx 


=  _2«  _  ^  2  (n  —  1)     2  (n  —  2) 


n 

2 


2n  +  1       2n  —  1         2n 


—  2)  r     ^ 
3^  I  stn^-^xdx 


2n 


2(n  —  l)     2(n~2)  2(n~w) 


91 

"2 


»  —  2)  2(n  — w)       f   , 

2n+l       271  — 1    '    2n~3     ''' 2V-:::(2m=rT)y"''      '^''''^• 

Für  2m  +  1  =  2n  —  1  folgt  hieraus :  ^ 


n 

"2 


/ 


Mn^*+i  X  dx  = 


2n 


2  (n  —  1) 


2n  +  1       2n 


-1)  2    /•. 

—  1    •  •  •  87  "' 


«na;  dir 


^      2n  (2n  -  2)  (2n  —  4)  ...4.2 
(2n  +  1)  (2n—  1)  (2«  _"  8)77573' 


00 

10)  Es  soll   /  e-^sin'^'xdx  bestimmt  werden. 

A 


Nach  §.  104.  19  (86)  ist 


/ 


f^^^sinP^x  dx  =  — • 


e-^^sirC^^x 


a^  +  m^ 
,    m(m  —  l)  r 
+    a^ +-~r  J  ^-""'sin^^'^  dx , 


{asinx  +  mcosx) 
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und  weil  nun  bei  einem  positiven  a  für  a?  =  oc  ,  c""***  =  —  =  0 ,    aber 

m^^x  {asinx  +  mcosx)  nicht  00,  dagegen  für  at  =  0  auch  sin^^^^x  =  0 
wird ,  80  erhält  man  für  m  ^  1 : 

CD  00 

fe-'^sinr'xdx  =  — p-^^^  fe-<^9ifC^^x  dx. 
J  a^+  m^  J 

0  0 

Ist  m  gerade  und  =  2n,  so  folgt  hieraus  1 
00  00 

fe-^sm^xdx  =  ^"l    .    /7xV  fe-^sin^^-^xdx 
J  a»  +  (2n)2  J 

0  0 

^n  (2n  -  1)    (2«:z:2H2n  -  8)  r 
~    a^  +  (2n)2   •      a^  +  (2n  -  ^f  J  ^ 

2n  (2n  —  1)     (2n  —  2)  (2n  —  3)     (2w  —  4)  (2w  —  5) 
""    a2  +  (2»)2    '     «2  ^  (2n  —  2)2     '     a»  +  (2n  —  4)2"     *  '  ' 

(2n-2r)(2n-2r-l)    r%^,^,,.+i;^  ^ 
a2  +  (2n-2r)2         J  «      «^  ^^• 


und  für  2n  —  2  (r  +  1)  ='  0  oder  r  =  n  —  1  hiemach : 

/*    ^  .  j^ 2n  (2n  —  1)  (2n  —  2)  .  .  .  2  .  1 r  _ 
^   ^n  xdx-  ^^2  ^  ^^^^2]  [^2  +  (2n  —  2)2]  .  '.[a'  +  4]J  ^  "^ 

_  2n  (2n  —  1)  (2w  —  2)  .  .  .  2  .  1       _     1 

~  [a2  +  (2n)2]  [a2  +  (2n  —  2)2]  .  .  [«2  +  4]  '  a' 
Istm  ungerade  und  =  2m  -|-  1^ 9  so  findet  man  auf  analoge  Weise : 

/^^•„^,^j,  (2«+l)(2«)(2n-l)...3.2      T 

0  0 

oder,  da  nach  §.  104.  18.  (33a:) 

6"^^  {asinx  +  cosx) 
äH-"l 


/ 


e-^sinx  dx L_.-S!!p^-'-3i:^^!:!2  +  c, 


QO 


also  l  e""^ sin X dx  =^ —K—, — r    ist, 

J  a2+  1 


0 

OD 


/;-««V+t  xdx^  (2n+l)2n(2n-l)...8.2 1__ 

P_|_(2n+l)2]ra2+(2»  — l)21..[a2+32]    a^  +  l 

C 

Nach  §.  100.  Beisp.  5  ist 

/  a^e-'^dx  =  —  af^e"^  +  n  1  x^^^e^^dx 

VL        .  uei  n  >  0  sowohl  für  a;  =  00  als  auch*  für  a?  ==  0  ,  a:"  e~^  =  0 
K       --  «Thftlt  man ; 
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00  oo 


0  0 

00 


,=  «(«-!)/' 


diJ^^'e""*  dx 

0 


00 


=  n  (n  —  1)  (n  —  2)  . ..  (n  —  m)  /ar»-<'^*>«--'dir 


oder  für  ?w  =  n  —  1 : 


00 


fx^'e-^dx  =  n  (n  —  1)  (n  —  2)  .  .  .  3  .  2  .  1  fe^^dx 

0  0 

=  n  (n  —  1)  (n  —  2)  .  .  .  3  .  2  .  1  =  »! 

12)  Nach  §.  97.  8.  (7)  ist 

r     od^dx af^^  /l  —  x^        m  —  1  f  a^^^doc 

J  f/r—  x^~  ^  ^     J  yi—  X 

folglich  wird 

1  1 

—  1  r  x^^'^dx 


r     ü^dx     m  —  1   r  x?^^  dx 

J  /l  —  P  w     J  Vi  —X 


Bian  hat  daher  für  ein  gerades  m  =  2n: 

1  1  1 

r  ^''dx 2n_—  1    r  x^"^^ dx  _  2n  —  1    2n  —  3  fx^^ 

0  0  0 


=  2n  —  Jl    2n  — 3    2n  —  5  2n  —  (2r  —  1)  f^^^dx^ 

2n      *  2n  —  2  '  2n  —  4  *  '  '   2n  —  (2r  —  2)7  j/r_r~i^ 

0 

oder  wenn  man  2n  —  2r  =  0  ,  r  =  w  setzt: 

1  1 

/x^'^dx     __  (2n  —  1)  (2n  —  3)  (2n  —  5)  .  ._^  .  3  ^  f      dx 
|/fI^^p2  "         271  (2n  —  2)  (2n  —  4)  .  .  .  '6  .  472       J  l/T^HT 

ü  0 


1 


1 

/dx  7t 

—7-zz=^^-  =  ^ ,  auch : 

0 

1 
f  ^^x (^2n  —  1)J2m^  --  3)  (2n  —  5)  .  .  .  5.3.1    . 

./  i/r— ^^"^  "  " 2n  (2n^^2y(2n  —  4)  .TTöT 4T2         2 

ö 


r 
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Für  ein  ungerades  m  =  2n  -f-  1  ergibt  sich : 


Vi  -  ;r2  ~  2ir+~iJ  j/r-"^ 


2n 


0 


2n  —  2    2n  — 


1 


2n  +  1    2n  —  1    2n 

oder  für  2n  ==  2r  ;  r  ==  n : 
1 


4  2n  —  (2r  —  2)  f^^ZI-!^ 

3---2n  — (2r— 3)./     j/tlT"^' 


/j.ait+1^    _        2n  (2n  --  2)  (2n  —  4)  .  .  .  4  .  2 T      arda: 
7n^'^2  ~  (2w  +  1)  (2n  —  l)T2n  ~  3)  .  .  .  3 . 1./  /rL.  ^2 


oder  da  nach 


«>/7Ä 


.2 


1  ist,  auch 


2n  (2n  -  2)  (2n  —  4)  .  .  .  4  .  2 


+  l)(2n—  l)(2n— 3).  .  .  3  .  1 


+& 


13)  Um  / 7 ,  für  a  >  Ä  >  0  zu  bestimmen,  setze 

man: 

ar  =  6co«y  ;  /ft^  —  x^  =  Vb^  (1  —  co^^y)  =  bsing> 

dx 
also  ,     =  —  bsino) 

d^ 

Da  nun  für  ar  =  —  b  ,  cosfp  =  —  1 ,  also  tp  =^  n  und  für  a;=  4"  ^? 


cos 


f  dx 

y  =  1 ,  also  y  =«  0  wird ,  so  geht  I  _  --_-^^Tr-^r^—  über  in : 

—  6 


71 
2 


C  — b  Sirup  dfy  r  d^  T  d(p 

J  (a^  —  b^cos^y>)  bsinif       J  a^  —  b^cos^^  J  a^  —  b'^cos^g) 


Es  ist  aber 


f  ..^_  J9      _  .1  fi 1 _^. ^i._.  _ .]  ^ 

J  a^  —  b^os^tp        2a J  \a  -^  bcos^        a  —  bcosfp] 


oi 


J.  104.  13,  27: 
d^ 


«2  _  i2  L 


— JT^I  +  '"■''^  1^   o 


iK:-=ili] 
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oder  nach  E.  T.  $.  18: 


/rfy  1  ^    2y    a+  b    '     "^  2y   a- 

«*  —  i*a)«V        «  /a«  —  6»         ^  .         .    9\/a—b       w\  /o+ 


^ 


oder  da 


l—tg 


f. 

2  1 

•2^9»' 


if. 


f^ 


dg) 


und  daher: 


2  /l  2«      \*) 

b^cos-^  -  «-?^f^ii  "'•'''^  I2  ^  *  y^^ 

2                          ato^o) 
=  ; -z^  arctg     ,  


71 

"2 


rrfy  2  TT   TT 


ff 


'►f 


§.  113.    Angaben  zur  Uebun;. 


1 
1 

2)  r>^a:  rfa;  =  ? 
0 


^)/l 


Aufl.     3  -• 

4 


Aufl. 


•  Aufl. 


i»-4 


dx  =  ? 


Aufl. 


1 


Andeut    Yergl.  §.  84.  Aufg.  15. 


0  f-A=  -  -  ? 

V  ajl'l  —  fix 


Aufl. 


TT 


Andeut    Tergl.  §.84.  Anfg.  25. 


*)  Denn 


+ 


i/ii 


a  +  b  _  /««  —  **  _L  /«*  — _  *' 


a  4-  Ä 


+ 
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a 

''^  ?  Aufl.     a. 

.2 


/*      xdsc 

J  V^T^''^^ 


0 

Andeut.     Yergl.  §.  84.  Anfg.  30. 
1 


'>/ 


arcsinx(ix  =  ?  Aufl.     —  —  1. 


0  < 

Andeut    Vergl.  §.  106.  2. 


«>/ 


äse  ^  K      c\       ^ 

— -^  =  ?  Aufl. 


^2ax  -  a:2  2 

Andeut     VergL  §.  97.  10.  (16). 
a 

9)     r  ,_^-__::r  =  ?  A  U  fl.        ^ 

J  a:  K  2aa;  —  a:^  « 

Andeut    Vergl.  §.  97.  10.  (15). 


10)  r|/2^^^"^'2  ^  =  ?  Aufl. 

0 

Andeut    Yergl.  {.  97.  11.  (17). 


TIC?' 


n 


■■)/ 


e«» *ccw a:  da:  =  ?  Aufl.     t — 1. 

0 

Andeut     Yergl.  §.  83.  2.  a. 
1 


IIa)  /  of^lx  efcc  «=■  ?  (wi  positiv). 


0 

1 

Aufl. 

{m 

^  + 

1)*" 

An 

deut 

Setzt 

man 

in  §.  85. 

a.  1. 

M    i 

^  Ix 

dv 

'    dx" 

=  «r"* 

du 

1 

arw+l 

io  folgt: 

af^lx  dx  =■  : — -   —  / 1 — r  <ir  =   - 


^  _  /* 

i     /; 


A^t  nun  vorerst  zu  bestimmen,   was  aus  diesem   unbestimmten  integrale   fOr 
X  'ird.    Da  der  erste  Theil   fttr  :z;  <»  0  unter  der  unbestimmten  Form   0  .  oo 

Ix 

en  so  setzen  wir  x^^lx  =  — ;— .t;  ^«id  erhalten  dann  als  wahren  Werth: 

a;— (wH-i) 

I 


—  («  +  1)  x-iP^V        (w  +  1)  a:-<'»+l)         m  +   l 
de]  '^  in  Null  übergeht  u.  s.  w. 


-  .   V 


1 
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!r 


• 


l 


n 

2 


0 


dx 


Aufl. 


TT 


An 

n 
~2 


deut.     Setze   /  eoa^xdx^^  i  1  0   "^  co»2x)  dx  >==  \x  -^  \9in2x. 


13)   fcot^'^x  dar  =  ? 


j  (2n  —  1)  (2n  —  3)  (2w  —  5)  .  .  .  5  .  8  .  1     n 

^    '  2n  (2n  —  2)  (2n  —  4)  .  .  .  6  .  4  .  2         '  2 ' 

An  deut.  Vergl.  {.  104.  6.  (16)  und  obiges  Beisp.  8. 

14)  fcos^'"^^xdx  =  ? 

0 

A    fl  2n  (2n  —  2)  (2n  —  4)  .  .  .  6  .  4  .  2 

^  (2n  +  1)  (2n  —  1)  (2n  ^^^^37 .  .  .  5  .  3  .  l' 


n 

a 


Aufl. 


2n(2n—  1)  (2n  —  2)  .  .  .  2  .  1 


[a^  +  (2n)2]  [a^  +  (2;» -  2)«]  [a^  +  (2n  —  4)2] . .  {a'^+2^)    a  ' 
An  deut.     Nach  §.  104.  20(37)  ist 

00  00 

«*  +  (2f»)«  y 


9V 

2^ 


Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  gelangt  man  zu  dem  Integrale 

an 


/r-axdx  = 

n 
2 


OD 


16)  r 


e-^  co8^''-^^x  dx^? 


2" 


II  (2n+  0  2n(2n—  1)  .  .  .  3  .  2.  I 

[a2+(2n+ 1)^]  [a2  +  (2n  ~  1)2] ..  .(«2+  3' 

A  n  d  e  u  t.     Verfährt  man  analog  wie  vorhin ,  so  gelangt  man  s  '  * 

an 

/  0—f*xeoaxdXf    wofür  man   nach   §.  104  (38) 5 — r—  erhält. 

J  «»4-1 


a% 


+-1 

1  n 


2 
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17)  fe'-""'smbx  dx  =  ?  Aufl. 


a2  +  ö^ 

0 
Andeut.     Nach  §.  104.  IS.  (33a)  Ut 

/e — <»* 
e—<txtinbx  «te  =  —   -s— T~~i«  (ßsinöx  -j-  beosbx). 
a*  4-  *» 


» 


»)/ 


18)  /  e^'^cosbx  dcc  =*=  ?  A  ufl. 


a^  +  b^ 

0 
Andeut.    Nach  §.  104.  t8.  (33)  ist 

e-axeotbx  dx  = TX"*«  C***^**^  "~  öainöx). 


n 
Y 


19)  r_^ ?    a)fllra  — J>0;    /?)ftlra>6>0; 

'  J  a  +  bcoax 


0 

y)  für  6  >  a  >  0. 


*""•   ")  7  •  "'  j75^.  ""*  l/'-i"^^ 


Andeut  a)  N«ch  §.  104.  13  (26).  /3)  Nach  §.  104.  13  (27).  y)  Kach  §.  104.  13  (28). 
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Differentialquotienten  bestimmter  Integrale. 
§.  114.    Entwlekelmifp  des  Yerfiilireiis. 

b 

1)  Da  der  Werth  des  bestimmten  Integrales  Ifix)  dx  nicht  mehr 

a 

von  Xj  sondern  nur  von  den  Grenzen  a  und  6,  der  Natur  der  Function 
/und  von  den  darin  vorkommenden  Gonstanten  abhängt^  so  kann  man 
jedes  bestimmte  Integral,  wie  irgend  eine  andereFunction,derOperation 
des  Diflferenzirens  unterwerfen. 

2)  Wir  wollen  nun  zuerst  den  Differenttalquotienten  nach  der 
oberen  Grenze  h  bestimmen,  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  und/(ar) 
von  b  unabhängig  seien.  Bezeichnet  zu  diesem  Ende  h^  einen  dem  h 
unendlich  nahen  Werth ,  so  handelt  es  sich  also  um  die  Bestimmung 
der  Grenze 

6,  b 


ff{x)  dx—  f  f(x)  dx 


lim 


oder  da 


by  —  b 


&i 


ßXx)  dx  =ff{x)  dx  +ff(x)  dx 


um  die  Bestimmung  von 


«1 


lim 

b 


b^  —  b 
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Ist  nun  /  (a?)  stetig  von  5  bis  *j ,  so  mid 

h 

Jj  {x)  db:^{\-b)f[h  +  e  {b^  -  b)] 

b 

und  somit  der  Qrenzwerth 

^lhnf[b  +  8  (b^  —  b)]  oder/  (b)  für  lim  {b^  —  Ä)  =  0. 
Es  ist  daher : 

b 

d  ff{x)  dx 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  dem  früheren  Satze  überein  ^  dass  der 
Differentialqaotient  einer  Fläche  die  letzte  Ordinate  sei. 

3)  Um  auch  den  Differentialquotienten  des  bestimmten  Integrales 
nach  der  unteren  Grenze  zu  bestimmen ,  setze  man 

b  a 


also 


/  f{x)  dx  =  —ff{x)dx, 


b  a 

d  ff  ix)  dx  d  ff  (x)  dx 

a^_ 6__  

da  da 


oder  nach  (2) : 


b 

d  ff  (x)  dx 

a 


ff  («) 


da 

4)  Bezeichnet  a  eine  in  /  {x)  Torkommende  Constante  und  ist 

ff{x,a)dx=^F(,x,a)  +  €, 

80  hat  man 

A  wir  nun  hierin  a  als  eine  Veränderliche  an  und  bilden 
b<  -^  die  Differentialquotienten  in  Bezug  auf  a ,  so  wird  *) 

^^F(x,d) 

lfL_  «-  ^/  {x ,  tt) 

dx  da 

lioha  {.41. 


Siebenicbntet  Abaoluii 


woraas  dnrch  Integration  nach  x  folgt : 

pf{x,a)  dF{x 


fS/ix 
J        de 


Da  wir  vorbin  die  Ordnung  der  Differi 
80  setzt  diese  Gleichung  voraus ,  dass  die 

nach  37  and  a  stetig  seien.    Ist  auch  noch 

man: 


J         da 


'  dx=  - 


■.-[F(b,a)-F{a 


sobald  a  und  b  von  de  unabhängig  sind. 
Ist  aber  F{x  ,  a)  stetig,  so  wird 

J/ix,a)dx  =  F(b,a)~F 

und  somit 

5)  Um  noch  den  allgemeinsten  Fall 
den  Differentialquotient«n  von  j  f{x  ,  a) 

b  ebenfalls  von  «  abhängen.    Bezeichnen 

durch  J,  so  ist  nach  §.  32. 

dJ  _ZJ^da         dJca 
da        Sa  da       db  da 

oder  da 

£=-/(«.") 

auch,       f /(.,.)?„+/(»,.) 
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§.  115.    Entwiekeluiui:  neuer  Inteirrale  aus  bekannten. 

Das  in  §.  114  Vorgetragene  gibt  ans  ein  Mittel  an  die  Hand,  gewisse 
Integrale  ans  anderen  bereits  ermittelten  Integralen  za  bestimm^iL 
Zar  Erläaterang  dienen  nachstehende 


K 


V* 


v* 


Beispiele. 


1)  Da 


/ 


cos  ux         ^ 

sinax  dir  = 1-  C 

a 


(i) 


so  folgt,  wenn  man  nach  cc  differenzirt, 

ax  sinax  +  cosax 


f 


X cosax  dx  = 


X  sinax        cosax        ^ 

-  T -ö r  ^    • 


•     • 


a  a" 

Allgemein  findet  man,  wenn  man  beiderseits  der  Gleichung  (1)  den 

nten  Differentialquotienten  bildet  und  berücksichtigt,  dass  auf  analoge  Weise 

wie  in  §.  86  fieisp.  4 

d!^ sinax  «   .    /        ,     nn] 

=  x"«n  lax  +    — - 


resultirt , 


/ 


da* 


Hfl] 


ir"stn  \ax  4-   —    cfa:  «=  —  ,  _  , 

'  2  /  (to"  l     a    / 


cT*  lcosax\        ^ 


2)  Aus 


/ 


smax        ^ 

cosax  dx  = ^  C 

a 


erhält  man  auf  ganz  analoge  Weise : 

n       I         I   ^^\  j           ^  IsinaxX    .    ^ 
x^cos  \ax  +  -^1  dx  ==  -—  I 1  +  C'. 


/ 


da' 


a 


3)  Differenzirt  man  die  Gleichung 


/. 


a  +  hx        b 

beiderseits  nach  &,  so  folgt: 

^_l{a+hx) 


f 


X 


X 


6  (a  4-  ^*) 


Da  femer 


(a  -h  bxy  b^ 

- —  =  —  a:  (a  +  &x)~* 


db 
iP(a  +  bx)-^ 

db^ 


—  1  .  —  2x«  (a  +  bx)- 


d"  (a  +  ftx)— * 

db^ 


—  1 .  —  2  .  .  —  nx"  (a  +  l 


(  -  1)«  .  n 


(a  +  ftx)-+» ' 
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ist ,  BO  folgt ; 


J  (a*t"nV  +  bcos^xy^' 
_! _    Ji      1.3.5.. 

^      n_  l.3.5...(2«— 1) 
2V^  2"H*(„  + 
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oder  wenn  man  in  diesem  Integrale  wieder 


setzt ; 


9>  W 


f/'  (*)V 


=  w  (^)  -  *  c«)]-^]  -  r,  2  b  (-)  -  *  («)]^  1^1 


+  1  Ilj/fy  (^)  -  9  («)] 


2 


dx 


i^  (-)  -  9  («)]  ${^;  -  ^  b  w  -  <.  («)p  ^*;-^f 


iy'  (*)J 


9'  (^)  J 


oder  wenn  wir  zur  Abkürzung 


dx 


if  (*)\' 


n.  8.  w.  setzea , 


9>'  W  y'  (*) 


-'3 


1  .2 


X 


+ 


172  7^7)    f**    ^^^      ~      «^    ^"^^^    i    •^»     ^^ 


Allgemein  wird  hiernach  Beib : 


fix)-/  («)  =ßg>  (x)  -  g>  («)]'  -^l^j  dr  =  fy  (x)  -  5p  (a)]  /, 

a 

X 


n 
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oder  weon  man  ein  Glied  weiter  geht,  und  im  Restintegrale  die  Grenzen 
vertauscht, 

/(^•)  -  /(«)  =  M^)  -  9>(«)]  A,  +  ^-  [g>  (x)  -  tp  (ö)]^  Ä, 


1.2.3 


X 


+     „  ;    /'[?'  {OC)  —  9   (Z)]-/,   dz 


(2) 


Ist  y  (n)  =  0 ,  80  nimmt  diese  Gleichung  die  einfachere  Form  an : 


^.. 


f{x)  =/(«)+  A,,p  (x)  +  j  '^g  [SP  (x)j2 
+  1  .t.-3  t'^  (">]'  +  ■  •  •  +  V-  f^  (^>1" 


a; 


+  ^1  fw  (^)  -  y  Wj"  A'  <fo 


(3) 


a 


und  liefert  somit  die  Eiitwickelung  einer  Function /(j:)  nach  Potenzen 
von  (p  {x). 

An  merk.     Obigo  Reihe  (2)   wurde  zuerst   von    BürmaDn    aufgestellt   und  heiKi 
nach  ihm  die  Bürmann'sche  Reihe. 


also 


Beispiele. 

1)  Setzt  man  in  der  Gleich.  (2): 

/  {x)  =  cosx  ;  a  =  0  ;  f/:  (a?)  =  x^  j 
/'  (x)  =  .—  sinx  ;  ^'  (ar)  =  2x 


A,=. 


f  W 


A,^ 


^3  = 


r 


ism  X 
ix  I 


sinx 

llrixy'^ 
y'  W  J 

l   ^  (x)  J 

_  1 

~  8 


1*) 


1   Ix  cosx  —  sinx] 


2x     l^^ü       4 
1  jxcosx  —  sinxY^ 


X 


3 


1 

fx=ül2 


x~=a 


2a; 


jr=0 


x^sinx  +  3a:co5ir  —  3»ma: 
x^ 


so  folgt: 

COÄX  =  1 


1 


=o-r2o"-«- 


:c^  x^  x^ 

1  72  "^  iT2  .'3~.'4  ~  1.  2  .3  .  4  75.  6  ^ 


*\    V 


)  Yergl.  f  54  wegen  des  Werthes  J. 


458  AchtMkBtM  Abldmitt 

WO  0  <  f?  <  1 ,  and  maii  hat  daher: 


/(x) -/(a)  =  (x -«)/'(«) + 


oder  wenn  man  x  ~  a  =  h  setzt  and  darnai 


f(x  +  h)=fix)~\-\f'{x)-i- 


] 

worin  wir  die  bekannte  Taylor'sche  Rei 
2)  Die  in  §.  112.  8.  (8)  gefundene  Gleic 


f 


5P  (r)  dl  =.  (:r  —  fl)  y  [a  +  e 


können  wir  benutzen,  nm  dem  Restgliede  de 
andere  Form  zu  geben. 

Wenden  wir  nämlich  diesen  Satz  ant'  di 


an  nnd  setzen 

aUo 

g,(a  +  ß(x~a))  ~{x~a  —0  {x  —  , 
_  (o.- «)-(!_  »)•/•+'[«  + 
so  finden  wir  daltlr: 

nl         (l  -  »)"/"+•(«  + 
nnd  erbalten  nan: 

/(x  +  h)^/(x)  +  h/'{x) 

,    A" 


§.  117.    Andere  Fofdi  der  BQm 

Die  Taylor'sche  Reihe  gibt  ans  ein  Mil 
ficienten  Ai  ,  A^  ,  A^  ,  .  .  .  der  BIlrmann'Bcb 
Untersuchungen  zweckdienlichere  Form  zu 


And«re  Fom  dar  Bttiuanii'ielicii  Beihe.  '  459 

Nach  §.  116  ist 

+  3f'(x)  [<  (a.)]»  [y'  (x)]-»  -/'  (x)  9,"'ix)  [9'ix)]-*}^ 

^*  =  I  ^j !  =  ^^"  ("=>  [*'  (*)!"*-  ^-^'''^^^  *"  ("^^  t'P'  (^>1"* 

+  W^x)  W  {x)Y  W  (x)]-*  -  Af  {x)  iff"  {x)  [y'  (a:)]-» 
-  1 5/ W  [y"  (ar)]9  [sp'  («)]-^+10/  («)  jp"(a:)  y"'  (x)  [y'  (x)]-« 

Wenn  wir  nun  im  Nenner  des  SXx  x  =  a  die  unbestimmte  Form 
:^  annehmenden  Braches  — r-\— ;  .  statt  *•  den  Ausdruck  a+o? — a 

0  9>W— qp(«) 

einitihren  und  y  [a  +  (a:  —  a)]  nach  der  Taylor'schen  Reihe  ent- 
wickeln ,  so  nimmt  dieser  Bruch  die  Form     an ,  wo 

■  +  ^^-^^-  9.(-)(«)  +  [^-«l;  y<-H-')  f«  +  ö  (x  -  «)] 

za  setzen  ist,  und  wenn  man  hieraus  die  auf  einander  folgenden  Dif- 
ferentialquotienten von  u  nach  x  bildet  und  in  jedem  derselben  x  =  a 
setzt ,  so  ergeben  sich  der  Reihe  nach : 

„    =<p.r«v„.    -fA-1.^"  ^9^1(^.u-  ^t'S-l. 

and  hiernach  die  auf  einander  folgenden  Differentialquotienten  von 

1 


uT 


M-^ 


nämlich : 

-ryU  =  [-  r^'-' «"  +  r  (r  +  1)  u"— ^  (u02]x=a 
-  r  W  («)]--  ^-^^  +  r  (r  +  1)  [<,'  (a)]"-^  f^"  ^/-^^ 

-  r  (r  +  1)  (r  +  2)  [y'  (a)]--^  \^^-^  «•  8-  W, 
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Setzt  man  nun  in  §.  38  (1)  vr^  statt  m;  v  =f^  {x)  \  n  =  r  —  1, 
so  erhält  man : 

[/'  {x)  U-f -1>  «  [/'  {x)}r-^)  U-  +  (r  -  1)  [/'  {x)}r-^^^  (u"-)'    + 

oder  wenn  man  x  ==  a  setzt  und  vorstehende  Werthe  einführt , 


/'(*) 


X 


_y  (x)  —  (f  (a)_ 


rUr-l) 


— r 


+  r  (r-  +  1)  [y'  («)]---»  I^^^' 

+  r  (r  +  1)  [y'  (a)]-^2  9"  («)  y'"  (o) 

-  r  (r  +  1)  (r  +  2)  [<^'  («)]--='  i^^^^'  |  +  .  .  . 

Setzt  man  hierin  der  Reihe  nach  r=l,2,3,...,BO  folgt: 

/•/ (^-)  _  _^— «  .  j  _ /' w  _ ^ 

"'=/'(a)[<^'(«)]-'-/(«)[y'(«)l-'«]P"(«)-^ 


X  —  a 

(p  (x)  —  (f  (ä) 

X  —  a 


3  i/i 


=  /"(«)  [y'(a)]-3  _  3/'(«)fy'(«)]-y» 


/'  (.-f) 


5P  (x)  -  -  (p  (a) 

4-  8/  («)  [y"  (a)J*  [y'  («)!-»  -/  (a)  9""  («)  [y'  («)]-•  =  ^, 
und  allgemein : 


07  —  a 
y  (x)  —  (p  (a) 

Durch  Einführung  der  gefundenen  Werthe  von  -4,  ,  A^  ,  -^3  ,  .  . . 
in  die  BUrmann'sche  Reihe  (§.  116)  erhält  man  nun  die  gewünschte 
Form. 

§.  118.    Uiukehrmursformel  nach  La^pran^e. 

Ist  X  =^  a  -\-  Jcip  (x)       

und  man  soll  /  (x)  in  eine  nach  Potenzen  von  k  fortschreitende  I 
entwickeln,  so  schreibe  man,  da/(^)  eine  Function  von  jk  ist,  " 
aus  (1)  hervorgeht,  dass  x  eine  Function  von  k  sein  muss,  na, 
Maclaurin 'sehen  Formel: 


tlmkehningsfonnel  nach  Lagrltngd.  461 

/(^)  =/(o)  +  icf  (0)  +  -^-^  f  (0)  +  Y-^-^f"  (0)  +  . . ., 

WO/ (0)  den  Werth  von  / (r)  für  k  =  Q  also  x=  a^  daher /  fa)  be- 
zeichnet und  f*  (0) ,  /'  (0) . .  .  die  auf  einander  folgenden  Diflferential- 
qnotienten  von/(a:)  nach  k  tllr  ä:  =  0  oder  a?  =  a  andeuten. 

Nun  ist  aber  f[o)  =  f  (a) ; 

femer 

dk  dx      dJc ^   ^ 

und  da  aus  (1)  durch  Differentiation  nach  k  folgt: 

|=V'(.)  +  iy(.)^- (3) 

SO  erhält  man : 


oder  ^^j^^  =  f  (;c)  ^  *^=  /  (^)  I  V  W  +  Jctfj'  (x)  ^ 


/'  (0)  = 


/'  («)  V  («)• 


c2ir 

Hieraus  findet  man  /'  (0),  wenn  man  k  =  Ö,  also  a:  =  0  setzt. 
Man  erhält: 

df  (^)1*=^ 

_      Cw     _  x=a 

Femer  ergibt  sich  aus  (2)  durch  nochmalige  Differentiation  nach  jk|: 

Aus  (3)  folgt  aber,  wenn  man  beiderseits  den  Differentialquotienten 
nach  iL*  nimmt : 

äk^-'^'(^yäk+'—-'dk-     •  •  •  (^) 

und  hiernach: 

— ^-?  =  /' w  j  2v^(-)  ,ä+»^-  -Sä-  - !  +^  («^^  t)' 

woraus  för  fc  =  0 ,  also  j;  =  a  sich  unter  Berücksichtigung,  dass  - 

Uli- 

cPx 

^'se  Annahme  nach  (3)  gleich  xp  (a)  und     ^  ^^^  (^)  gleich 

21//'  (a)  tp  (a) 


l¥ir  bezeichnen  hier  nämlich  der  Kurse  halber   in    gegenwärtiger  Entwickelung 
X  IQ  bildenden  Differeniialquotienten  nach   der  Lagrange'echen ,   die  nach  k  au 
nenden  aber  nach   der  Leibnita'Bcben  Methode.     Wegen  /  (0)  ,  /*  (0)  ,  .  .  .  ist  das 
oben  bemerkt. 
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wird ;  sofort  ergibt : 

f"  (^^ = (-4^n = f  («)  •  ä«/*'  («)  V  («) + /"  («)  [V  («)]' 


]x=a 


oder  /"(0)={/'(a)[V^(a)]»}' 

Aus  (4)  folgt  nun  durch  nochmalige  Differentiation  nach  \ : 

^3-  -/'  (-)  ^ + 8/'  w  dfc  ^. + f"  (-)  y 

und  hieraus  für  fc  =  0 ,  also  a?  =  a ,  ;^  =  V  («)  f  ^  =  2?/;(a)  ^{a)i 

r  (0)  =  [^^3^]^  =/  («)  P)  +  3/'  («)  .  V  («)  .  2V;  (a)  V^  (.) 

+  /"'(«)  [V/(a)]» 

=  /'  («)  (5)^  2^  («)  { [V  (a)]T  +/"  («)  [V  («)]'  •  .  (6) 

Aus  (5)  folgt  ferner,  wenn  man  beiderseits  den  Differenüiü- 
quotienten  nach  k  nimmt : 

und  hieraus  für  fc  =  0,  also  x  =»  a,  —  =  i/;  («)  ,  ^  =  2tp(a)tp'(a), 
wenn  man  berücksichtigt,  dass 

^St  ^''''  ^"^ '  ^'^  ^"^ ''''  ^"^  "^  ^'^"  ^"^  ^'^  ^"^^^ 

+  t^  (a)  .  2^»  (a)  V'  («)  +  V"  (o)  [V  («)]* 
=  6v;  (a)  [V/'Ca)]«  +  Ztp"  (a)  [y;  (a)]». 
Durch  Substitution  dieses  Werthes  in  (6)  resultirt: 

/'"  (0)  =/'  («)  {  6V  («)  [V'  (a)J»  +  3V/"  (a)  [./;  («)]»  } 

+  2/"  (a)  { [V/  («)]»]'  +/'"  («)  [V  («)]» 
=  /'  («)  {  6V  (a)  [V.'  («)]^  +  3V;"  (a)  [^  («)]»  } 

+  /"  («)  { [V  («)]» }'  +  {r  (a)  [V  («)J»  }' 
=  3/'  (a)  {  2V  («)  [V'  («)J*  +  V"  («)  [V  («)]*  } 

+  Zf'a  [V(a)l»  V^(«)4-  {/"  (a)  [V  (a)]» }' 
=.  3/'  («)  {  v;  (a)»  V'  («)  }'  +  8/"  (o)  b  («)]«  V^  («) 

+  {/"(«)['/' («)?}' 
=  {  8/'  (a)  [v;(«)]»  V'(«)}'  +  {/'(«)['^(«)]»}' 
=  {/"  («)  [1//  (a)J3  +  3/'  (a)  [V*  («)]»  V'  (a)  }' 

=    {/'  («)  fV  («)]*  }'['  =  {/'  («)  fV  («)]»  }"• 


Umkehrungsformel  nach  Lftgrabge.  463 

Allgemein  wird  hiernach  sein : 

/•(r)(o)={/'(a)[i^  («)]'•}(-» 

und  man  hat  daher : 
f{x)  =/(a)  +  kf  (a)  t//  («)  +  ^-^  {/'  («)  \^  («)]*  }' 

An  merk.  Diese  Beihe  wurde  snent  Ton  Lagrange  aufgestellt  und  heisst  naeh 
ihm  die  Lagrange'sehe  Umkehrungsformel.  Sie  ist  natürlich  nur  dann  anwendbar, 
wenn  die  resultirenden  Beihen  conyergiren. 

Setzt  man  in  dieser  Reihe  (7) 

f{x)  =  a;,  also  /  (a)  =  a  ;/'  (a)  —  1 ; 

so  ergibt  sich  als  specieller  Fall  die  Gleichung : 

X  «  a  +  fcv*  («)  +  1  ;'2  {f'''  (")!*  }'  +  r!^Tz  { tV'  («)]'  }"  +  •  •  (8) 

An  merk.    Man  kann    die  Lagrange'sche  Beihe    auch  aus  der  Bilrmann'schen 

entwickeln ;  denn  da  A;  SK -r  ,  so  besteht  die   Aufgabe  darin,  die   Function  fix) 

nach  Potenien  einer  anderen  Function  su  entwickeln,  welche  aber  gerade  die 
Bftrmann'sche  Beihe  lost.  Das  allgemeine  Glied  der  BUnnann'schen  Beihe  ist  nach 
früherem: 


{/'(^^t-(#3.-,vJT 


Ar  '- 
und  wenn  man  nun  hierin 

X  —  a 
iraan  ^  («)  nicht  Null;  also  — y j-r  =  yif{x)  setst,  so  geht  dasselbe  über  in: 


r  W  LV'  (^)]  * 


ix=a 


^ 

was  mit  dem  allgemeinen  Gliede  der  Lagrange'schen  Beihe  übereinstimmt. 

Beispiele. 
1)  Es  sei  tx/  (ar)  -=•  a: ,  so  wird  nach  (8) 

ar  s=  a  +  fca  +  j— 2  •  2a  +  j-y^-g  6a  +  •  •  • 


Für  \\)  {x)  «s  a:*  folgt  nach  (7)  aus  ar  «=  a  +  hxy^\ 

=  ^  ""  *^^,~—  =  a  +  ita*  +  2ik V  +  5fcV  +  •  •  • 

Es  sei  ar  =  a  +  *«Ha:.*) 


>ie8e  Gleichung  reprasentirt   bekanntlich   das   Kepler'sche  Problem,  wenn  t  die 
'^«  Bxcentricitat  beieichnet. 


l  AchtiehBter  Abaehnitt 

Sebt  man  in  (8)  fc  =  «  ,  ^/»  (a)  =  ma, 
a;  =  a  +  «««a  +  — 2  (n«V)' - 

''"1.2  .  3~"i  *""  '^^' 
Dorcli  Einführung  der  betteffenden  Wert 

=^  a  -i-  teina  ~\~  r—  a  *"*2a  +  —  (SwnSt 
+  g  (2«n4a  —  ««2a)  +  —  (12 
+  -^  (81<m6a  — 64sm4a4-5 
+   — ^(I6807«m7a— 15625j(ot5 
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Nun  ist  aber  ^  <;  ar*", 

f  ai*'dx     ^   f  .„^        , 
also  I  "i^-T  <.  /  a,-'"d3;  oder 

Bomit  Null  für  n  -^  oc,  und 

r     dx n 

J  ^*"+ T  ~  4 
der  Werth  der  Reihe  für  n  =  oo ,  also 

2)  Die  Reihe 

*ü  Summiren. 

Aufl.     Setzt  man  wieder,  wegen 

^    A-  =  .-ri-v 
/•  x"  —  1  .     n  —  - 

f     äx  f    »'■ 

-.}t+-.-.It+.'^ 

und  berücksichtigt ,  daas 

für  n  =  oc  Null  wird,  aber  i 

ist,  80  folgt:  " 

3)  Kb  sei  die  Kummo 

»-(!-:-*  +  ;)  +  ['- 


^rläutehihg  des  Vorfahrons  durch  Beispiele.  467 


Aufl.     Da  die  einzelnen  Glieder  aus 

1 


/ 


wi  -f-  1 

0 

erhalten  werden ,  wenn  man 

m=0,2,4,6...8«  —  8,8n  —  6,8n  —  4,8n  —  2 
setzt,  so  hat  man: 


l  {^^^  —  a:»»-«  —  afi^-^  +  a?*'-^)  dx 


0 

als  allgemeines  Glied  und  somit  als  Summe 
1 


=  ^[(1  +a;S  +  a;l6+  ...  -\.  a?""-^)— {x^  +  x^^ +  x^^  + ..  + a?^-^) 


S 

0 


—{x'^  +  x^^'\-x'^^  +  .,,  +  x^-^)+{x^  +  x^^  +  x^'^  +  ,.  +  o(?'''-'^)]dx 
—   f{^—  ^  _  a:^*^^  —  a:^  _  (x^^^  —  x^        a?^  — ar»\ 

— ]  \^.^  1        x^  —  \~       ^8  —  1+  "^":rrl^ 

u 

l 

o:^  (1  —  ac*  —  x^  '\'  x^)  —  1  +  o;^  +  a;*  —  x^   _ 

—  dx 


0 

_  f(^j:^0: —x^—x*+x^) .  ^  r 


a;8—  1 

0 

1  1 

— ■ /lnr=:    t dx 

1  —  x^ 

0  0 

0  0  0 

Nun  ist  aber 

-  , -_r— H  <  ^    '  ^^^^  r^T  '4  <  ^' 

1  +  x*  1  +  a:^ 

1  l 

folglich  f^^-^  ä.  </a-  ,.  <  ^/^  ^. 

0  0 

Daher  Null  für  n  ==  oo ,  also 


~  /  1  +  «* 


0 


da  nach  §.  92  Beisp.  19. 

/l  —  x^  ^    _    1_  i  \+^  1^2  +  x^ 
r+'x*        ~  2^2      1  —  xY2  +  x^ 

—  a^  ^  1,2  +  0 


'^  -  2F2 'I^Pa -=  2^2 '('"^+ ')' =  r2'^'^'-^^> 


-4-  «^ 

30 
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ist,  auch: 

4)  Die  Beihe 


zu  Bummiren. 

Aufl.     Nach  BeiBp.  3  wird  die  Sum 

''=/t.---i +  -...--. -. 

J  \  +x'  J   \ 

x^  +  \ 
oder  da     ^      ■-    .<  2,  also 

füi  n  =  oo  Null  wird , 

oder  da  nach  §.  92.  Aufg.  20. 

rl  + 1'  1 

y^i  +  x'-^-r^ 

ist,  auch  "^  ^^  j   y" 

5)  Za  BUmmiren  sei: 

A  u  f  1.     Heizt  man  das  sUgemeiue  Gl 


=>' 


NlnDithnt«!  AbMhnitt. 


1  — a^ 
oder  da  -r—r  ~~k  "C  ^  also 


/,!»"   (l     3;4\  f 


Null  wird  für  n  ^  oc , 


oder  da  nach  $.  92,  Beisp.  18 

/■      1  —  x'        .  1      ,  »' 


7         9/        ^U         13 

+  1-1 ' L 

[lOn  —  9         10m  —  7         lOn  - 
Aufl.     Die  allgemeine  Form  der  ntcn  Gt 

fi'"-'-^'"-'- '"■-'  +  ■ 

aud  somit  die  Summe  der  neratcn  viergliedrige 

/       (1-;.')(1-J") 
J  1  +^'  +  x<  +  x'  +  x' 

also  für  n  ^  oc ; 

7    1  +  i'  +  a:'  +  i 
oder  da  nach  $.  92,  Beisp.  33 

r    ^ALr  ''JJn !^  ,  («'J 

./  i  + 1'  +  «'  +  I«  +  i"      2r5    (»M 

„ 1         5  +  2r5  1      ,1^5  4 

2(^5      6  —  2)^5  ~  2yi     ys  - 


KeuDiehnlcr  Abachnitt. 


Aufl.     Dag  allgemeine  Glied  der  nten  Oru 
Ha:*—*  +  x*—^  —  2x*' 
und  somit 

s  _  / (f^J  +  '••*•  -  »J  _  2  '•.-j;'  - 

J  \x*—i  X*—  i  x*  —  : 

_  /r  '  +  g'  +  äi"  _  j.  _'_+»'  + 

~./L(«'+i)(«+i)  (>.=  +  ■)(» 

*        ...  1  +  ^+2:^'  1  + 

Nu„,.l.b.r    ^-^-.^^-^_=^-^- 

ftlBO.  d8  3:^>  a:äist, 

2 

oder  < -^ —  und  verschwindet  somit  für  n  = 

in  +  1 

10)  Die  zu  summirende  Keihe  sei 

U        2        4         el^ls       8         10 


A  u  f  1.     Das  allgemeioe  Glied  ist 


und  dabei  die  Summe 
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Quadratur  und  Becüflcation  > 
Quadratur  der  Oberflächen  und  ( 
körpem. 


§.  120.    l|atidratur  ebei 
1)  Unter  der  Quadratur  eiocr  Curve 
leguDg  von  recht-  oder  schietwinkügen  ( 
des  Fläcboninhaltee  eines  durch  die  Cur 
t  zwei    bestimmte    Ordiiiaten    begrenzten 

t  wiihrend  man  bei  der  Annahme  von  Polai 

I  haltsbestimmung  des  durch  zwei  bcatimn 

?-•  und  dem  entsprechenden  C'urvenbogen  t 

r  zu  verstehen  hat. 

u  2)  t:;etzen  wir  rechtwinklige  Coo 

j-  an ,  dass  mit  wachsender  Abscisse  die  1 

f  und  daher  die  inner 

1-  ^'s.  HO.  j  _  ^   liegenden  C 

[,  Y         ^'  (Fig.  1 10),  so  erhält 

der  Quadratur  des  t 
entsprechenden  Flät 


wo  37  ;>  a  voiausge  ctzt  wird  *) 


1  h      d        Ib      d 


jind  die  rechtwinkligen  Coordinaten  ^  und  y  Functioneo  der 
""ligen  t,  so    ist    der  Differentialqaotient    des    betreffeüden 


Flächensttlckes  nach  t  gleich  >/ 


-h 


wenD  a  nnd  (  diejenigen  Werthe  von 
werthen  a  und  x  entsprechen. 

6)  Nach  §.  79  erhält  man  nnmiti 
gü  -=  «  bis  y  =  /?  entsprechende  Pläcl 


a^{  fr^d^  = 


wenn  F  (^)  das  «nbestimmte  Integr 
wird,  dass  die  Fläche  gleichzeitig  mit  < 


a  bU  ß  beetändig  wKchst,     -  ^  J  geseb 

der  geiucbU  Fläcbencanm  offenbar  zwiscben  di 

+  /*[«  +  (" 

■y  =  I  {/'  c-  +  -f)  +  /*  c«  - 

+  />[-  +  (" 

-lie  DiSerenz  dieec 

■Jl/'<.  +»«- 
-  J-  j  /'  («  -  y'  M. 

t  abnehmendem  S  e< 
«  -  im   '   j/»  (a)  +  /*  («  +  J)  +  /»  (« 
lar  noeh  {.   ItO  u  —   j \r*di{ 

*)  D«ua   beMiolmet  u   daa  FlicbenstUck   in 

du        r« 
ii^  "^  2' 

die   CoDilanl«   dureh   die  Bemerkung   beetim 
]  u  ^  0,  sUo  J'  (a)  -|-  C  —  0  wird.     Uai 
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3)  Qtudntnr  der  P» 

Die  Scheitelgleichung  ist  y  ^  )0'^  "" 
Abscissen  a:  =  0  bis  o:  =  x  entsprechenden  I 


■  Tr  fr' 


fY~x  dx  *=  fari  dx  = 

Man  erhält  demnach  für  den  Theil 
ADC=^xy, 
d.  i.  "  des  umschriebenen  Rechteckes  DCEF 
Fig.  114. 


Wählt  man  i/^a-\-bx-{-cx^  als  Parabel 
der  Raum 


Sind  nun  j/o  '  ^i  '  ^t  ^'^  Ordinalen,  welel 
entsprechen,  so  folgt: 


yp  +  yj  „  ^  .  ™  _ 
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oder  dl. 
•l»lt  e' 

,  wenn  man  in 
—  a»  »Blrt, 

Erhält  mta  für 

•1  y  (.  + " 

f.  104  ,   14   (29)  a  = 

.f)*                **  (a  +  c, 
(lis  bilbc  Ellipis: 

oder  nach  g. 
Dahsr  iat 

104.  21. 

.  die  gann 

aB'              2 
Ellipso  ^  nat,  wie  t< 

5)  Qiudmtnr  der 

Da 

,=  ^A-r 

so  folgt: 

'"-^/^ 

oder  nach  §. 

.  97  (18); 

Fig.   117. 

«  = 

^I«^^- 

A 

'    oder  (Fig.  117). 

/ 

.-Ji 

^Cü-f- 

ÄCD=^ay- 


Anmork,     Du  xy  '^^         die   Ql«icbung 
auf  die  As;niptoC«n  ist,  so  erhält  man  dafür: 


■'Jl-^tf. 


and  es  werden  also  die  salürlicbeii  Logaritl 
Hyperbeln  anagedrHckt.  Dieser  Kigenschatt  w 
men  ancb  hyperb  oliae  be  genaiint. 

6)  Quadratur  dei 

Nach  g.  81  ist 

r  =  2a(l  + 
die  Pölargleichung  dieser  Curve ,  also  ni 
winkeln  0  ,  tp  entsprechenden  Curvenatü« 


'V'-     » 
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ix 


r^  - 

V* 


»1 


fr 


Für  ^  =  27r  folgt  Snr'^  oder  der  dreifache  Inhalt  des  rollenden  Kreises 
als  Inhalt  der  ganzen  Cycloide. 

9)  Qaadratnr  der  EllipseneToIute. 

Nach  $.72  Beisp.  2  ist  die  betreffende  Gleichung : 


\ax\i 


5)- + if  -  ■  • 


also  wird 


\ax\i 


dx 


z^  ,  l^r  =  a  setzt, 


Sc* 


oder,  wenn  man  x 

Nach  S.  97.  5.  (5)  ist  aber 
und  nach  $.  97.2.  (2): 


6a 
2:  (1  —  az^)» 


+1 


/(i  - ««') 


2       ^2 


/(i  -  «-*)* 


d:? 


az^)      ds 


also 


z  (1  -  «^^)*    ,         1  .     ^ 


J  48a  ■* 


1 


'    16aJ^a  ' 


a?»  (1  —  aa;3) 


1\JL 


+ 


48a 
1 


[14aar'  —  8a*a:'  —  3] 


aresin  x'jTa. 


Fig.  118. 


\ 


X 


\   * Ax :  ^AM   > 

-  I  ' 

/ 


Um  den  vierten  Theil  der  Curve  zu  erhalten, 

integrire  man  nun  innerhalb  der  Grenzen  ac  ==  0 

c* 
bis  rc  =  -  (Fig.  118).     Man  findet: 
a 


u —  1--/C 


3c2 

b 


Vi 

/''  0  -  "'*)'  *  -  31  ■  ^ 

Stt     c* 

~S2'  ab 
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und  hiernach  der  Inhalt  des  £^OEO 

4  U  +  '»»i        1  + 
Für  den  Inhalt  der  Flache  EBFG  erhalt  m 


4  U  +  ijiP,       1  +  tg<ti 


V 


"'  (L^i»i  _  '  —  »iPi)  _?"'  (^  _  1 L   1 

"4  [l  +  Ijy,  I  +  ljjp,j         2     (1  WiPi         1  +  »'W 

2    (l  +  lj>,        1  +  If'^l 

"  2  (1  +  (jy,         1  +  i,|,J  2    (l  +  IjVi         1  +  '>** 

, "'  [_      'Jifi  —J_ ls<P,  —  2        1 

2  ll  —  IjHP,  +  IjV,        i  —  ^Vi  +  'jVJ' 

3^ m^  2__ . 

■  l+m>~mi  — m+l" 

Setzt  man  hierin  y,  =  — -  ,  y^  =  jr,  so  erhält  man  "-  alslnhaitde 
von  OE,  der  Asymptote  und  dem  Aste  OM  begrenzten  Flache.  Da  du 
Inhalt  des  AOÄX  ebenfalls  -  ist,  so  folgt  —  als  Inhalt  der  zwischen  dei 
Asymptoten  und  den  beiden  Curvenästen  liegenden  Flache.  Der  ganze  In 
halt  ist  somit    --  =  3(i^. 

11)  Quadratur  der  Epfcyoloide. 

Nach  $.81.  Aufg.  ri  ist,  wenn  man  -  =  n  und  (n  +  1)  y  =  ,?selrt 

a:  =  (Ä  -h  r)  coatf,  ~~  rcosß 

y-(R  +  T)m^~rm,ß 
abo 

g  =  (Ä  +  r)(«>,^-«„5p) 

und  Bomit   nach  der    Anmerkung    zu  $.   79  der    Differentialquotk 
Fliehe  ÄBM  (Fig.  98) 


r 


m 


# 
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folglich : 
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! 


— -—  da  ==  —r— • 
2  6 


Zieht  man  PD  J_  CP,  so  ist  -4D  =  aatg  (a  —  y) 

.2 


=  aa^ 


oce  .  aa' 


oP'a^ 


und  AP^ID  = 

2  iJ 

woraus  hervorgeht,  dass 

CBP  =  I APAD. 

Um  den  Inhalt  des  Sectors  CBP  noch  auf  eine  andere  Art  herzuleiten, 
seien  CE  =  x  ,  PE  =  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  P 
der  Curve ,  so  hat  man : 

y  =  asina  —  aacosa 

X  =  a  cos  a  +  aasin  a 

dy  .         dx 

-T-  =  aasma  :  ---  =  aacosa. 

da  ^  da 

folglich  nach  der  Anmerkung  zu  $.  79: 

a 

Inh.  CBP  =  /  ^  \{acosa  +  aasina)  aasina 

0 

—  (asina  —  aacosa)  aacosa]  da 

a 

2^3 


er  C  ^  c?a 

=  -  la^da^—r 
2j  6 


Anmerk.    Nach  §.81.  Aufg.  5.  sind,  wenn  man  *-^  =^  ^  setzt, 

~  =  (1   -{-  n)  eo8<p  —  «<?(w  (9  +  ~j 
-|  =  (1  +  «)  sin^  —  n«m  |(p  +  ^j 

die  Gleichungen  der  Epicycloide.   Entwickelt  man  hierin  cos  I  9  +  ^ ) 
so  kann  man  auch  schreiben: 


) 


und  st» 


\^^% 


1. 
n 


I  =,.«,( 


1   +  2ns««* 


fj-^ 


stn 


eostp 


n 


n 


Lässt  man  nun  r  unendlich  gross  werden,   während  Ji  unverändert  bleibt,  rd 


8in 


w  «=  00 ,  also  --  unendlich  klein ,    =  l , 

n  <p 

n 
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«)  Theilen  wir  QP  in  n  gleiche  Theile ,  errichten  in  den  Theil- 
punkten  Ordinaten ,  so  wird  bei  hinreichend  grossem  n  der  Flächen- 
raum in  schmale  Streifen  zerlegt,  die  man  als  Bechtecke  betrachten 
kann.  Bezeichnet  man  daher  die  Ordinaten  von  Q  an  gerechnet  der 
Reihe  nach  durch  ^/^^  t  y\  i  y^  t  -  -  *  Vn  und  setzt  PCl-=nh,  so  erhält  man 
als  annäheiiiden  Werth : 

Ä  Ui  +  i/i  +  :y2  +  ^3  +  •  •  •  +  y«-i)- 

ß)  Eine  weitergehende  Annäherung  wird  erreicht,  wenn  man  jene 
Streifen  als  Paralleltrapeze,  also  MN  als  eine  gebrochene  Linie  be- 
trachtet.   Es  wird  alsdann  die  betreffende  Fläche 

=  2  (^«  "^  ^^^  +  2^2  +  23^3  +  ...  +  2i/^i  +  yn) 
=  Ä  j^o±-^«  +y^  +y^  +y^  +  .  .  .  +  y^l 

y)  Noch  mehr  nähert  man  sich  dem  wahren  Werthe ,  wenn  man 
QP  in  eine  gerade  Anzahl  (2n)  gleicher  Theile  theUt  und  zwei  unmit- 
telbar auf  einander  folgende  Streifen  als  parabolischen  Streifen  be- 
trachtet. Man  erhält  alsdann  nach  §.  120  Beisp.  3.  als  Ausdruck  des 
Flächenraumes : 

3  (^0  +  ^y\  +  2^2  +  ^2^3  +  %4  +  4^5  +  .  .  .  +  4y2n-i  +  ys«) 


h 

3 


Vo  +  !/2n  +4(^1  +^3  +  •••  +y2n-l)  + 2(2^2 +^^+...+^211-2) 


Diese  zur  annähernden  Berechnung  bestimmter  Integrale  dienende 
Formel  hat  zuerst  Simpson  aufgestellt  und  heisst  darum  auch  die 
Simpson'  sehe  Formel 

Dritte  Methode.  Setzt  man  in  der  Taylor'schen  Reihe 
§.  50  (16)  X  =  a  ,  h  =  X  -  a,80  geht  dieselbe  über  in : 

/  (o.)  =  /  (a)  +{x-  a)f  (a)  +  (^-|>- /"(a)  .^  .  .  . 

Diese  Gleichung  ist  giltig ,  wenn  die  Reihe  der  rechten  Seite  con- 
vergent  ist.    Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man  hiernach: 

h  b  b  b 


a  a 


= (6  - «)  /(«) + ^^ff  («)  +  <;f--t/"  i«. 


u 
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ZvBniigtter 

AbscbDiEt 

J  +  S  + 

C—  1 

•B  + 

2C—  1 

?  +  3C-. 

80  ergibt 

sich  liieranB : 

Ä 

-l-."- 

1^- 

nnd  mao  kann  somit  aacb  anoäbemd  setzen : 

Dieses  Kesnltat  stimmt  mit  dem  ans  d< 
erhaltenen  llbereln. 
Setzt  man 


j^^:-  eo  erhält  man  znr  Bestimmung  von  A  ,  B  ,  C 

A  +  B+  C+  D^^ 
B  +  -20  +  3D  = 
ß+  4C+  90  = 
B+  8C+  27D  = 


Jf{.)  d^  =  ^  j  /(a)  +  3/  («  +  J]  +  3 

Es  bedarf  wohl  kanm  der  Erwähnnng 
Näberangsformeln  nm  so  genauer  werden,  je 
der  Bildung  obiger  Stunme  annimmt. 


Damit  nnn  wieder  die  ereteo  Glieder 
Btimmen,  iudsb 

A  +  e  +  G  =  1  ;  £a  -^  Cß=0  ;  B. 

Jia^  +  C/S=  =.  0  ;  Ba*  +  C^*  ' 

seilt,  woraae  znnächst  liervorgeht,  dass  B  =  ■ 
Vorstehende  G-Ieichnngen  gehen  dann  Hbf 

A  +  2ß  =  1   •  Ba-  =  ^i  Ba^  = 
worans  sich  ergibt: 

Man  hat  daher  als  Näherungswerth  des  b 


Man  soll  /  - — r-  --^  annähernd  bestimmen. 


,„/^^,. 


Aufl.     1)  SetKt  mauin  (1) 

a=  1    \  b=2  ;  k ^^ 

SO  folgt 

=  0,347537  —  0,025  =  0,32253 
Da  bekanntlich  auch 

f--'^-^,  =  arctgl-arclsl  = 

und  auE 

tga  =  {  ,a=  18'26'5,; 
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und  hieraus 

arctgi  =  0,321750526 

folgt  f  80  ist  das  gefundene  Besultat  auf  2  Decimalstellen  genau.  Für  n)>  6 
wäre  dasselbe  natürlich  genauer  ausgefallen. 

2)  Setet  man  in  (2) 

a=l,(J  =  2  —  1  =  1, 
so  wird  3 


/0)  +  4/(||  +  /(2) 


also  auf  4  Decimalstellen  genau. 
3)  Setzt  man  in  (3) : 

«=l;^  =  2;rf  =  2-l  =  l,c  =  ^(a  +  *)=J, 
so  folgt: 


J  1  +  ^ 


4      4,5  10  ,5  10 


9   13  ^  18  34  +  3J^15  '  18  84  —  3>^15 
_^    25  _68__ 
117  ^  9   1021    ' 

also  auf  5  Decimalstellen  genau. 


§.  122.    Rectifieation  ebener  Curven. 

1)  Unter  der  Rectifieation  einer  Curve  versteht  man  die  Auf- 
findung der  Länge  eines  gewissen  Bogens  derselben.  Die  Bestimmung 
des  Bogens  geschieht  durch  Angabe  der  Abscissen  seiner  Grenzpunkte. 

Nach  §.  10  ist  für  rechtwinklige  Coordinaten  der  Differential- 
quotient des  Bogens 


I  - 1/>  +  (IF 


\r^ 


n  erhält  somit  fUr  die  Länge  des  durch  die  Greuzpunkte 

X  =^  a  ,  X  =  b 

len  und  gleichzeitig  mit  x  wachsenden  Bogens 


'■=/[/'+ ISI '^ ^^) 


[^\» 


4 

4 
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Anmsik.     Zu  demi. 

iben  Reiultita  gelangt   man   aue 

Stellt  AB  (Fig.   122)  ein 

D  uoh  untan  conuren  Bageo  di 

Fig.  122: 

nimmt  ^  mit  wachsendem  ar 

.¥■ 

leicht   leigen,   veno   AA\  ,  1 

/ 

und  B  geiogenen  Berührenden 

AAi  >  arc. 

L-^ 

oder,    wenn    *ir    Oo   =  o   , 

a^-TT^ 

y  =  /  (i)  die  Gleichung  d« 

f^ 

*J^l  +(/'  W]*>«r=^5 

Denkt   man   eich  min  ah 

jeder  --  A  sei.    getheilt,   in 

1 

1                                    j- 

6 

Ungleichungen  addirt,  so  folgt 

h 

yi  +  L/'  w)' 

1             M 

+ 
+ 

K'  +  [/'(*  +  A)]* 

]>->: 

t^i  +  l/'C^  +  (« 

- 1)  *)i'i)      + 

oder 

S,  >  (^eAM  >  S. 

Nun  iat  «ber 

I  - » (l'l  +  t/'  ("  + »»»' 

1  wird  eomit  unendlich  klein,  wann  wir  h  in't  Unendllt 
Man  hat  daher  limS  =  limSi  =  are  AB 

ir  nach  dem  Begriffe  dea  beatimmten  Integralea, 


'cJB 


^Jv-^-^xr- 


(^X 


Kehinsn  wir  an,  «a  eei  AB  conTBi  nach  unten,  ao 
aelbe,  nur  b«t  man  du  Zeichen  >  dnrch  <  lu  eraetien. 

Da  man  nun  jeden  Bogen  in  aolche  Theile  Eerlegen 
ganzBn  Lange  nacli  concST  oder  coniei  nach  unten  aind,  s 
fonael  von  allgemeiner  Qiltigkeit. 

Nimmt  der  Bogen  ab,  wenn  die  Abscisee  i 

Flg.  123. 


•=-/ 


Hiernach  wäi 
AF  der  Gurre  (Fi, 
cissen  x  ^  a  ,  b  ^ 
Ordinäteu  Aa  ,  1 
ansgedröckt  durel 


iV' 


.m 
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und  man  hat  daher  für  den  Terlaogten  P 


/!/■ 


Anmerk.    BauühDet  (   dis  Länge   dar   i 

AB  geiogaaen  Taogent«  BC,  so  ist  bekaiiatltot 

Fig.   124.  fl  = 


AB^   .V+^   '™'"  = 


*)  Denn  es  ist  J'^  -<  J-C  = 
umit  /'K  1  BC. 
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«2 


und  somit  auch  /  1/    ^  +    ~|  <^  *^  ^V^  — 

welcher  Ausdruck  sich  leicht  construiren  lässt. 

3)  Beetifleation  der  Ellipse. 

Aus  der  Mittelpunktsgleichuug 

^  ■  +  f !  =  1  oder  y  =  *  ^'cT-^^^ 
folgt  =  — 


dx  a    j/ß2  —  ^2 

und  man  hat  daher  nach  (l)  für  den  durch  die  Abscissen  x  =  0  bis  ar 
bezeichneten  Bogen 


X 

-IV 


a^  "-  (g^  —  5^)  o:^ 
«2  (^2  _  ^2)         ^• 

Setzt  man  c?  —  ^^  =  a^oP'y 

also  «-*  =  — 


a2 


so  geht  vorstehendes  Integral  über  in: 


8 


-/[/^ 


0 

Da  dieses  Integral  sich  nicht  in  endlicher  Form  darstellen  lässt ,  so 
suchen  wir  den  betreffenden  Ausdruck  in  eine  convergirende  Reihe  zu  ver- 

X 

wandeln.     Berücksichtigt  man  zu  diesem  Ende,  dass        stets     ein    ächter 

a 

Bruch  ist ,  man  also  setzen  kann 

dx 
X  =  a  cosw  ,  -—  =  —  asinw 
^     dq>  X 

so  folgt 

9 V 


6 


fV 


•i  2" 

=  _  ay  p  -  2  cos^(p  -  2    ^-  co,*(p  -  --    -  ^  cmV    .  .  . 


n 

V 
Da  nun  allgemein  nach  §.  104  (16) 


/^      ,          «na:  coy*~^a:    .    n  —  \   f         ,      . 
coÄ^a:  da:  =  — 4-  — 1  cos^-^x  dx 
n                      n     J 
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folgt  5^=*L"         - 

und  für  den  Bogen  innerhalb  der  Abscissen  or  =  a  bis  x  s=  o:  erhalt  man 
somit : 

oder  wenn  man  analog  wie  vorhin 


setzt, 


8 


•fV"^^  - 


Da  2:  >»  a ,  so  setze  man 

dx         asincp 
a  =  xcosw  ,  — -  =      -9-  , 
^      dq>        cos^q> 

also: 

9 


"  -m 


0 
SP 


a  /  — ^,—    1  —  —5:,  cos^w  —  -  •  --TT  co8*w  —  ;r^'T^  aw*g)  — . .  Ute 


0 
SP 


fl    fi  1         11         „  1.31         .  ]. 

7  [coÄ^y       2ß       2     4/?3        !f        2.4     6/?^        ^  j  ^ 

0 

wo  nun  die  einzelnen  Integrale  wie  vorhin  bestimmt  werden  können. 
Man  erhält  nämlich: 

1.3      1   /l     .  ,      ,1.8.  1  .  *. 

~2:~i'w U ""^    '^ "^ 2:1  *'"'' ""^  +T- 
1.3.5    1  /i  .      ,   ,1.5.      , 

-  2TT."6  •  8^^  (e  ««9'«"V  +  r.-6  ""^  '^'' 

,1.3.5.  ,1.3.5\  1 


JQ2  ZmniigsUr  Abichnitl, 

also  nach  ( I )  die  Länge  des  duich  j-  ^  0  und  x  = 


Um  nun  das  beatii 
setzen  wir 


--«'. 


■       3  —  <=  3  —  !>  "  " 


&         (8-^')" 


und  ist  eomit  nach  J.  90  Beisp.  7 : 

Man  hat  dabei: 

.  _  „  |2  l/'^Zl?  +  ^3i  L  17„  _  3:»  - 

I      f     2a  —  X  a 

_4— -^3^7  — 4^^ 

;>  ««etifleation  der  ^mdnen  ( 

Aufl.  Nach  der  vierten  Aufgabe  dea  J.  81  ii 
Ay  ^  /2ry  —  y^      dx  ^ 
dx  y  '  ^'^  V 

*/  "*  ^y,  ^y  V 


und  Bomit  der  Bogen  t 
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9)  Beetiflefttton  der  areUmedlflchen  Spinde. 

Aufl.  Nach  dem  Beisp.  des  $.80  ist  r»=~  deren Folargleichnng, also 

— —  =    -—  und  somit  der  durch  o)  =  0  und  cp  =  «p  bestimmte  Bogen 


0     '^  0 

NachJ.  97  (18)  ist  aber 

und  somit  der  verlangte  Bogen 

*  =  ^  [y  /r+T'  +K9  +  I^M-'y2)] 

10)  Rectifleation  der  logarithmisehen  Spirale. 

Aufl.     Nach  Aufg.  8  des  $.  81  ist  r==a^  die  Polargleichung  dieser 
Curve,  also 

-—  a=  c?^la  =  rla 
dip 

und  somit  die  Länge   des  den  Grenzen  ^  «=  0  ,  q)  s^  ^  entsprechenden 
Bogens 

9 9 


s 

0 


a^'rfy  c=  — ,  80  folgt: 


/l  +  Z2^    9        l/l  +  /^i  ^1  +  ^a 


11)  Beetifleation  der  Lemniseate. 

Aufl.     Nach  Aufg.  6  des  $.81  ist 

die  Folargleichung  der  Lemniscate. 
Hieraus  folgt: 

dr  a^sin2(f 

dg>  r 

und  es  ist  somit  die  Länge  des  den  Polarwinkeln  g>  =  0  bis  g>  ^=: 
sprechenden  Bogens 
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2)  Sind  y  and  x  Fanctioneo  von  f ,  so  ist 
de6  Inhaltes  — '  =  ny'  -^  nnd  daher  der  Inhi 

»=»/■:-  ■ 

3)  Setzt  man  in  61.(1): 

y  =  rsintp;  x  =  tcos. 
wo  r  nnd  <f  Functionen  von  /  sind,  so  erhält  n 
ausgedrückt,  tVr  den  Cnbikinhalt: 

Für  t  =  ifi  folgt  hieraus : 

f< 

BeJBpiele. 

1)  Cnbitnr  des  ParalMlold 

Für  den  innerhalb  der  Abscissen  j-  ■=  0  un 
theil  erhalt  man  unmittelbar: 

u  ="  71  1  pxdx  =  Ttp  I 

oder  da  I  xdx  ^  —  iat, 

1  ,       1        , 

u  =  -  Tipx^  =  2  ny 

Ein  raraboloid  ist  also  gleich  der 
benen  Cylinders. 

2)  Cabitnr  des  Eltipsoid< 

Wird  die  grosse  Achse  als  Kotati onsachse  ai 


1  kleine  Achse  al 


und  wenn  die  kleine  Achse  als  Rotationsachse  a 


k 
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und  BOiilit 


/dz  f       dz  z 

dg        _    Sz»  +  5g  8 

(1  +  *^)'»  ~  8  (1  +  ^2)»  "^  8  '"""^.^ 

Durch  Einführung  dieser  Werthe  geht  obiger  Ausdruck  ttber  in: 


nr^z 


hnr^arctgz  —  ^  .  ^^3  (33-e«  +  402«  +  15) 

und  wenn  man  nun  wieder  z  iny  ausdrückt  und  berücksichtigt ,  dass  fiir 
y  SS  0  auch  2;  BBS  0  wird,,  so  erhält  man  nach  gehöriger  Eeduction : 

u  =  hnr^arctg  1/^^  ^J- J  (2y2  +  5ry  +  lör^)  ^2^^'^. 

Ott  ^ 
Für  1/  =  2r  folgt  hieraus  —^  -  als  Kubikinhalt  des  halben  und  somit 

hn^r^  als  Inhalt  des  ganzen  Kotationskörpers. 

Um  auch  den  Kubikinhalt  im  Wälzungswinkel  auszudrücken,  setzen  wir 
nach  Beisp»  4  des  §•  81 : 

X  ^=  rip  —  rsinip  ssa  r  {^  —  sintp) 

y  sss  r  —  rcosip  ==s  r  (1  —  cosip) 

dx 
also  --  =  r  (1  —  cosw)f 

dip 

so  folgt: 

u^=^njy^—-dip  =  nrl  y'^  (1  —  cosip)  d(p  =  nr^  /  (1  —  cos^)^  djp 


0 

9 

3 


nr 

0 


/  (1  —  Rcosip  +  dco8^g>  —  co«^5p)  dip 


9  9 


=  nr^  \g>  —  3«ny-f--   /(l  +  co52y)rfy — -  l{co8dip+Sco8^)*)d^\ 


0  0 


=  nr^ 


=  nr^ 


3  3  1  3  T 

a>  —  Ssino)  +  ^  a>  +  7  «n2y  —        Wn3jp  —       5m y 

2  4  12  4  1 

'5             15    .         ,    3     .    _  1     .   o 

--  g) sm  jp  +       «n  25p  —   —  «n  3y 


5 
Für  (f  =  71  findet  man  ~  n'^r^  als  Hälfte  des  Inhaltes  wie  voi 


'^)  Yorjl.  B.  Tr.  J.  16. 
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5)  IHe  Cyelolde  ASS  (Fig.  9&)  dreht  sieh  um  die  Aehse  ST,  man  soll  den 
Knhildnhalt  des  enenirten  BotatlonskOrpen  bestimmen* 

Aufl.     Wird  S  als  Coordinatenursprung  angesehen,  so  ist  nach  $.  81, 

Beisp.  4. 

dx 
X  tss:  r  —  rcosq>  ;  y  ^=^  rq>  -\-  rsmq>  ;  — -  =  rsin  €p 

nnd  somit  der  Inhalt 

u  =»  n  I  y^  —  cUp  e=>  nr^  j  {q>^  +  2q>sin<p  +  sin-g))  smq)  d(p 

0  0 


I  9 


«=  nr^  j  ((p^sinq>  -f"  ^9  srn^^p  +  8in^(p)  dq>. 

b 
Nun  ist  aber  nach  $.  104.  (18)  und  (22): 

/  q)^sinq>  dg>  =s  —  q>^co8g>  +  2  /  ipcoatp  dq> 
und  /  q>co8q>  dq>  =  q>8inq>  —  /  simp  dff  *=  ipsmg>  +  co8q>^ 

also  /  cp^sinq)  dq>  =i  —  q^^cosg)  -|-  2g>tinq>  -|-  2cosq>, 


Femer  ist 


/  ifrni^g  ^SP  =*  9  /  y  (^^  —  co82q>)  dq)  =  -  q^^  —  -  /  q)cos2(f  d(p 


and 


/  q)C082g>  dqp  =  -  q)8m2qf  —  «  /  8m2q)  dg) 


—  -  y  «n  25p  +  -  c(w29)  ♦ 


also  auch 


r  11  1 

I  q8in^q)df'^  j-  V'  —  7  9^2g)  —  -  co82q) 


und  endlich 


I  8in^g>  dfp  =^    -  I  { — «h8y  +  8«ny)(fg)  =  -   I      co^d^) —  Scoä^)) 

«fe  --  c(w3y  —  Ä  ^^9' 
irch  Einführung  dieser  Werthe  wird  der  Inhalt 


/tr^ 


-  (co8Zg>  —  Sco82gf  —  ßg)8m2q)  —  l2g>ho8g>  -f-  15co8g) 

+  249)«n9)  +  69^  —  18). 
^zt  man  hierin  9)  »»  tt,  so  findet  man  den  Inhalt  des  ganzen  Körpers 


nr^ 


-(971» -16). 
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Für  (p  =:  -  findet  man  als  Inhalt  des  entsprechenden  Rotationskörpers 

WK^  (ß^'^  +  247r  —  20). 
1  ^ 


6)  Die  Cyeloide  A8N   (Fig.  127)    rotirt   um  die  im   Seheitel  8  gezogeae 
Tangente;  man  soll  den  hierdureh  erzeugten  Rotationskörper  bereehseu. 

Aufl.^  Ist  ^  der  Coordina- 
tenursprung»  SE  =  x  ,  BE  =y, 
so  hat  man  analog  wie  in  $.  120, 
Aufg.  8 : 

X  s=a  rg)  -{-  rsinqf 
y  s=ss  r  —  rcasfp 

Führt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  betreffenden  Werthe  in  die  In- 
haltsformel (2)  ein,  so  folgt: 


9 


9 


u  =  TT  I  1/^     --  cUp  =  n  I  r^  (l  —  cosq>y  r  (1  +  cosq>)  d(p 

0  0 

qp  >      r     ^  ^ 

=  nr^  /  (1  —  cosq>)  sin^fp  d<p  =  nr^     J8iv?'{pdq>  —  /  8iv?(p  cosq>  dg>\ 

0  0  0 


oder  da 


2 


und 


jsin^ip  dcp  =  ^  y  (1  —  co82(p)  dq>=  g    9^  —  "^ 


/  siii^q)  cosq)  dff  =  1  sin^q) 


dsin(p         1 


d(p  =    --  «»'<«3i 


dcp      ^         ""        ^^ 


so  folgt: 


Für  (p  =z  n  ergibt  sich  hieraus  \nV  als  Inhalt  des  von  der  halben 
Cycloide  erzeugten  Körpers.     Der  Inhalt  des  durch  die  ganze  Cycloide  be- 
schriebenen Körpers  ist  daher  =  n'^r^  und  somit  nur      des  durch  u 
drehung  um  die  Basis  AN  entstandenen  Rotationskörpers. 
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80  folgt: 


4a:2 


=  X  y^?  +  4^  —  r 


g2  _^  4^2 


<2r 


4x^  -|-  c^  —  c' 


da; 


/c2  +  4ar2 

=  a:  /c2  +  4x^—1  j/c^  +  4ar2  dr  +  ^V  72  4.  4   2 
und  hieraus: 

oder  nach  $.  94 : 


c2  +  4a:^ 


/ 


/c^  +  4a;^  dir  =  ^  f/c^  +  ix^  +  ~  ^  (2x  +  »^c»  +  4ar2). 


Es  wird  hiemach  das  verlangte  Volumen 

=  TT    —        —  c^a;  +  —  Kc^  +  4a?2  -H  -   ^ . 

Setzt  man  x  «=  c|^2  ««  a  ;  a?^  =  2c^  =  a*,  so  findet  man  für  die 
Hälfte  des  Inhaltes: 


nc^ 


[_^2  +  8i(i4-r2)]  =  -4-'[-|  +  y^i(i+r2)] 


also  ist  der  Inhalt  des  ganzen  Körpers 


na* 


[-J  +  f^^d  +  O)} 


3    1       3    ■     f*2 

9)  Den  KabUdiihalt  eines  elliptiBehen  KlosteigewSlbes  211  bestimnieB. 

Aufl.  Es  sind  (Fig.  129)  DCA ,  DCB 
Ellipsenquadranten,  also  ist  DC  ]^  ^ABC. 
Bezeichnen  wir  nun  DC  durch  a ,  BC  durch 
b  f  AC  durch  h^  ,  CH  durch  x ,  so  ist ,  wenn 
der  Schnitt  FGH 1  DC  geführt  wird : 


a 


X^'yFH 


und  es  verhält  sich  somit: 

OHiFH^h'.hy^BCx  AC] 
demnach  ist 
AFGHcx:>AABC, 

A     JE  —JB   also  FG  II  AB. 

Denkt  man  sich  nun  zu  j  e  d  e  m  x  eine  solch e  Ebene  JPÖflX-^^'j^o  bestiu.. 
alle  zu  AB  parallelen  Geraden ,  wie  FG^  das  elliptische  Klostergew- 
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O  +  g  hh   ,df 

2Jf-2j  +  S^  +  ^'l 


Anmerk.    SeUt  mao  den  in  dei  Entfernung  x  in 
=  ff  +  *a  +  e«*  +  ite',  >a  iet  der  InJialt 

-*(»+  2  +T+t) 

Aber :  G  —  j  4-  M  +  cft«  +  itt' 

— j-  -  ff  + -5-  +  y  + -j- 

folglich  tuoh  dw  Inhalt 

uDd  u  gilt  sDmit  dsnelbs  Sati  wie  vorhin. 
12)  Den  Inhalt  des  RotatlooBkCtperB  la  bereehnen, 

sieh  der  Bogen  AB  (Fig.  130)  der  Kettenllnle  y  = 
XAehe  dreht. 


Aufl.     Uan  erhält: 


*)  Vsrgl.  mein  Lehib.  d.  Btenom.  3.  AnU.  {.  1 56. 
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oder  da 


e    —  e 


X 

a 


a 


ti  «=  —  |2x  + 


na' 


13)  Den  Inbalt  des  BotatioiiskQrpers  zu  bereeAnen,  weleher  entstebt,  wenn 

y 


Bleh  (Flg.  131)  die  Kettenllnle  o;  »  ^   l^""  +  <> 

AO  dreht. 


um  die  vertikale  Aehse 


Aufl.     Setzt  man   behufs  theilweiser    In- 


tegration, in  dem  Ausdrucke  1  y^dx: 


Fig.  131. 


u  =  y 


2  . 


dv 


'da? 


also 


so  wird 


—  =  2v  —  ;  »  =  a;, 
da:         ^  dx^  * 


o  y 


TT 


/  y^dx  =  TT   ary*  —  /  2a?y     --  dx\ 
=zn\xy^  —  I  2xy  dy 

=  n\xy^  —  a  j  {e"  +  e  '')ydy 


nxy 


- ''"/( 


ata 


e    +e     )ydy. 


Durch  theilweise  Integration  findet  man  aber: 


a 


I  e"  ydy  ^  ae''  {y  —  a) 
J  e  "^  ydy  =  —  ae    "  (y  +  a) 


ist  somit: 

9  9 

I  y'^dx  ■=  Trary*  —   na  {aye*  —  aV  —  aye 


v_  _j 

a  1      a 


a^e  ') 


•=  nxy^  —  na^ (e' —  e   ')  +  2na^x 


33 
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Berücksichtigt  man  nun ,  dass  für  a?  «=  a  ,  y  =  0  das  Integral  ver- 
schwinden muBS,  so  ergibt  sich  für  den  gewünschten  Inhalt: 

nx\p'  -\-  27ia^x  —  27tay  /x*^  —  a^  —  2na^ 

=  n  {xy^  +  2a^x  -  2a^  —  2ay  f/^x^  —  g^ 

=  nxy'^  +  2a7t  (ax  —  cP-  —  y  y  x^  —  a') 

=  nxy'^  +  2aJi  \a  {x  —  a)  —  y  }/ x"^  —  a*]. 

§.  124.    Gomplanation  der  Oberfläche  eines  Rotationskörpers. 

1)  Dreht  sich  eine  Garve  um  eine  als  feste  Achse  (Rotations- 
achse) angenommene  Gerade,  so  erzeugt  dieselbe  eine  krumme  Fläche 
(Botationsfläche),  welche  in  Bezug  auf  den  von  ihr  begrenzten 
Körper  (Rotation  skörper)  dessen  Oberfläche  heisst. 

Als  Rotationsachse  nehmen  wir  gewöhnlich  die  Abscissenachse  an. 

Unter  Gomplanation  der  Oberfläche  versteht  man  die  Be- 
stimmung des  Inhaltes  derselben. 

Bezeichnen  a  und  h  die  Abscissen  der  Endpunkte  des  rotirenden 
Gurventheiles,  so  ist  nach  §.  41  der  Inhalt  des  dadurch  erzeugten  Theiles 
der  Oberfläche 

«  ^/2-y  J/l  +  (If  ^  -  tnjy  |/l  +  (1)'^    ...  (1) 

a  a 

2)  Setzt  man  y  =^  rsiji^  f  x  =  rcos(p  und  führt  hieraus  die  be- 
treffenden Werthe  in  vorstehende  Gleichung  (1)  ein,  so  erhält  man  als 
Ausdruck  für  die  Oberfläche  in  Polarcoordinaten : 

u  =  2njr8iny>yr^  +  \^'dfp (2) 

3)  Wird  die  Ordinatenachse  als  Rotationsachse  angenommen ,  so 
hat  man  in  vorstehender  Formel  (1)  x  mit  y  zu  vertauschen. 

4)  Sind  y  und  x  Functionen  von  t,  so  findet  man  flir  den  Differen- 
tialquotienten der  Oberfläche  des  Rotationskörpers : 


I 


!•— 'm+if 


und  für  die  Oberfläche  selbst  daher : 


"— /»i/(tF+(fr- <») 


Beispiele. 
1)  Gomplanation  des  Paraholoides. 

Da  bekanntlich  y^  ==^  px  f  y  =  Vpx^  so  hat  man  für  die  den  Ahb^. 
X  =  0  f  X  =  X  entsprechende  krumme  Oberfläche 

X  . X 

u^^  2n  I  i/ pxll  +  L-^ —      dx  ^=^  n  j  Vp'^  +  4/>x  - 
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oder  da 

/  r  p*  +  4p^  ^  *^  I~  /  (P^  "^  ip^y  ;r-  (P*  +  ^P^)  dx 

2         1  -i  1  * 

80  ist 

2)  Oomplanatioii  d.es  Ellipsoides« 

a)  Oeschieht  die  Kotation  um  die  grosse  Achse,  so  folgt  aus  dei 
Hittelpunktsgleichung 

y  =s  -  /a^  —  x^ 
a 

und  obiger  Formel,  die  Oberfläche  der  durch  o; :»  0  bis  o;  «^  o?  bestimmten 

Zone 


X 

2nb 


^fVa^  -  cV  dx, 


0 
wenn  nämlich  a^  —  52  _..  ^  gesetzt  wird. 

Nach  §.  97  (19)  ist  aber 

J  2  2c  a^ 

und  somit 

nb 


ya^ — c^x^  -] a  rcsin  — ^  • 

c  a^J 


Für  2?  =  a  folgt  als  halbe  Oberfläche 

=  -7:  \cfih  A aresin  —    s=  ttä  ö  H aresin  — 1 

a^  \  c  aj  \  c  a 

und  die  ganze  Oberfläche  ist  daher 


=  2nb  Ib  + 


«2  .  c\ 
—  sin  -\ 
c         aj 


ß)  Dreht  sich  die  Ellipse  bei  Erzeugung  des  Körpers  um  die  kleine 
Achse ,  so  vertausche  man  in  der  Ellipsengleichung  b  mit  a.  Man  erhält 
alsdann : 

X 

u  =  -vj-  /  /&*  +  c^x^  dx 
'^a  nach  $.  97  (18)  « 

^y^b*  +  c2x2  dx=%  /fc*  +  cV  +  ~  /  (ex  +  |/6^  +  c»x2) 

^  ^c 

Aüch 

=  ^  [x  |/^*  +  c V  +  -  /  (ex  +  »/**  +  cV)  —  ^  /^2 

^   L  ^  ^     , 
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Setzt  man  hierin  x  <=  by  so  folgt  für  die  halbe  Oberfläche 
=  Tra L  +  *'  Ib  (a  +  c)\  -  ^-  Ib^ 

r    ,b\b  (g  +  c)i         r    ,  6\  «  +  c  -, 

Die  ganze  Oberfläche  ist  somit 

o    r   ;  ^^ , « +  <^  I 

[  2c      a  —  cj 

An  merk.  Setzt  man  in  beiden  Ausdrücken  a  =  bf  also  «  »■  0,  so  erhalt 
man  für  die  Oberfläche  der  Kugel  den  unbestimmten  Werth  {  und  wenn  man  nach 
§.  73  den  wirklichen  Werth  bestimmt,  so  findet  man  dafür  4na*. 

3)  Gomplaiuitioii  des  dareh  Rotation  eines  Kreises  enseogten  ringfSmiigen 

KQrpers* 

Fig.  132.  Dreht  sich  der  Kreis   C  vom  Radius  r 

,  y  um  die  in  derselben  Ebene  liegende  und  als 

^;  Abscissenacbse   angenommene     Achse    Jrj[^ 

(Fig.  132)  und  ist  die  durch  den  Mittelpunlit 
aufgor,  gezogene  Senkrechte  AY  die  Ordi- 
natenachse  ferner  ÄC  &=&  a,  so  hat  man: 

y=a  +  }/r^  —  x\ 
wo  das  Doppelzeichen  +  sich  bezüglich  auf 
die  beiden  Halbkreise  ßDF  und  BGF  be- 
zieht. 

Aus  vorstehender  Gleichung  folgt 

X- -j -X.  ^y.  =  +  _  ^..^ 

dx        —  j/^2  _  a.2 
Für  die  von  BDF  beschriebene  Fläche  hat  man  daher: 

— r  — r  ^ 

und  für  die  von  BGF  beschriebene: 

'a  —  j/r^  —  x^  ^ 

,  - —  dx* 

Die  Oberfläche  des  ganzen  Ringes  ist  somit 


2  Trr   Ä  —  fV*^-  ^' 

*/  l/^2_ 


4;rra  /    , =  47rVa  ==^  Inr  .  27ra : 

./    y^^2  _  ^2 


— r 


d.  h.  die  Oberfläche   des  Ringes  ist  gleich  dem  Umfange   des  erzeug 
Kreises ,  multiplicirt  mit  dem  Wege ,  den  der  Mittelpunkt  des  Kreise' 
einer  Umdrehung  beschreibt. 
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'^dz  1(1  1  2^ 


J  (z^  -  1 


)2(ir2+3)2         64  I  ^+1         z—\         ^2+3 

^  J    ( 2£ 2r  4  ;? 

64  1        z'—X        z2+"3~  jrs'*'''''^  p8 

1    (       »/(ß^^S^y^       1     ,j- — ^—        4  1  / 

=  64  i 4^-^=:^     -4^  ^(^^  ""  ^^)  ^-  r3  '''''^r 


8a  —  3x1 


3x 

4a  —  a: 


64  (  4a  (2a  —  oc)     ^  '  y^S         ^  f  3a;        J 

Die  fragliche  Oberüäche  ist  somit 

5)  Die  Cycloide  ASN  (Ffgr.  95)  dreht  sieh  um  die  Aehse  AX,  man  soll  die 

Tom  Bogen  AB  besehriehene  Flftehe  hestimmen« 

Auf  lös.     Nach  $.81.  Beisp.  4  hat  man  als  entsprechende  Gleicho]]^: 

.    X  =  rare  cos —  Y2ry  —  y\ 

r 

und  hiemach : 

dx       V        y2        -y       y      '''T\^]-y> 
also  für  die  verlangte  Fläche : 

X  y 

J  V2r  —  y 

Um  nun  dieses  Integral  zu  bestimmen ,  setze  man  r  2r  —  y  =  z    so 
wird 

=  -  2  [2r  j/2r  —  y  -  |(2r  —  y)  j/2r  —  yl. 
Man  hat  daher  für  den  gewünschten  Inhalt : 

-  4^r2r  K'2rir-^  [2,  _  ?!l_pj  +  ??|L* 

327rr»  _  (4r  +  y)  47r  >^2r  (2r  —  y) 
3  8 

4.71"  / 

[8r2  -  (4r  +  y)  /2r  (2r  —  y)] 
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827rr* 
Für  y  =  2r  folgt  hieraus  — - —  als  halbe  Oberfläche  und  die  von  der 

647rr^ 
^nzen  Cyoloide  erzeugte  Fläche  ist  daher  — r — ;  oder  das   5^  fache  der 

o 

Oberfläche  einer  Kugel  vom  Badius  r. 

An  merk.    Man  kann  diesen  Ausdruck  fEbr  die  Oberfläche  auch   auf  folgende  Art 
herleiten. 

Nach  Beisp.  4  des  §.  81.  ist 

z  =s^  rq>  —  rtinip  ]  y  sm  r  —  reostp 

dx  .  .     dy  I 

also  — -  1=  r  (1  —  eo8<p)  ;  -—  «b  rtinw 

dtp  dq> 

und  somit  nach  (3): 


•=-/'K©*+(ir^ 


0 

9 


=  2«r«    /  (1  —  cos  ff)  j/2  (l  —  co8<p)  dtp 

0 
=   8ur'   /  ain^  ^-  dtp 


0 
oder  da  nach  £.  T.  }.  16. 

ain^ip  ==  3#tM9  —  ^sin^tp 

oder  ain^ip  =    ~  tintp  —  —  *t«  S^p 

ist,  auch: 

u  =»  2«r«  jhain  ^  —  sin  ^j  dtf 
=  2,r«(-  6,.  ?-+},« '^  +  6-1) 

Für  ^  SS  71  rosultirt  nun  hieraus  wieder   der  oben   gefundene  Ausdruck  für  die 
Oberfläche. 


6)   IHe  CVeloide  ISN  (Fig.  127)  drehe  sieh  um  die  Achse  ST,  man  soll  die 
Oberfläche  des  entsprechenden  Rotationskörpers  bestimmen. 

Aufl.     Ist  S  der  Coordinatenursprung  SE=x  ,  BE=^y  ^  so  hat  man 

X  f=i  r  —  rcosfp 
y  =s  rif  -^  rsinfpy 

-—  =  rsinw  ;  ^^  =  r  (1  +  cöäqp) 
d(p  dtp  ^  ^ 

rhält  somit  nach  obiger  Gleichung  (8)  für  die  Complanation : 


1 
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9 


u  =  ^nr^  /  (SP  +  ^'^  tp)  cos  ^dtp 


0. 


Anr^      I  9C08  ^  dg>  +   1  8ing>  cos^  dq>\' 


9 


Um  I  q>co8  ^  dq>  zu  bestimmen ,  setzt  man  in  der  Formel  für  theil- 

0 

weise  Integration  [§.  85.  (1)]: 

du        ^        dv         l        w  .    W 

80  folgt 

9  9 

j  q>  cos^  d(p  =  2g>8in  ^  —  j  2sin^  dq> 


=  2g)sin  J  +  Acos  ^  —  4. 


Femer  wird 


J8inq>co8~dq)=  2  1  sin  ^^cos^  ~  dg> 

=  2  Am  '^  rfg?  —  2  fsin^  |  ^ 


=  —  4C0«  f  +    3C05   ^  —  g    C05  -^ , 

also 

<P  ,  .        <P    .    «       <P         1         8a)        4 

sm  q)  cos  ^  dq)  ==  —  Acos  ^  +  3co«  ^ ö  ^^'  o    ~l~  o" 

0 

Durch  Einführung  dieser  Werthe  ergibt  sich : 


u  =  inr^ 


2  ^  2         3  2         3 


Setzt  man  hierin  g)  =»  tt,  so  resultirt 

^f  (6^  -  8) 
als  Ausdruck  für  die  ganze  Oberfläche. 

7)   IHe  Cyelolde  ASN  (Fig.  127)  dreht  slel^  um  die  im  Scheitel  8  gc 
Tangente  Pi{,  man   soll  die  Complanation  des  entsprechenden  Rotatt 

kVrpers  Tomehmen. 

Aufl.     Nimmt  man  PQ  als  Abscissenachse ,  S  als  Ursprung 
wird 

SF  =  a;  s=  rqp  +  Tsinq> ;  BF  szs  y  s»  r  —  rcosq> 
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dx  dy 

und  wenn  man  hieraus  —-  «5=»  r  +  reo«  qp  ;  ^  =  rsinw  bestimmt  und  in 

dq)  ^     dg>  ^ 

die  Oomplanationsfoimel 


9 

einf übrt ,  ^ 


=  2r^  (1  +  co^qp)  =  Ar^cos^  ^ 


u  =  %nr^  I  «n^  ^  ^ö*  9  ^  "^ 


16         2-39^ 


3  2 

0 

Für   (p  ^=  n   wird   die   von    der   halben   Cydoide   erzeugte   Fläche 
Ig 

=  —  nr^  und  die  von  der  ganzen  Cyoloide  beschriebehe  Fläche  ist  daher 

d 

32 
B=     -  nr^y  also  nur  halb  so  gross,  als  die  Fläche,  welche  eine  um  dießasis 

ö 

AN  rotirende  Cycloide  erzeugt. 

8)   Die  OberflKehe  des  durch  Umdrehung  einer  Lemniseate  erzeugten  K)$rpers 

zu  hestimmen. 

Aufl.     Nach  §.81  Aufg.  6  ist 

r^  =  a^C082(p 
die  Polargleichung  dieser  Curve  und  nach  §.  124  (2)  wird  somit  die  Ober- 
fläche des  den  Absoissen  (p  ^=  0  \>v&  q)  =^  q>  entsprechenden  Theiles 

9 V 

s=:  27t  I  rsinq)  1/  r *  +  1— j  dq>  =  2na^  j  sinq>  dq) 

0  0 

=s  27ra^  (1  —  co8fp)  =  Ana^  sin^  ^• 

Setzt  man  hierin  q>  =  45^,  so  folgt  27ra^   1  —  -^1  als  halbe  Ober- 
fläche und  die  des  ganzen  Körpers  ist  somit 

=  2na^  (2  —  f^2) 


9)  IHe  Oberfläche  des  Rotationskörpers  zu  bereehnen,  welcher  entsteht, 

X  X 

wenn  die  Kettenlinie  y  ^  ^   y    "^  ^      \  vim  die  XAehse  rotirt. 


A  u  f  1.     Da 


X  X 

a 


dy  ^  M/  _ 

dx       2  \ 

2x  2x 


dyV       1 


a 


-'^  1+^  =4"''    +'     +' 


X  X 


1/,      .      i^y^  ^  1    /  a      .  a 


wird,  so  folgt: 


ZwsDzigatei  Abschnitt 


=  Y /(«"  +  «    "  +  2J  <fa 

,    TToy     i     ,-i — i 

=  ?rax  -|-  ny  ^y^  —  a^  =  n  (aa 


r 


A.nliang. 


Vennisclite  Tlebmigsaiifgabeii. 
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9)  y  s=s  {x  —  cl)  (x  —  i)  {x  —  c) ; 

Aufl.     -^-  =  %x^—2(a  +  h  +  c)x  +  ab  +  ac-\'bc, 
dx 

.  a  '\'  hx  '\-  cx^ 

.      «,      dy  ah  —  aß  -\-  2  (ac  —  ay)  x  -^  {ßc  —  hy)  x^ 

dx  (a  +  /^ar  4~  ya?^)^ 

U)y^{2x^+\f{x^  2)6; 

Aufl.      ^  =  2  (2a;2  +  1/  {x  —  2)»  {Wx^  —  20x  +  3). 

12)  y  ==  (a:^  —  2)''  {x^  —  3)«  (a?''  —  l)»; 

Aufl.      §^  =  (ar2— 2)6  (a:3— 3)5  (x"—l)'a;(88a:'ö— 148x8 

fix 

—  210a:'  +  336«*  -  82«»  +  36«  +  42). 

/l  +«+  1 

13)  y  =    .—-Li     ^— -  ; 

/l  +  «  —  K^x 

dx  2)rx        2  |/i  4.  a-  ^  2  /«  («  +  1) 

Andent.     Mache  den  Nenner  rational! 


14)  y 


»/«*  —  25 ' 


Aufl.    ^.=  i^-±M^^Jll. 

<fe         (x—  5)  F  X  —  5 
16)  y  =  J/x  +  y^x^+T; 


lß^  1/(^  +  1)'. 


(x  -  2)' 

Aufl.     -?- ^^-±1^^ 

'^  7  (x  +  1)^  (x  —  2) 

17)  y  ==■  X  /3^+"5  ; 

Aufl.     $^=    '"+^' 


öü?         2  /3a:  +  5 
s 

18)  y  =  x8  »^J*  +  1 ; 

.      ,,      dy  llx*+9a;« 

Aufl.     -z- =  — 3 

'^     8  /(x2  +  ly 
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19),  =  J^ 


+  1). 


+  3     ' 

Aufl.  J ^i+6^+L_. 

^        2  (x  +  3)  K  a:  (ä  +  1)  (a:  +  8) 
I > 

Yx-\-\  A-Yx  —  1 

20)  y  =  r     -t-i-t-r«'  __. 
|/«  +  1  —  K «  —  1 

Aufl.    t  =  l  + 


/faf?  •.  — ^_— _^ 

3  (o:  +  1)  »^(a:  +i){x—  1)2 
a;  (3a:  —  2) 


3(a?— l)(/(ar_i)  {x+  1)' 
Andent.    Maltiplioire  Zähler  und  Nenner  mit 

h^  +  D*  +  VV^'W^  +  !^(*»  -  l). 
-^v  ,  a;  4-  1 

Aufl.    f^ -4±_^+«_. 

dir  (a?  +  1)  (a^^  —  3) 

22)  y  =  l{h  +  x+  ^a  +  2bx  +  ar«) ; 

Aufl.     ^^-  ^ 


oQ\  ,  >^a  +  a?  +  /a  —  a? 

ya  -f-  X  —  Ya  —  x 


Aufl.     ^1^=- 


a 


2*>  »-  2x»  (X  +  1)^ +  «^^+ !•' 

da?        a:^  (a;  +  1)^ 

25)  y  =  Z  (a:^  —  5a?«  +  6»^  +  4a:  —  8) ; 

Aufl.     |^=-J^^+i_. 
dx        x^  —  X  —  2 

26)  y  =  Z  [(x»  +!)(«-  1)  {x  +  1)»]  J 

Aufl.     ^^5'^'-^;  +  "'-l. 
da:  a:*  —  1 

m 

*7)  y  =-  al'*  ; 


m 


Aufl.     f'-  =  -  a"^'"  •*-*•  te. 
dx        m  ' 

itx,  Dlff.  und  InL-Reclmung.  Q^ 
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x"  —  4iC  +  3 


28)  y  .=  l  -s = rTR  ; 

^  "^  x^  —  7x  +  10  ' 


3a:^  —  14a;  +  19 


Aufl       -^  = 

äa;  (a:2  —  4a:  +  3)  (a?^  —  7a;  +  10) 


a^  +  2a;  —  x 


Aufl.   ^^  = 

ax 


a 


1 
ar 


1  +  (l  +x  —  lx)la 


30)  ^  =  j/a:e*  ; 

.T 

^"^^-     dx~         2ra^ 

Aufl.    t— 


(a-  +  1)' 


-— I  II         ■      ■  ■  -     -  -  -    ■-  -    ■ 

dx        (1  —  x)  Y^x 

32)  y  =  a*«+3-«-7  ; 

Aufl.     f-  =  a*^+3x-7  (2x  +  3)  /a. 


dr 


33)  y  =  a«  ; 


Aufl.      ^  ==  b(/  x^-^  la. 
dx 


34)  y^a}^l  j/j;2  _^^  3^,  _  5  . 


Aufl.      ^==a'^ 
dx 


2a;  +  3  ,    /  /a:^  +  3a:  —  5 


+ 


2a  l 


2(a:2+3x  — 5) 
35)  y  =  e^  (:r<^  —  Gx»  +  SOx^  —  120a;3  +  360a;2  —  720a;  +  720); 


Aufl.      ?  =  e^a;6. 
aa: 


36)  3^  =  (5a;*  —  GOar^  +  120)  sinx  —  {x^  —  20^^  +  120ar)  cosx\ 

dy 


Aufl. 


dx 


x^  sin  X. 


15  5 

37)  y  =  g^  «n 5a;  +  ^-  «n3a;  +  ^  «ma; ; 

Aufl.       j    ==  T^  (coÄÖa;  +  5coÄ3a;  +  lOcotfa?)  =  cos^ 
oa;        16 

38)  2/  ==*  2  (cos^a;  -j-  «n^a;)  +  3  (co«^a;s«na;  -f-  cosxsin^x)\ 

A  uf  1.      /^  =  3  (coÄ^a:  —  wn^a;). 
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acoex 


39)  y  =  (ßcos^x  +  20cos^xsin?x  +  15«n*a?)  — — 

15 

u  StftX 

'  +  (Ibcos^x  +  ^Ocos^xsin^x  -\-  Ssin^x)  —~-    ; 

Aufl.      --  ^=.bco8^x  —  asinh:. 
dx 

40)  t/  =  sin  {xY^x  —  x^)  ; 

A  u  f  1.     ^  =  (I  1^^  —  2a:|  cos  {xfx  —  x^). 
V  a  -\'  h  sin  X  '\-  ccosx 

41)   y  r=»  —■ ; 

'  «  +  ßsinx  +  ycosx 

-     „,       dfy («6  —  a/?)  coÄar  +  (ay  —  ac)  sinx  -{- by  —  ,^c 

dx  {a -{- ß sin  X -{- Y  cos  xy^ 

X  -4-  y^x 

Aufl.     ^  =  —  j-p^ 7T2:i7^<^^ f/^- 

43)  y  ==  cosl  (a:^  +  ar  +  1)  ; 


Aufl. 


rfy  2a:  +  1 


d!a7 


==- ^+~^+T  ""'(*'+*+ *)• 


44)»=  <^^; 


Aufl. 


Ix 

dy  1  te  —  1 

SISB  ■  -  —  ■  ■ —        •     ■   ■  ■     ■  ^     — I 

dx  ^x  fix 

•  cos*  — 

ea: 

ftnar 


.     «,       rfw        CO«  a?  4-  (cos  X  —  sin  x)  c* 

Aufl.      /  « n-VlN^ ^— 

da:  (1  +  c  )  «na: 

46)  y  ==»  e' sinx  .  Zco^a: ; 

Aufl.      -  ^  =3=  e*  [(etwa:  -|-  «na:)  Icosx  —  sinx  ig  x\ 

fJLX 

47)y  =  ««^-_-; 

Aufl.     ^  ^H^--^y  cos''-^—. 
dx        (x  —  Ix^         X  —  Ix 

»inx 


')  y  =» « ^  ; 


llfIX 

Aufl.      ---  =  (cosx  —  sinx)  e  *"*   e""*. 
dx 


34* 


^ 
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^     ^y      dy  4  la.  (f  —  ar' 

dx        (o*  +  ö     )  a*  +  a  ' 

«ha?  +  Zcosx  ^ 
C08X  —  4«na? ' 


dir        (cosx  —  ^sinxf 


Aufl.       t; 7 .    .       X2 


M)y  =  *<,)/^-; 

dy 


Anfl. 


da;  . 1  /       j» 

2  (ar  +  1)  Kar  (a?  +  l)  coä^  y  ^ 

1  —  7  a? 

53)  y  ^^  tg  (x^sinx^  +  co^a:)  ; 

Ä     f  1       ^y  __  8a?^coga;^  +  2a:gma?^  —  sinx 
dx  cos^  {x^sinx'^  -^  cosx) 

x^  -f~  3a?  -|—  5 
A     i.1      ^y  a:*+ 6a:»+  15ar2  — 2a;  — 3 

Aufl.    ^  = o   ,» Q — j— i:* 

^  /  a    I    i\5       ^x^  +  Sx  +  5 

55)  y  —  CO«  ^-  ; 

A  Ufl.      -^  = ' • 


56)  y  t^  cot 


a;*  —  1 

X  +  Za: 

ar  —  Ix^ 


A     ri       ^y  2  (1  —  Ix) 

Aufl.    -^  = ^ — 


dx  I  \2    •  2  ^  +  ^ 

(a:  -  te)2  ««2 -—^ 

57)  y  =  co<  —  ; 


Aufl. 


dy  (2  ' —  xlx)  Ix 

dx  •  .  •   ^^i^ 

xersirr'  -~- 
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58)  y  =s  cos  {xtgx) ; 

—  =  _  Ugx  H 2 

dx  \  cos^x 


Aufl.     ^  =  —  \tgx  +  ■:^:^^  sin  (xtgx). 


59)  y  =  l{xtgx)\ 


Auf,.    t  =  ^  +  ^' 


{2r       a;         5tn  2a; 

60)  y  ss=s  cot  (Ix  sin  x^)  ; 

Aufl.      -^  = 7-^ -; • 

dx  xain}  (Ix  sin  x^) 

61)  y  =  a«'«r«; 

Aufl.     ^  =  (^  +  ^^:cW^ /a-  ^; 

dcc        [cos^x        "^    I  l 

Ann      %  2e-(x-iy^+4(.:^-l) 

63)  y  =a  «n  {sin  x)  ; 

A  U  f  1.     ^  =  cosx  cos  (sin  x), 
dx 

v  ,    X  —  1 

64)  y  ==  arcstn  — -; — - ; 

X  '  I  '    X 

Aufl.    ^^^ 


.    a:2  +  "2ar  — 8 
65)  y  =  arc««  "2  ^  gx  +  5  ' 

dy  4 


Aafl. 


d»        a:^  +  2«  +  5 


66)  y  =  arcw»  ^^    ,    ^ ; 
Aufl.     t  =  - 


dx  2  (1  +  «)  K"« 


')  y  =  arcnh 


ac 


•1  —  «2 ' 


Aufl.     ^  = 


<i»!       (1  _  a;»)  /l  —  2jr* 
y  =  Z  (a;  +  arcsinx)  ; 

AufL    t L±i^^-:S' 


^       (x  -\-  arcsinx)  }/\  —  x^ 


1 
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AQ\  .      ar  +  1 

od)  y  ==  arcstn  -j 


^x—  1 
Aufl.     %  _  2  (a:  -  2)r(fli        1)'        (x'    |    1)^-^ 


arc5tna? 


70)  y- , 


|/l  — ^^ 
.      „,      c/y         xarcsinx  +  r  1  —  x*^ 


dx 


(1  —  a:^  |/l  — 


X' 


71  \  ., _^^  •_  y  1  -\-  X  -{■'  x^ , 

1  +  a? 
.     «,      ^  a;  —  1 

Aufl.      ^  =   ^^r=— r- 

^         2  (1  +  a:)   Ka:  (1  +  a;  +  a:^) 

72)  y  =  arcsinlx] 


Aufl.     ^=  ' 


^       a;  /l  —  Z^a; 
73)  y  =  aresin 


e" 


6^+1' 

Aufl.     ^^- 


ö!a^        (e^  +  1)  /l  +  2e^ 


2 

74)  y  «  aresin  -^TJ-^Tx  5 

^y  4 


Aufl.     ^  =  — - 


75)  y  =  aresin  (xlx)  ; 

Aufl.     '^^  '"+' 


ar«  stn 


^         Vi  —  x^V-x 


76)    y  =  «  «*-*+2x+2. 

Auf  ^  - ? .---  liV'-'^i^, . 

7  y   =  aresin  (  aresinx)  ; 

Aufl.  ^^=  ^ 


78)  y  =  arcco5 


(fa-       |/(i  -  ^2)  [1  _  (aresin  xf\ 
2x+  3 


x 


2   —  1 


7 


A     ri       <^y  2(a;2  +  3x+l) 

Aufl.        -^-= >,.— ^— ^-4.::^^^ 

dx        (x^  —  1)  Ka?*  —   6a;2  —  12a;  —  8 
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2x 


79)  y  =  arccoa 


y^9x^  +  1  ' 


Aufl.     t=  ^ 


^       (9a;2  4-  1)  }/5  x^  +  1 


80)  y  asBs  arc  cos 


e^  _  a;2 
gto  +  a-2  ' 


^5^  2  (ar  —  1)  e' 


dx  c**  +  0?^ 


stnx 


81)  V  =  arccoÄ  -— ; ; 

A        n^  dy  1    +  2C08X 

Aufl.     ^  = —  — 


82)  2/  =  arctg 


^       (2  +  coÄar)  j/4  +  co82x  +  icosx 

X  —1  ^ 
X  +l'^ 


Aufl.     t=       ^ 


flu?       o;^  +  1 
83)  y  =  arctg  -^ ; 

Aufl.      ^'-^        ^"^ 


dx       2  (a?  +  1) 

84)y=arctö'^-£^; 

Anfl      ^  3(2rc^+l) 

^^        da;~(a;2+l)  (4x^+1)' 

«^v  a  +  hcosx 

85)  y  =  arc^  t ; 

Aufl.     /-  = ,— p »-. 

X 

86)  y  =  arc^^    ^  ; 


/riT 


a; 


4 


Aufl.    t-        ' 


da:       (1  —  x^)i  [a;2  +  (1  --a:*)'] 

87)  1/  =  arctg  -— -,  ^  ; 

1  +37  —  K  2a;  +  x^ 

.     oy      dy  2  (1  4- :,.  +  j/2^4:'i2)2 

Aufl.        -/-  =  -;:rzr ,---      r    '-r-- 

^^       »^207  4-  a;*  1  +  (1  +  a:  +  K  2a;  +  x^)* 
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ß^—  1 


88)  y  =  arctg 


c*  +  1  ' 


Aufl.    ^  = 


dx       c^*  +  1 


89)  y  =  arc/^ 


K'i  —  a;2 ' 
Ann,    f^=_J_..    ^ 

90)  y  =  arctg  —-^-^-  ; 

.      .,      % ar*  +  lOa:^  —  ßx^  —  Sx  —  20 

^  ^  a;«  +  a:4~+  18:^»  +  2\x^^^^  20ar  +  20* 

91)  y  =  (a;^  +  3a;  +  faj)  arctg x ; 

92)  y  =  arctg  ^_L^  ; 

Aufi    %  ^        X  +  2r^  +  1 

*     (Äa;       (a;2  —  a:  +  2K'a:  -j-  2)  2f^ar 

93)  y  =  arc*^  —  ; 

a; 

.      «,      rfy         XC08X  —  sinx 

Aufl.     /  =        .    ,      .-K 

da?  a?'  -f-  sin^x 

94)  y  =  (1  -}-  a:^)  ^a?  arctgx  ; 

95)  «  =  ?l±-^"-^  j  ' 

e*  —  arctgx 

1 


Aufl. 


dlar  (e*  —  arctgx)'^ 


96)  y  =  arc/^  |a^^  |) ; 


Aufl.     -?^  = 


dy  a 


dx       1  +  a'  +  (1  —  a^)  C08X 
.       _  tgx  + arctgx  ^ 

^^>y~    1  +  ^2    ' 

1  +  a:^ 

ö hl  —  2a:  (^a:  +  arctgx) 

.      «1      ay  cOÄ-'a: 
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98)  y  =  arctg 


xstnx 


1  +  XC08X  ' 


.      «-      dy  x^  +  sinx  +  xcosx 

dx  1  +  n?^  +  ixcosx 

99)  y  ^=  Ix  .  sinx  .  carctge^ ; 

Aufl.     —  =»  -  «na?  arctge^  +  Ixcosx  ctrctge^ 
dx      X 


+ 


1  +  e^ 


2a7  nnx» 


100)  y  =  a?^  ; 


Aufl.  1^  ^  ^  (1 7  H 


2 


101)  y  =  8mx^*''; 


Aufl.     ^= 


fcoÄ^a; 


102)  y 


103)  y 


dx      \smx 


—  ainxlsmxi  änaf"". 


Aufl. 


d^  =  [S +i + K-^ + 1)]  2-  (-^ + 1)'^'. 

=  [«n  {ax  +  5)]«^+/^ ; 
Aufl.     ^  =  fa  («a?  +  /J)  CO/  {ax  +  ft) 


c^r 


104)  y 


4-  altm  {ax  +  J)]  [sm  {ax  +  d)]<«+/». 


ES  a;V/»: 


Aufl. 


<fy         (te  +  2)  «V^ 


105)  y 


dx  2Y'x 

{x  +  &)"•«"  * ; 


106)» 


Aufl.     ^^ 
dx 

d 


1  +  a;^ 


X  +  te 


(ar+Zar)*''^'^*. 


107)  y 


Aufl.     y"3  +  2y'y''y'". 


Aafl. 


x' 


2xy'y"  —  3y 

74 


Oy 


/(^)  ;!:(¥) 


Aufl. 


c2x 
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109)  y  "^/i^)  ]  -f-  arcsiny*  «=  ? 

Aufl.     T^-^' 

110)  y  =  c< :  a;  =  a  4-  *«  +  c«2  ;  v  =  ? 
'^  '  dx 

dy  e* 


Aufl.    ^  = 


dx       b+  2ct 


111)  y  =  arcsin  y-^j^  ;  ^  =  Ä  ;-  -  ? 


A    ^1    ^y  2^ 

Aufl.      "^  — 


dx  \  +  t^ 

12)  y  =  — ^-  ;„  =  e-  ;»  =  <*;  f  =  ? 

M  -f-    l  «* 


Aufl.    ^  =  ..''*' 


»4-1  _  dy 

X 


113)y  =  Z(«+l);«  =  ^;^=? 


Aufl.     t- ' 


^a?  a:  (a?  —  1) 

114)  y  =  w^  ,  WO  u  ,  V  ,  u?  Functionen  von  a:  sind. 

Aufl.      %  =  tt«"  V"  (-  +  -  t;'/u  +  w*lulv\ 
dx  \u        V 

Andeut.     Setze  u^  ==  z  und  verfahre  nach  }.  29. 


v^ 


115)  y  =    r  ; 

Aufl.     ^  =  <«""  tt^*"  K  + -V  Ä  +  t^-i  «;t;'  lu  U 
dx  \f,         u 

+  v"  w'  Ztt  ^ü  It). 

w 
Andeut.     Setze  u^    ^  s,  so  wird 


y  =  15* ,  (y  =  z/^  ,  ^  =  ''J  +  z'« ;  y'  =  y  f«  Y  +  *'^^)  °- 


8.    W. 


116)  sin  {x  -{-  y)  =  xy  ; 

Anfl      ^^       y  — co«(a:  +  y) 
dx       cos  (x  -\-  i/)  —  X 

117)  x  +  y-^xy=0; 

Anfl      ^^  y  +  1 

Autl.     -7- =  —  ^    ,    .' 
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131)/(|)  =  fc; 


Aufl.    ^^^- 
dx        X 

132)  /  («  ,  y)  =  a ; 

Aufl.     1^  =  -^- 
dx  X 

188)/(y(a^))  =  a; 

^     n.      dy  dx 

Aufl.      -p-=« r— 

dx  otp 

184)  a?»  +  y»  +  ;r3  =  ^xyz 
a?  +  y  +  xr  =  a; 

Jy         £;  —  X      dz         X  —  y 


Aufl. 


dx        y  —  z  *  dx        y  —  z 


An  merk.    Da  statt  der  ersten  Qleichung  auch  geschrieben  werden  kann 
(z  +  y  -\-  z)  {x^  4-  y«  +  Ä«  —  a;y  --  a:a  —  y«)  «  0 , 
so  sind  die  vorgelegten  Gleichungen  gleichbedeutend  mit 

;2*t  -[.  y«  ^  «t  —  xy  —  xz  —  y«  =  0 

und  «  -f-  y  -f-  «  =  a. 

135)  x^-{-y^  +  2axy  =  h', 
xy  -{-  xz  -^r  yz  ^=  c. 


X\  U  li. 

dx 

ax  +y' 

dz 

z(x  —  y)(l- 

—  a)  -\-  x^ 

-ff» 

• 

dx 

{x  +  y)(ax  +  y) 

136) 

x^  +  2/5 

+  z5  = 

0 

ar2+y2 

+  Z2«=: 

r\ 

Anfl 

dy 

X  (x  —  z) 

dz 

*(y  — 

x) 

Äc  y  (y  —  z)  '  dx  z  (y  —  z) 

137)  x^  +  y^-{-z^  +  t^  =  r^ 
x-\'y-{-Z'-{'t  =  a 
xyzt  =  h. 

AufL    ^  ^  ^  (^  —  0  (^  —  y) . 

tft  t  {x  —  z)  {x  —  yY 

^  =  y  ('g  —  0  (^  —  ^) 

d<         t{]f—z){y  —  x) 

138)  a;  +  y  —  2  —  2  =  0  ;  y^  +  ;j2  _  5a;2  ^  7^  4.  11  =« 

...      ^^^ 10a:  —2z  —  l      dz^  _      10a:  +  2y 

'^  ^~    2^  +  2y  +  7    '  dx~  2z  +  2y+7' 
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An  merk.    Lost  man  obige  Gleichungen  nach  y  und  e  auf,  so  folgt: 

y  SB  X  ^  \  oder  —  2x  —  | 
z  ^  2x  —  3,,-—  «r  —  I  • 


and  hiemach: 


^  =  1  oder  —  2 
dx 

^-2  -  1 


b)    Heber  wiederholte  Dlfferentiatioii. 

139)  y=^2x^  +  5^2  +  2xnnx  +  e*; 

Aufl.     y*  =  ßx^  +  10a:  +  2xco8x  +  2«7ia?  +  c* 
y  =  12a:  +  10  —  2a;«na:  +  4cosx  +  e' 
y"*  =12  —  2xco8x  —  ßsinx  +  eF 
y^^  =  —  2co5a:  +  2x&nx  —  ^cobx  +  e* 
y^  «=  lO^nö:  +  2xcosx  -|-  e* 
y^^=  12co«a:  —  2a:«na:  +  c*  U.  8.  W. 

140)  3^  —  8a:»  —  Ja?«  +  2f^a:  +  sf^a: ; 

Aufl.     y'  =  9a:*  —  14a:  +  ^"^  +  ^'^ 
y'*  =  18a:  —  14  —  |a:-4  —  |ar-4 

10 


U.  S.  W. 


y'" 

—  18  +  |ar-i  +  '"  ar-J 

/" 

8                27 

141) 

y«= 

aint 

Ix; 

Ai 

Bfl. 

=  ar"*co«£i 

=  —  ar^  {coslx  +  «t'nZo;) 
=  as~*  (cotla:  -{-  Ssinlx) 
=*  —  10a!~*  «inte 
==  10x~'  (ismlx  —  cos  Ix) 

yVJ  o»  lOa:-«  (dcoslx  —  Idsmlx) 
yyn  «.  i0a:~7  (i05«nto  —  l^coslx). 

142)  y  =  a:  +  ^y; 


Aufl. 


dx         y  —  1 

^V         —y 


dx^  {y  —  1)3 
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143)  y  =  «==' ; 
Aufl. 


y'  = 


.U 


y  = 


y 
u 
y' 


tu 


IV 


2e«^'  (1  +  2^2) 
=  ^e''  {Zx  +  2ar3) 
=  4e^^  (4a?4  +  12a!*  +3) 
=  8  e'^X^^x^  +  20a:3  +  loa:)  U,  8.  W. 


y«)  =  e'^ 


(2xY  +  ""  ^"^  ^     ^^  (2x)"-« 


+  n  (n  -  1)  (n  ^  2)^- j)  ^^^^.^^ 


+ 


1  .  2 
n(n— l)(n— 2)(n— SXn-  4)(n— 5) 


1.2.3 


(2ar)"-«+.. 


144)  y  =  a:to  ; 


Aufl.     y  =  /a:+l 


y"  =  a:-l  ;  y'" 


a? 


-2 


/^  =  —  1  .  —  2ar-»  ;  yi"  =  —  1  .  —  2  .  —  3ar-* 
y(«)  =  (_  i)«-2  (n  —  2)!  x-C«-^^ 
=  (—  1)»  (n  —  2)!  x-^^-^K 
1 45)  y  =  xHx ; 

Aufl.     y'  =  2xlx  +  x',y"  =  Z  +  2lx 


y''  =  2  .  —  1  .  —  2a: 


—3. 


•    •    •    • 


y(«)  =  2  (—  1)"-^  (n  —  3)1  a:-<''»-«> 
=  2  (—  1)«-^  (n  -  3)1  a;~<»»-2). 
146)  y  =  xHx  ; 

Aufl.     y'  =  x^-^  {nix  +1) 

y  =  ic»-2  [n  (n  —  1)  ^ar  4-  2n  —  l] 

y///  ==,  ^«-3  |-„  („  _  1)  (;i  _  2)  lx+  3n2  —  6ii  +  2l 

/^  =  a:"-*  [n  (n  —  1)  (n  —  2)  {n  —  Z)  Ix 
+  4n^  —  18n2  +  22n  —  6]  U.  8.  W. 

3a:  +■  1 

3ar2+2a:-f43  1 


Aufl.    y'  =  — 


y'  = 


(x^— 2x— 15)2  (»  +  8)=*       ( 

6x'  4-  6x»  +  258a:  —  142 


{afl  —  2a;  —  15)» 
^•-2L(^"8)5+( 


X  -  bf\ 


Aufgaben  üeber  wiederholte  Bifierentiation. 


543 


y'"  = 


_  _  1._2.-S[^^.^-J  +   ^^_-y,^ 


,<->  =  (-!)-«!  [^--^3-^-^,+ 


3)n+i    '     (a;  —  5)"+* 

148)  y  =  sine^  ] 

Aufl.     y'  =  c^  coÄ  e^ 

y  =  e*  (coÄe^  —  c*  sine') 

y^^==  c*  (co5  «*  —  7«^  «n  e^  —  6e^^  co«  e*  +  e^  «ne*)  U,  S.  W. 

149)  y  =  e^sinx  ; 


Aufl.     y  =  c^  {cosx  4-  «na:) 


-  sin  \x   -4-  ;i- 
,      71  \  4 


^n 


y'  = 


.    n 

sin  — 

4 


«n  (ar  +    -  j  +  ^o«  (a:^  +  jl 


^       •     /      r    o  ^^ 
«n    X  +  2  - 

TT  \  4 


«n^- 


y"  = 


1 


5tn^ 


TT 


c'wnlic-t-ä— j  '{'e^ cosix  +  2  . 


SttI 


= sin  \x  +    - 

.  o  TT         l  4 


ö*  /  TlTT  l 

«(»)    =! ^^     \X    +         - 


150)  y  =  e'  cosx; 


>T, 


e"  I  TV 

Aufl.     y  =  e^cosx  —  e^sinx  =  — ^ —  cos  \x  +  - 

.     TT         l  4 


sin 


y 


ii 


—  - —  I  e' cos  ja;  +    A  —  e^  sin  \x  +    ^ll 
sin  .  ^  '  ^  ' 


2n] 


—  cos  \x  +     ^ 
n        \  4 


sin' 
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yiit  g-a  cos  Lr  H ; 


•  «  ^        l  * 


4 
151)  y  =  c^*m  (a?^a)  ; 


e* 


Aufl.     y  s=3 «n  (or^^a  +  a). 

C08^  CC 


y(n)  _- g^  f^tga  •■{-  na). 

152)  y  =i  e^cos  {xtga)  ; 

Aufl.     y'  = CO«  (x^laa  +  a) 

cos  a        ^ 


y  c=  — -—  CO»  {xtga  +  2a) 


co«^  a 


y(*»)  = CO»  (a;^  a  +  ^o^)« 


15S)  y  =  «»=/  (x) ; 

Aafl.    y  =  e' [/ (x)  + /' (x)] 

y  =  e-  [/  (x)  +  2/'  (x)  4-  /"  (x)] 

y  =  e«  [/  (a:)  +  3/'  (x)  +  8/"  (x)  +/'"  (x)] 


154)  y  =*  an  (x*)  ; 

A  U  f  1.    y'  =  (2x)  CO»  (x«)  =  (2x)  «n  Ix»  + 


n 


y"  «  2«n  Ix»  +  f  j  +  (2a^)»  cos  Jx»  +  yj 

=  (2x)«  «n   t^  +  ^l  +  2.1««  (a^'  +  ^j 
y"  =  (2x)»  CO»  (x«+  y^j  +  2  .  2  (2x)  «m (x«+  - 

+  2.1.  (2x)  CO»  Ix»  +  ^ 
-=  (2x)»  «in  (x»  +  ^]  +  8  .  2  .  (2x)  sin  jx»  +  ^ 
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/•'  —  (2«)*  eosL^+^\  +  3.2  i2xY  sin  L»  +  ^j 
4-8.2(2a;)5co«ja:»+yj+8.2.2«nla!*+  ^j 

=  (2»)*  «n  U  +  -^]  4-  4  •  8  (2*)»  «f.  L»  +  Y 

,    4.8.2.1    .    /  2   ,    2«! 

y^  =  (2x)»  cosU  +  ^\+  i.2.  (2a:)»  «n  [«*  +  -|^j 

+  4.3  (2a;)»  cos  [«*  +  -^^j 
+  4.8.2.2(2a;)«m  a;*4-^ 
+      \  '  2     (2«)  co«|a;*  +  -^ 
=  (2x)*«n[x»  +  ^j  +  5  .  4  (2a:)»  sm  L^  +  ^' 

+  '-:i^|?(2.)-.(..  +  ^). 

Allgemein  ist 

/«)  =  (2a:/  ««  [a:2  +  -^^^j  +  ^J!»_ri)  (2a.)-2  «•„  j^2  +  (^  _  i)  |j 

.    n  (n  —  1)  (n  --  2)  (n  —  8)  ,^  .     .   •    /  2    i    /  o\  ^\ 

+  — ^^ ^  ^^     ,^    '  ^ ^  {2xy-^8m  \x^  +(n—2)  j\ 

+  n(r^l(n-^2j(n^ 

1.2.3  \  2/ 

wie  sich  durch  den  Schluss  von  n  auf  (n  +  1)  beweisen  lässt. 

155)  y  =  cos  (x^)  ; 

Aufl.     y'  «»  —  (2a;)  «n  (ar«)  =  (2x)  cm  ja:^  +  ^ j 

y (2a:)^  «n  L»  +  gl  +  2co5  ja:^  +  |J 

==  {2x)^cos  L^  +^)  +  2c<w  ix^  +  ^ 

y " (2xy  «n  [a:^  +  ^j  +  2  .  2 .  (2x)  cos  ^+^^  j 

—  2.1  (2a:)  ««  jx^  +  ^ 


(2ar)»co«  ^  +  "l"]  +3.2  {2x)  cos  \x^  + 


27l] 


dpitz,  Diff.-  und  lnt.-Rechnunf.  ^  35 
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—  3.2  (2xy  sin  t*  +?)  +  3  .  2  .  2  cmL«  +^] 


(2a:)*  C05  ja?2  +  ^j  +  4  .  3  (2a?)2  coä  |a?2  + 


Sn] 
~2 


.4.3.2        /  2  ,    27rl 

H ^—005  1x2  + 

Allgemein  findet  man : 

yin)  ^   ^2xY   cos  L^  +  ^j  +  ^^^^pAl  (ßx^'^  COS  U+{n—l)^\ 

+  ^(^-l)(n--^2Hn-3)  ^^^^„.,  ^^  j^,  _^  ^_  ^^ .] 
^n(n-l)(n-2/(n-^ 

wie  sich  durch  den  Schluss  von  n  auf  n+  l  beweisen  lässt. 

156)  y  =  xarctgx] 

Aufl.  y  =  arctgx  +  --—  — ^ 

1  +  a:^ 

^  (1   +  a:2)2 

y"  =  _  8a:  (1  4-  a:2)-3 

y*'  =  —  8ar  (1  +  a;2)-*  (l  —  öa:^) 

y^  ==  48  (1  +  a;2)-5  (3a:  —  5x») 
yvr  =  43  (1  4.  a,2)-6  |  3  _  43^2  '^  35^.4  | 

yF// ,_  1920  (1  +  a:2)-'  {  —  3a:  +  14a:3  _  7^5  | 
yF///  _  1920  (1  +  a?^)-8  {  -.  3  +  81a:2  _  139^4  ^  gg^.«  | 
=  5760  (1  +  a:2)-«  {  —  1  +  27a:2  _  e3a;4  _j.  21x«  } 

Allgemein  : 

y«)  =  (_  i)n-2  (n  -  2)  !  (x2  +  1)-  j  x[(x+i)--{x-^trj 

-  Ik^  +  o^  +  c^-O"] 

157)  y  =  0:««^  ;yf«)  =  ? 

Aufl.    y">  =  e^  (a:«  +  ^  (a:«)'  +  ^*-^— ^  (a:-)"  + 

\  1  1  .  / 

Andeut     Nach  }.  38. 


/ 
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158)  y  =  af'sinx  ;  yC»)  -=  ? 

Aufl.    y«)  =  «n  L  +  ^]  a:«  +  y  «n  [ar  +  (m  +  1)  ^]  (a:»)' 

Andeut    Nach  §.  38. 

159)  y  =  x^cosx  ;  y^'"^  =  ? 

Aufl.     /*">  =  cos  ja:  +  m     hc"  +  Y  CO«  ja;  +  {m  —  l)     1  (a?«)' 

+  ri(^i)  «„  (, +(„  2)-^)  («r  + . . ." 

160) /(as)  =  2y  +  Sy  —  V»; 
Aufl.    /'  (x)  =  2^  +  8y"  —  Sy y'" 

/"  (x)  =  2y"  +  8y"'  —  Sy^-Sy'y 
/'"  (x)  =  2y"'  +  SyiT  —  24y"'yiv  —  8y"'yT 


161)/(a;)=.«n(y'+y) 

Aufl.    /'  (a:)  =.  (y"  +  y')  ca»  (y'  +  y) ; 

/"  (ar) (y"  +  y^)"  ««(y'  +  y)+  (y'"+y'0«»«(y +y) 

/"'  (»)=  _(y'4.y')»««(y'+y)— 2(y"+y')(y"+y")««(y'+y) 
H-  (y'^  4-  y"') «« (y+y)  -(»"'-hy")  (y"+y')«n  (y'+y) 

162)/(a;)  =  a;  +  ay'; 

Aufl.    /'(x)=l+ay'  +  y' 

/"  (a:)  =  xy'"  +  2y" 

/"'  (a:)  =  xt/^  +  3y'" 

/IT  (a:)  =  a;yT  +  4/^ 

/v  (x)  =  xy^i  +  5yT 


163)/(x)  =  a:y'»; 

Aufl.  /'(*)  =  y»  +  3ayv 

/"  (x)  =  6y«y"  +  6xy'y"»  +  Sary* V" 
/'"  (x)  =  ISy'y"«  +  9y'V"  +  6a^"»  +  ISa^y'^'y 
+-3xy'V' 

164)  /(x)  =  x"y; 

Aufl.    /'  ==•  OTx'^*  y  +  «"y' 

/"  =  2»nx'"-'y'  4-  m  (m  —  1)  »"»-'y  +  x"y" 
/'"  =  8m  (m  —  1)  a*-V  +  Smx^'y" 
+  m  (m  —  1)  (m  —  2)  x»-»y  +  x"y"' 

35* 


/// 


il 
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165)  f(x)  =  aar«  +  hxy'  +  «y'«; 

Anfl.    /' (x)  =  2ar  +  6ay"  +  V  +  2cy V' 

/"  \x)  =  2a  +  iay"  +  W  +  2cyV"  +  2«y''* 

f"'  {x)  =  *xyiv  +  zby'"  +  2<yy'^  +  6<y'y" 

yiv  (a.)  =  jayV  _^  4jyiv  +  2<y'y^  +  8«y'y"r  _,_  ^^^^un 

f  (x)  =  hxy^  +  56yV  +  2<y'y^  +  \Ocy"i'  +20ty"'y" 
166)/=«rV;  J|,=  ? 

A    fl      ^V  ^  ^^  ~  '^^V  +  ^^'^^^  ~  y^  +2rV^  — r^ 
^07*  .  x^  {x^  +  y^  —  ^*)^ 

170)/=*m(rr»  +  y»)  ;   0=? 

Anfl.     p{=2cos  (x^  +  y»)  —  4y*m  (»»  +  y*) 

171)  /»=  e-^+^+ifl  ;  iZ.  =  ? 

oxoy 

A  nf  1.     ^  =  (1  +  2a:»  4-  2y2  +  5ay)/. 

i72)/=-5-;^  =  ? 

173)/=.-^-H.-^_|:-  =  ? 
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174)  /=  e'^+'^^''+i"+"  i  g^/^g^g^  =  ? 

+  (*  —  y)  (*— «)  +  {s  —  y)  (s  —  t)+{s-z)(s  —  t) 
+  (s  —  x)is~  y)  (»  —  z)[$  —  t)}  f 

wenn  der  Kürze  halber  x  +  y  +  z  -\-  t  =  s  gesetzt  wird. 

176)/=«»(ay  +  a:.+yz);-^^^  =  ? 
Aufl.     ^^       ^^  =  —  2  {x+y  +  z)  sin{xy  +  xz+yz) 

177)/=««(x3+y3  +  .');g^^  =  ? 
A  a  f  1.     g^A^-  =  —  27  «V V  c<M  (a:»  +  y»  +  «'). 
178)  /=««^^,=^-p  ;  ^-^^  =  ?  und  3-?|,  =  ? 


3*/ 


dx^dy"^ 


1 

=  15ay  (1  +«*  +  y') 


dx  dy  dz  du 
Aufl.  ^^        =  (1  +  7a:y-«*  +  e^^^-^V  +  ar^yVu^)  e^~ 


dxdy  dz 


Aufl.     g^y-^  =  [1  +  aryzto  +  0:3^2  (1  +  xyz  la)  la 


1 
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182)  /  =  OB»  +  Jx^y  +  «cy*  +  ÄJf»  ;    --'^-  =  ? 
Anfl.      r^  =  26. 

183)/=  orc««^   ;  /^  =? 

Aufl.    -^  = ^-,. 

184)/=««(x»  +  y»);^  =  ? 
Aufl.     iZ_  =  —  4ay  «n  (x»  +  y«). 

185)  /  =  CO*  (xy)  ;  l^j  ^  ? 
A  u  f  I.     ~=  —  y^cos  (xy). 

186)  /=  Z  (x»  4-  xy  +  y") ;  |^{==  ? 
Aufl      gy  ^  x^  -  2xy  -  2y» 

ay*     (^*  +  *y  +  y*)* 

187)/=6«*4->";^=? 

Aufl.     ^^  =  4:py  «*»+»». 
tf  X  oy 

A  n  f  1.     ^^-^  =  z  [co5  (a?y^)  —  xyzsin  {xyz)] 

a^^a^  ""  ^^*  ^^^^  ~  3a;yz5m  (Ä^if)  --  {xyzY  cos  (xyz). 
189)  /  =  sinx  siny  +  sinx  sinz  +  «eny  «n^  ; 


aa:  ay  ox  dz  '  dy  dz 

av  av 

Aufl.       r r-  a=  COÄO:  CO^V  I     r r-  »=  C0«5?  €052 

cx  dy  ^  ^  dx  dz 

ay 

d^z  '^  ""'^  ""'"• 
A  «  f  1        ^ V*    _        2e^+y  (c*  +  €  )  (62-«  —  4e^y  +  e»») 

AUli«        -r r—   — —    *"~' "V  « ,  ~i -^ — -• 

dx  dy  {^  +  e^yf. 

i9i)/=_^__;  i!^  =  ? 

Aufl.     -^  =  e°^  [ay  (J!  +  y)'  +  2] 

2x  ^  (j!  +  y)' 


J 
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192)/  = 
Aufl. 

198)/  = 
Aufl. 

194)  y  = 
Aufl. 

Andent 

195)  y  ' 
Aufl. 

Andeut. 

196)  y  • 
Aufl. 

Andeut. 

197)  y 
Aufl. 

Andeut. 

198)  y 
Aufl. 

Andeut 


sinx  -|-  «^y        ^V    o 

ar  +  y        ^  dx  dy 
^V  (^  +  y)  {cosx  +  cosy)  —  2  (smx  -{-  smy) 


dx  dy 

*  sin  (xyzt)  ; 


av 


{x  +  yy 


=  ? 


dx  dy  dz  dt 

5  cos  {xyzt)  —  Ixyzt  sin  (xyzt) 


dx  dy  d^dt 

—  5  (xyzty  cos  (xyzt)  +  {pcyzif  sin  (xyzt). 

-         X+^^ (n)  ^  y 

"  x^  —  2x  —  Sb'^ 
y(n)  =  (_  1)»  .  n!  [3  {x  —  7)-»-^  —  2{x  +  5y-^>]. 

3  2 

Zerlege  den  Bruch  in  die  Partialbrüche X"^" 

~  a:2  -|-  2«  +  1 
yC)  =  (—  1)    nl  (x  +  l)-»-»  [2*  +  3n  4-  5]. 


2x  +  i 


+ 


i»  +  2«  +  1        »!  +  1  ^  (*  +  I)*' 

2^+2_       ,.,_^ 

aj2 4a;  ^  7  '  ^ 

y(n)  =  (_  !)•  n\  [(1  +  0  (o:  —  2  +  80-^* 

+  (1-0(^-2 -so-'-M- 


l  +«• 


:.+ 


t  —  t 


2ie  +  2     _ 
a.i_4a.+7        a;  —  2  +  3»    '    a;  —  2  —  3» 
X 


x^'-\^  X  (b  —  a)  —  ah 


;y 


fn) 


y 


199)  y  = 


r»)  «  (z:i)!ü^  r^  (^  _  a)-^-"-h  6  (x  +  *)-^-«I. 
a  +  ö 

_  7x«  +  12a;  -  8  .,.,_? 

~  a:»  4-  2x^  —  3«  '  * 
yW  =  n!  (—1)"  [ar— »+  2(a:+8)-"-»+4(a!-l)-"-»]. 

7a*  +  12j  —  3  _^  l     ,        2       _j 4 

8»'  —  18«  ;  y«  »=  ? 


Aufl. 

Andeut 

200)  y 

Aufl. 


g,s 5^1  _i_  3a;  _i_  9 

„(•)=(_  1)« « !  f(x  —  3)-«-'(2a;—  3n— 9)  +  («+!)-"-']• 

3a:*  —  13* ^      2 3  , |_ 

^  _  5x1  +  3,  +  9        *  —  3        (a  —  3)*  "^  *  +1" 


3a;»  +  lOa;«  +  14a;  +  16      .  ^,)  _  9 
_  a;4  _  a,3  _}_  3aJ  +  5«  +  2  '  * 

x2+2a;(n4-2)+ 


— «— s 


j,(«>=(_l)-„!J(a^l) 

—  4  (x  —  2)-'-"j- 


124-13n  +  3n 


2 


■1 


'/ 
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^ 


Andent.     — j — - -| -^- 


^  +   l  "^   {x+  1)«  "^  (a:  +  1)»        a;  — 2 

201)  y  =.  C05  (a  +  Aar)  ;  y«>  =  ? 

Aufl.     y<»>  =  5"  CO«  I«  4-  ^  +  *^ 

202)  y  =  «n  (a  +  bx)  ;  y»>  =  ? 
Aufl.     y«)  =  i««n[a  +  ^  +  5J 

203)  y  =  cos^x  ;  y(«>  =  ? 

Aufl.     y«)  =  2»-i  C05  j'l^  +  2a:j. 
Andeat.     <Jo«'ar  =  ^  (j   -^  eo82x). 

204)  y  ==  sin^x  ;  y(«>  =  ? 
Aufl.    y«)  =  —  2»-!  cos  Ux  +  —)• 

Andeui     sin'^x  ==  |  (1  —  co«2j;). 

205)  y  =  cos^x  ;  y»)  =  ? 

Aufl.     yC)  =  J  J3«co.  /3a;+^j  +  8ca.(ar  +  "^^jj- 

206)  y  =  sin^x  ;  y(«)  =  ? 
Aufl.     y(«)  =  -iJ3««n[3a.  +  '|^j-3«njx+f)[ 

An  den t.     «iVi'a;  ==  —  J  («»»3j;  ~    3«ma;). 

207)  y  =  cos^x  ;  y<»)  =  ? 
Aufl.     y<«)  =  22»-3  cos  Ux  +  ^j 

Andeut.     eo8*x  =--  J  (<?o«4a;  +  4eos'2x  +  6). 

208)  y  ==  sin^x  ;  y<«)  =  ? 

Aufl.     y(«)  =  2^»-3  cos  Ux  +  ^)  -  2-1  C05  (20:  +  ^l 

Andeut.    8in*x  =  }  ((;oÄ4a;  —  4co«24;  +  6). 

209)  y  =  cos^x  ;  y^«)  =  ? 

Aufl.     yC)  =  A  j  5«,^,  |5^  ^^  ^^J  ^_  5  .  3«  ,^,  |3;+  ^1 

+  lOcoÄ  [a?  H — — 


+  2-'  cos  \2x  +  -^ 


I'+t)! 


Andent.    eor^x  =-  --  (w«5ar  +  5«ö#3«  +  IO^mjc). 


nn] 
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210)  y  =  «Va;;y<»)  =  ? 

Au  fl.     y(»>  =  A  I  5"  sin  Ux+~\  —  b.  3»«n  Ux  + 
+  10«n(:c  +  f)j. 

Andent    »in^x  ==  _  (sinbx  —  5«m3ji;  +  XOsinx) 

10 

21 1)  t/  =  cosax  coabx  ;  y<">  =  ? 
Aufl.    y(«>  =  |(a  +  Ä)«  coJ  (a  +  6)  o;  +  y 

+  \(a  —  ft)*»  CO«  I  (a  —  *)  ^  +  ^  j 
Anden  t,     2eosaj!  cotbx  =•»  cos  {o  -{•  b)  x  -\~  eoa  (a  —  b)  x. 

212)  y  =  sinax  cosbx  ;  y^^^  =  ? 
Aufl.     y<">  =  4  (a  +  fc)««n  I  (a+ Ä)a;  + 
+  T  («  —  *)"«'»  I  (a  —  *)  ^  + 

213)  y  =  co^oo:  co5.ia:  co^cx  ;  ^"^  =  ? 


nTT 
~2" 
nTT 


nTT 
~2" 


Aufl.     y<«)  =  |(a  +  6  +  c)«  C05  I  (a  +  6  +  c)  x  + 

+  |(a  +  fc  _  c)»  CO«  j  (a  +  *  —  c)  o:  +  ^  j 

+  |(a  —  6  +  c)«  CO«  j  (a  -  6  +  c)  a:  +  ^ 

+  T  (—  «  +  *  +  <5)"  CO«  I  (—  a  +  Ä+  c)  a?  + 
214)  y  =  :c''«tna;  ;  y<«^  ==  ? 

Aufl.     y(»)  =  «m|j?  +  '^L'-  +  ^«;nL  +  (n— 1) 


nn 


2 


+  "^2^  «n  [o;  +  (n  ^  2)  Jj  r  (r  -  1 )  :r-^ 
n(»i— l)(n— 2)  .  /      ,     ^n\  ,       w      »v 

+ -T727r    r+^^^^2  H*^-^^^*"-^^*  +  - 


"Lndeat    Naeh  §.  38. 


554  Anhang. 


215)  y  s^ä'-c*  ;y(«)  =  ? 
Aufl.     y(^)  =  c*  I  r  (r—  1)  (r  —  2)  .  .  .  (r  -  n  +  1)  oT^ 

+  J  r  (r  —  1)  (r  —  2)  .  .  .  (r  —  n  +  2)  aT-^^ 

+  ""^r"^^  r  (r-l)(r-  2)...(r-n+8)a:---+^4-..- 


1  .2 

Anden t.    Nach  §.  38. 

216)  y  =  eP^co«  (ga?  +  i)  ;  y<»>  =  ? 

Aufl.     y»^  =  (/?^  +  q^y  eP^  cos  {qx  +  8  +  narctg 
Andeut.     Man  setze:    p  =  rcosa  ;  q  ==  rnna  ;  r  =  yp"^  +  ?*»**  =  «rcty  -  . 

217)  y  =  c^^wVi  {qx  +  «)  ;  y<">  =  ? 

Aufl.     y<">  =  {p^  +  5^)*  c^^  «n   gfo;  +  «  +  n  arctg  - 
Andeut.     Vergl.  216. 

218)  y  =  e^*  «n^  {qx  +  s)  ;  y^")  =  ? 

Aufl.    y(»)=|/>'*eP^  —  i(p2  + V)2  e^^coÄ  2g5+2H-»ö'-cl^  -^ 

Andeut.     «Vi«  (qx  +  *)  =  |  (l  —  <?<w  (2^'»  +  2«)). 

219)  y  =  eP*  co5*  (qx  +  s)  ;  i/^'»>  =  ? 

Aufl.     y<«>  =  ii?»  eP^  +  i  (p^  +  43^)^  co«  2grx  +  2«+n  arc<^  -^ 
Andeut.     Vergl.  216. 

220)  y  =  a;  (a  +  M*"  ;  ^^"^  =  ^ 
Au fl.     y(«)=  r  (r  —  1)  (r—  2)  .  .  (r  — n+  2)6»-^  (a  +  te) 

I  n«  +  (r  +   1)  ^^  }• 
Andeut.    Nach  §.  3S. 

221)  y  =  x^{l'h  xY  ;  y<»>  =  ? 
Aufl.     y»>>  =  r  (r  —  1)  (r  —  2)  .  .  .  (r  -  n  +  3)  (1  +  a:) 

{a;2  (r  +  1)  (r  +  2)  +  2nx  (r  +  1)  +  n  (n  —  1)} 

Andeut.     Nach  §.  38. 

222)  y==x''lx\y^''^  =  ? 

_  nr(r—l)(r--2)        nr(r— l)(r— 2)(r— 3) 
rr2~.  3  (n  —  3)  1 . 2 .  3 . 4  (n  —  4)      f 

.    /       n»-i  "'•  (r  -  1)  (r  -  2)  ...(r-n+1; 
4-(_lj  ^    ....       .  ^-^ 

Andeut.    Nach  ^.  38. 
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c)  lieber  die  Yeitaiischitii(p  der  unabh&iiKip  Teränderliohen. 

223)  Es  sei  2  (1  —  sinx)  ^  =  (2  —  sinx)  ycotx\   man  soll  statt 
X  die  neae  Veränderliche  t  einfllhren,  wenn  x  =  arcsmt  ist. 

Aufl.    2(l-of=^~y. 

^  ^  dt  t      ^ 

Anden  t     Setse  sinx  =  ^  u.  s.  w. 

224)  In  der  Gleichung  y^  — ^  =  1  die  Veränderliche  x  durch  die 

1  —  *^ 
neue  /  zu  ersetzen ,  wenn  x  =  — -- —  gegeben  ist. 

225)  Es  sei  — ^  =  ö*  (|/i— y2_ygx)^  a?  =  Ä;  man  soll  x  durch  t 
ersetzen. 

Aufl.  '2  +  S  =  /r^"7-^. 


dt^    '   dt 

(■7) 


ä--"'- 


dy  dp     d^  dt 

Andeut.     ^  =  i      ^  =  <  - ^  •   -^  =      — - —        u.  s.  w. 

*  dx  dl      dx^  dx 

dt 

226)  Es  sei'  . 

v^  +  y  =  c  +  a  (2co«^a?  —  sti^sc)  ,  smx  =  t; 

man  soll  eine  Gleichung  zwischen  y  und  der  neuen  Veränderlichen  t 
aufstellen. 

^  A  u  f  1.     (1  -  ^2)  g  -  /  I  +  y  =  c  +  a  (2  -  3/'^). 


Andeut.     -^  =  j/l  —  ^ 


dx         '^  dt 

rfa;«         ^  ^  rf^         ^  dt' 


227)  In  der  Gleichung -^+  M'j  =0  soll  x  durch  <  ersetzt 
jrden ,  wenn  cix  +  h  =  u 

Andeut.    -^    «=  «  - 7  ,  ^4   =   »*  tJ • 
dx  dt   '  dx'^  di^ 
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228)  Es  sei 


+ 


^  \dxj        2  («»  —  6)     [dxj  ' 


ax^  +  b. 


AufL     ,ai^-t)§  +  2af^+2am\t-l,) 


2ab      Idy] 


(t  ~  Ä). 


Andeut. 


dp 
dx 


dy 
dt 


iMa  -£  /i 


b. 


_  =  4-0-«g+2af. 


229)  Gegeben  sei: 


( 


dxj  dx^        (aa:^  +  bx '+  c)^ 


;  /  =  oa:^  +  ftar  +  c- 


Aufl.     4a^ 


Irfn  ^     dt'^  ^  t  dt 


dy 


«ir         ^         ^    *  dt 


=  (4ac  —  6^) 


;f)"+^$+ 


i} 


X 


a?^  d!ir 


230)  Es  sei:  —-.—  - 

dx^         1 
Aufl.     — ^  +  y  <5o*^*  =  co*^^  ^n  L 


$  +  y  =  a:,.=  «nt 


Andeut.     J^  = — , 

dx        cos  t  dt 


dx^ 


\  r 

C09^t    L 


,^y   ,  dp 


] 


231)  Es  sei  ^  eine  Function  von  Xy  ferner  a:  =  cos^  also  y  und  a: 
Functionen  von  t ;  man  soll  —^  ,  - -,  ,  —  ausdrücken  durch 

dx      dx^      dx^ 


Aufl.    ^=- 


1     dy 


dx 
die« 


1 
sinH 


öN         dy 

sin  t  -—TT -  C08 1 

dt^         dt 


sinH 


—  2sin  tcost-~^+  sinH   -^ 


cPy 
dt^ 


—  sint  cost  ^-^  +  (1  +  2co8^t)  / 


dy 
dt 


Aufgaben  über  die  Vertauscbung  der  unabhängig  Veränderlichen.  557 

m)  wenn  g  -  ^±-'  I  _  .  +  ,  und  .  -  |!^,  wdehe 
Gleichung  erhält  man  zwischen  y  und  t? 

*""•    dt^  =  («2  +  1)* 

And.ut    '^y^r+O'^, 
die  4«         Ä* 

^  =  (^  +  0*  ^    I   «'  +  1)»  (3<^  —  1)  rfy 
<&*  ^       \ßt*       dt*   "*"  16^'»  "  dl' 

233)Au8a:3g4-ax^g  +  6^-£-  +  ey=.0nnd^  =  ireine 
Gleichung  zwischen  y  und  «  zu  entwickeln. 

Aufl.     2f+(a-3)g  +  (6+2-a)|  +  cy  =  0. 

Andent.    ^  ^  e-i^^- 
dx  dl 


234)  Es  sei 
man  soll  o?  durch  t  ersetzen. 

Aufl.     co8H-J^  +  by  =  0. 

Anaent.    — -  = -- 

^        eoat  dt 

285)  Aus  a:^  ^  +  a;  ^  +  ay  =  0  und  a:  =  c<  eine  Gleichung 
zwischen  y  und  /  aufzustellen. 
Aufl.     ^|  +  ay  =  o. 

Andent.      /  ^  e-tz^ 
dx  dl 

dx*  \dl*         ÄJ 

236)  Gegeben:  (1  -  a?')  0  +  ox  ^  +  fty  =  0  und  a:  =  cost. 

Aufl.      — f  —  (a  4-  1)  ^  cotgt  +  by^O. 
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A  n  d  e  u  t.     -—   = 


dx  sint  dt 

*d^t/  l      f_._  rfV         dff 


i    r      rfV      dff     A 

=  -r-z-  \nnt     -^- f   eoa  i  L 


«  —  e-^ 


dy 

dt 
dy  2         i'y 


Aufl.    ^f +  ay  — *(«*  +c-'). 


Andcut. 


dx        tf<  +  d— '  <Ä 

('1 + <•  -  ^-^-• 

Man  soll  diese  Gleichung  so  umformen,  dass  nicht  mehr  x  sondern 
y  die  unabhängig  Variable  wird. 

Aufl.     ^  —  ax  —  hi^^O. 
oy 

dy         1 
And  eilt.      ,-=  j- 
dx        dx 

dy 
^«  "^  "~  \dy)       d^' 

239)  In  der  Gleichung 

^—  1 

X  durch  t  zu  ersetzen ,  wenn  x  =  -tjzT 

Aufl.    4^+2^rqrid,  ('^  +  ^)  + 2 ^• 

Andent     J  =  i^' («^  +  D»  f 

rfV  _  («*  +  0*  ^  ,  (fM-  D'  («'  —  0  äy 

dx*             4««        «8»                       4e«  *" 

,  4«*  , 2 

'  ~  "=      (1<  +  tj« '  *  ~  *  -  ««  +  r 

240)  Es  sei  g  +  ^^  +  Jy  =  0  ;  «5  =  c»<, 
man  soll  x  durch  t  ersetzen. 

Aufl     ,^+«-+^^+^%  =  0. 

.      ,      .      rfy       2     .  rfy 

Andent.     3-  =      V^  37 

dx        c         di 

d^y      1^  ^y  I  ?.  ^ 

rfx*  "^  i«    Ä«   "**  <5*  dt' 


I 

i 
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dz  1 

241)  Man  soll  die  Gleichung  ,    =        — -_-_  go  umfonnen, 

dass  nicht  mehr  x  sondern  y  die  unabhängig  Veränderliche  ist ,  wenn 
der  Zusammenhang  zwischen  y  und  x  gegeben  ist  durch  die  Gleichung 

sm  (2y  —  a:)  s=  asinx (1) 

Aufl.      -    =  (5  4-  1)  —,^=^z^ -^=-  -,  wenn  h «=  —  - — 

^  Vi  _  (1  _  62)  «v,y  1  +  a 

Anden t    Setat  man  in  (1):        z  —  y  ^s»  t, 
also  X  =  i  -^  y  ,  ly  -^  x=  y  —  i, 

so  folgt:  «m  (y  —  0  =  «»»*«  (y  +  0 

and  hieraus:  ««  (y  +  0  +  '»»»  (y  —  0  =  (l  +  «)  »*w  (y  +  0 

»in  (y  +  0  —  »»«  (y  —  0  ===  (l  —  «)  *•*'•  <y  +  0 
oder  nach  bekannten  Formeln 

2»my  <rM<  «  (l  +  a)  »m  (y  4-  0 (2) 

2<?o*y  Hnt  =  (1  —  a)  «#t  (y  -f  0 (3) 

Daher  dnrch  Diyision: 

Ujv         1  -4-  a 

If  =  |-^^-  ,  also  <i^  (:c  -  y)  =  */yy (4) 

1  —  a 
wenn  der  Kurse  halber    - — r  —  =»  A  gesetst  wird. 

1  -J-  a 

Sucht  man  aus  (4)  den  Differentialquotienten  nach  y,  so  folgt: 

dx 

dy  _  ^  _Ä_ 

tfo«*  (a:  —  y)         «>««y 

und  hieraus  mit  Berücksichtigung  von  (4): 

rfy         ^     T    )  -^i^  ^  bisin*y' 


^ 


Aus  (4)  folgt,  wenn  i^a  =  d/^y,  also 

l 


gesetst  wird, 

ar  --  y  =  «, 
also  n'ftar  =^  «t»iy  eo8a  -\-  eo$y  aina 

und  hierans  durch  Substitution  obiger  Werthe: 

{b  -\-  \)  siny 


Btnx  = 


Daher:     1  —  ahtn*x  =^  1  —  1- — - — -|   ««««  =    — 5-^^ — s-    i- 

M  +  öl  aoÄ^y  4-    b*nnHf 


und  y  1  —  ahin^x 


+  Äi  ao«V  -|"   ^*««*y 


un  ist 

rf«   dz      dx  1  d!r 

rfy  ""  ^  •  rfy    ^  |/l  _  fl««^  rfy' 

"-enn  man  die  betreffenden  Werthe  einführt: 

dz  1 

^y  '  ^\   —  (l   —  ö^lin^y' 
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(1) 


242)  Es  sei  t/  eine  Function  von  x^  man  soll  ftlr  tf  und  x  die 
neuen  Veränderlichen  17  und  ^  mittelst  der  Oleichungen 

einfuhren,  wenn  S  die  neue  unabhängig  Veränderliche  ist;  femer 

-5  /  -7^  ausdrücken  durch  -?  ,  -ra- 
diär    dx^  dg      dg^ 

A  u  f  1.    Bezeichnet  man  die  neuen  Differentialquotienten  durch  17' 

und  fi*'  so  erhält  man : 

da?         ij  +  Ji]/' 

^y  _  (iy  +  g^)  y^  -  (1  +  ^0  (^^  +  ^W  +  ?V0. 

Andeut.    Dt^  x,y,fi  Functionen  von  I  sind,   so  erhalt  man   dnreh  DUferentiation 
der  Gleichungen  (1)  nach  £: 

daher : 

dff        d^ 

dx        das 

d^ 


243)  Dieselbe  Aufgabe  zu  lösen ,  wenn 

X  =^  a^  +  bfj  ,  2^  «=  «?  +  /^^ , 

WO  a  f  b  ,'a  ,  ß,  Constante  bedeuten. 
Aufl.    f^=^^ 

dx        a  +  bfi* 
dSf  ^  {aßj-ha)  < 
da;2  ""      (a  +  5iy')» 

da:3  (a  +  ft^j/)5     IV    -r-     //   /  /     f 

244)  Aufgabe  242  zu  lösen ,  wenn 

1  1 

Aufl.    1^=5? 


245)  Dieselbe  Aufgabe  ftlr 


ic  =  ^  ;  y  =  e^ 


Zu  lösen. 


Aufgaben  aber  die  Entwickelnng  der  Functionen  in  Reiben.  5g X 

Aufl.    -f^  =  J«'cl. 

dx 

246)  Es  sei  u  eine  Function  der  unabhängig  VeräDderlichen  x  und 

„  du      du      d^u      dhA       dhi  j  „  ,         ,       i 

y,  man  »oU  -  ,  -  ,  --,  ,  ^,  ,  ^^  ausdrucken  durch 
du     du     d^u       dhi       dhi 

dl '  dfi  '  dp  '  W^  '  V' 

wenn  gegeben  ist : 


Aufl.  ^-=11;^-^     + 


ai  ■"■  ^  [ä^  "^  ä^J 


ay  ^  \a?«    aiy] 

dx^  ~  ^  \ä^  "^    a?  ai?  "^  ai^^l 

ay2  +  (ä^     ^  af  aiy  ^  a,y2j 

a^  .  /a^      dhi] 


dx  dy        '^  \d^         dfi\ 

d)  Deber  die  Entwickelang:  der  Fmictloneii  in  Reihen. 

247)  y  =  C08  (Xarcsinx)  in  eine  Reihe  zu  verwandeln. 

Aufl.    y=l--?'-A2+    ?^i2(i2_22)_^!A2(i2_22)(;i2_.4^ 


x^ 


+  h^^  (X»  —  22)  (P  —  4»)  {}?  —  6»)  +  .  .  . 


Andent.    Man  findet 

y'  =a  —  *t«  (A  artf  »tu  «)     , rr 

tond  hieraus 

(l  -  *«)  y"  -*  -  AV  +  y'or (l) 

Nimmt  man  nun  auf  beiden  Seiten  den  (fi  —  1)ten  Oifferentialquotienten,  so  folgt 
nach  §.  38: 
{(l   —  a:«)  y''| <«-*>'  «  y<H-l)  (i  _  ^r«)  —  2;r(n  -   1)  y^">  —  („_  1)(„  -  2)y(»»-l) 

(y'^)^^»)  «  y(«)^  +  (n  -  1)  y^""^^^ 
Sptta,  Dlff.-  und  Int-Rechnnng.  3g 


l 
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nnd  für  a:  =^  0  ist  daher  nach  (I): 

y,(n+l)  =  y^(»-l)  ((„  _   |)t  _  AI)        (2) 

Da  nun,  wie  leicht  zn  finden, 

yo  -  1  ;  y©'  =  0  ;  yo"  =  —  ^*> 

80  folgt  aus  (2): 

vr  ==  0  ,  yo^V  =.  xt  (X*  -1  2«) 

yo^   =  0  .  yo^^  =  -  il«  (i*  -  2«)  (i«  -  4«) 


248)  y  a=  Wn  (Aarcn'no:)  in  eine  Reihe  zu  verwandeln. 

Aufl.     2^  =  ^  i-|j  i  (A2  _  12)  +  ?!  ;i  (^2  _  12)  (;i2  _  32) 

_   ^'_  X  (i2  _  12)  (;i2  _  32)  (^2  _  52)  ^  .  _ 

■ . 

Anden  t.     Man  findet  wie  in   der  vorigen  Aufgabe  die   Gleichungen   (t)   und  (2) 
und  da 

yo  =  0  ;  yo'  =  X  ;  yo"  =  0 ; 
so  folgt  aus  (2) : 

y^  =  -  MX«-  !•); 
yo^  ==  0  ;  yoV  =  X  (A«  -  l«)  (X«  -  3«); 
y^vi  =  0  ;  yoVn  =  -  A  (X«  -  1«)  (X«  -  3«)  (X«  -  6«)  u.  a.  w. 

249)  Es  sei  y  =  cos  (Xarccosx). 

Aufl.     c<«^|^jl-|-'i2  +  ^AMA'-2') 

—  Jj  A2  (A»  —  2«)  (il*  —  4»)  +  .  .  .  I 


in  findet  wieder  die  Gleichungen  (1)  und  (2);  jedoch  iat  nm 
f-|)  r  Pq    ^  ^sin  [^jf   yo"  ===  -  ^*<?ö*  |-|j  u.  8.  w. 


Andeut.    Man  findet  wieder  die  Gleichungen  (1)  und  (2);  jedoch  iat  nun 

yo  ^"-  cos 


250)  Es  sei  y  =:  sin  (karc  cosx). 

Aufl.    y  =  «„^/f  ji_^-Ji«+^*A2(^i_2J) 

i 

-  ^^  i»  (^»  -  2*)  (i'' -  42)  +  .  .  .j 

Andeut.    Entviokele  wieder  die  Gleichungen  (1)  und  (2),  wo  nnn 

yo  =  *»«  "Y  ;  yo  =  —  *«»*  I  y  I 

y,"  =  _  i»„„  [^/"j  ;    y,'"  .^  i  (i«  _    1»)  co.  (^^j  ; 
y,'^  =  X*  (i»  -  2«)  «n  ^^  ;  y,lV  =  _  i  (»t  _  t*)  (1«  -  3*)  «..    , 
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251)  Man  soll  c^    unabhängig  von  der  Formel  für  e""  entwickeln. 

Aufl.  <^=i  +  T  +  n2  +  rf.3  +  rT^i+-- 

Andent.     Aus  ^  =  6^     findet  man  y*  =  2yx,    Nimmt  man    daher   nach  §.'38 
auf  beiden  Seiten  den  {n  —  l)ten  Differentialquotienten  und  setzt  2;  =  0,  so  folgt: 

yo'(»)  --  2  («  -    1)  y^n-2. 
Nun  ist  yj,  =  1   ;  y^'  =..  0  ;  yo"  ==  2  ; 

daher  yo'"  *=  0  ;  yo^V  =  2«  .  1  .  3  ;  yo^  =  0; 

y.VI  =  23  .  1   .  3  .  5  ;  yo^n  =  ij  ;  y^vili  =  2«  .  1  .  3  .  5  .  7  ;  yo«  =  0 ; 

y^X  :^   »2»  .    I    .   3  .   5      .   7    .   9  U.  8.   w. 

und  allgemein      yo(2f»-l)  =  0;  yo^*»)  =  2« .  1   .  3  .  5  .  7  .. .  (2n  —  1). 

252)  Man  soll  sin  (x^)  unabhängig  von  der  Formel  für  sinx  ent- 
wickeln. 

X^  ^10  ^.14 

Aufl.     sin  {x^)  =  x^  "~  3I  +   5!"  —   7T  +  •  •  • 

Andeut.     Aus  y  =  «m  (a;')  folgt: 

y"^  =  y'  —  4a:'y (3) 

Nimmt  man  nun  nach  {.  38  auf  beiden  Seiten  den  (»  —  l}ten  Differentialquotienten 
und  setzt  a;  =^  0,  so  ergibt  sich 

yo«  =  -  4  (ff  -  1)  (t»  -  3)  yo«-4 (4) 

Nun  ist  aber    y»  —  0  ;  y©'  -^  0  :  y^**  =  2  ;  y«"'  =-  0  ;  yo^^  =  0  ; 
daher        yßV  «  0  ;  yo^l  =.  —  2»  .  1  .  3  .  5  ;  yoVU  «  0  ;  yo^m  =  0  ; 

ygix  =  0  ;  yoX  «  26  .  1  .  3  .  6  .  7  .  9 
und  allgemein    yot*'»^^)^  =  (—  l)n  22«+l  .  1  .  3  .  5  .  7  .  .  .  (4»  +  1)  u.  s.  w. 

253)  Man  soll  cos  (j?^)  ud abhängig  von  der  Formel  für  cos  {x)  ent- 
wickeln. 

Aufl.     CO«  (a:2)  =  1 ^-  -f  -  j  —  -^-  +  .  .  . 

Andeut.     Man  findet  wie  in  der  vorigen  Aufgabe  die  Oleichungeji  (3)  und  (4). 

Nun  ist  aber:         yo  =-^  1  ;  yo'  ="  0  ;  yo''  ^  0  ;  yo'"  =  0  ; 

y^iv  =  12  ^-  —  2«  .  1  .  3; 
daher     yo^    -  0  ;  yo^i  =  0  ;  ypVH  ^  0  ;  yo^m  =  +  2«  .  l  .  3  .  5  .  7 ; 

y^K  =  0  ;  yoX  «  0  ;  yo^l  =  0  ;  yo^n  = 2^  .  I   .  3  .  ^  .  7  .  9  .  1 1 

und  allgemein:        yo^**»)  «=  (—  l)« .  22«  .  l  .  3  .  5  .  .  .  (4n  —  1)  u.  s.  w. 

254)  y  =  l{x  '{'  ^}  +  a:^)  in  eine  Reihe  zu  entwickeln. 

Aufl.     --i3+2T45-2T4T'6   7+-- 

Andeut.     Man  findet  y"  (1  -|-  «*)  =  —  xy*.     Nimmt   man   auf  beiden  Seiten 
den  nten  Differentialquotienten  und  setzt  2:  =  0  ^  so  folgt: 

y^dn)  . (,„  _  2)«  yoC^^; . 

Nun  ist:  yo  ^  0  ;  y^*  =  \   ;  y^'*  =---  0; 

aUo  yo'"   -  -  —  1  ;  yo^V  =  0  ;  yoV  =  +  3«; 

yoVI  =  0  ;  yoVn  ^_.  -  t«  .  3«  .  5«  ;  yoVBl  =  0  ;  yo^X  =  1«325«7« 
nnd  allgemein:         yo<2«+i)  =  (-   1)«  .  l«  .  3*  .  5«  .  .  .  (2w  —  1)*. 
Das  allgemeine  Qlied  wird  daher: 

,  :r2-+t_    1   .  3^  .  7  .  .  .  (2n--l) 

^       ^    2V+   l        2  .  4  .  6  .  8  .  .  .  2«."' 

36  ♦ 


ip 
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255)  y  ^=  {aresin xf  zu  entwickeln. 

+  •-..6!'.4«.2''.2  +  — .8*.6«.  4*.  22.2+... 

o!  10! 

,  »#      n    ,        i       2are8inx         ..  2         .     Ix  aresinx 

Andeut.    Man  findet  y*  =  —  ;   y"  = i  + —  nnd  hienns: 

i/ 1  —  ^«  l  —  ir«    • 


3_ 


(l  —  ^*)  y"  =  2  +  Ä-y. 
Nimmt  man  nun  nach  §.  38  auf  jeder  Seite  den  {n  —  l)ten  Differentialquotienteo 
und  setzt  dann  ir  =  0,  so  folgt: 

y^(m)  =  (m  —  2)«  n^*^-^^. 

Nun  ist:  ^o  ==  0  *»  ^o'  ■=  <>  ;  ^o"  =  2; 

daher:     y^"'  _  o  ;  yo^V  =  2«  .  2   ;   yoV=^  o  ;  yoVl  =  4«  .  2«  .  2  ;  yoVn  «=  O; 

y^VIil  =--.  6«  .  4«  .  2«  .  2 
und  allgemein :         yo^*"^  =  2  .  2«  .  4«  .  6«  .  8«  .  .  .  (2«  —  2)«. 


«^ 


256)  y  =  :j =  c*  (1  —  a?)-^  ZU  entwickeln. 

Aufl.     y=l+:r|n-[j  +a.2Ji  +  ^^_i^j 

+  -'Ki  +  r^  +  rT¥T3)+-- 

Andeut.  Nimmt  man  auf  jeder  Seite  der  Gleichung  den  Mten  Bifferentialquotienten, 
80  folgt: 

yin)  «  tfx  n!   /(i   -  a;)-«-I  +  |    (1  —  x)-n  +  -J--  (l  —  x)-»^! 

+  t .  2 .3  (i  -  ^)  "+«  +  ...  +  ^r;r^-i)r  + — ^T! — I 

also  für  X  s=  0  : 

Das  allgemeine  Glied  ist  daher: 

257)  Man  soll  y  =  xarctgx  unabhängig  von  der  Reihe  für  arctgx 
entwickeln. 


x^    .     x^        x^    .     x^^ 


Aufl.      y  =  a.^_-+^--+-_... 

Andeut.     Aus  y  «»  x arctgx  leitet  man  ab: 

y'fl?  ■=  y  +  1  —  _-  ( ^. r—\' 

2t    \x  —  %        X  -\-  %) 

Nimmt  man  daher  auf  jeder  Seite  den  fiten  Differentialquotienten,  so  fol 

y(n+l)  X  +   nyin)   =   y(«)   —   -L  (_    l)n  « I    [(a;  —  t)-«-!   —    (x  +   i) 

Zt 

und  hieraus  für  a;  =  0: 


(n  -   1)    yo(«)    =  -  ^    »•-«    I  l   +  (_  1)«}. 
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Ist  daher  n  ungerade,  eo  folgt:    ^qC«)  =  0;  fUr  ein  gerades  n  dagegen  wird 


ff 


Das  allgemeine  Glied  ist  daher: 

^^'•^-  .  (~   \)n  =    -  --^-_  .  (-   1)«    ^  (-    l)ff+l 


(2«!)  •  2n  —  1    •  '         '  2n  —  1  •  ^       w     —  v       v  -     jn  —  1* 

258)  Man  soll  y  «=  a:<»Z  (1  +  a?)  unabhängig  von  der  Reihe  für 
/  (1  +  x)  entwickeln. 

a;<»+^        x^-f-'        a:«+4 
Aufl.     2^  =  a:«  —    -g     +  -^^ ^  +  -- 

A  n  d  e  u  t.     Nehmen  wir  an  ,  es  sei  a  ungerade ,  so  folgt : 

i/x  =  atj  +  jco  —  xa-\^  +  .  .  .  -f  a:  —  1   +  («  +   1)-1. 
Nimmt  man    daher    beiderseits    den  mten   üifferentialquotienten ,    so  resultirt   für 

>«  -^  a  +  l : 

und  daher  für  o;  =  0  : 

(—  l)ww! 

m  —  a 

Das  allgemeine  Glied  wird  demnach,  wenn  tn  ^:  a  -^  1 : 

xm  (^   l)t»»t!        ,       ,v        a?"»  ^       .X  *"* 

ml       m  —  a  m  —  a  m  —  a 

welche  Formel  auch  für  ein  gerades  a  gilt. 

259)  Man  soll  y^=  x^eF  unabhängig  von  der  Formel  für  c*  ent- 
wickeln. 

Aufl.      y-.a+_+_+___+... 

Andeut.    Man  findet  y*x  =  ay  •\'  yx.    Nimmt  man  nun  auf  beiden  Seiten  den 
mten  Differentialquotienten  und  setst  ;r  =^  0,  so  folgt: 

m  —  a 

Nun  ist  aber  y^i"»)  =  0,  sobild  m  <Z  a.     Für  m  =  ä  folgt:    yo^«)  =  a! 
Daher  ist: 

y,(a+l)  =  (a  +  1)!  ;  y,(a^V  ==  ^-''^^^ 

y^(«+3)  «  — ^j—  ....  yo«+^  =      ^I 

Tt '^gemeine  Glied  ist  somit: 

x<^-^P       (a  -{•  p)\        x^P 


{a-\-  p)\         p\  p\   ' 

)   Man  soll  y  =  o:'' «Via;   Unabhängig  von    der  Formel   für 
«i  «wickeln. 

^a^  t'M-^  'r<'+7 

^  31   ^    5!  7!   ^ 
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A  n  d  e  u  t.    Aus  y  =  x^  sin  x  findet  man ; 

y^x  '^=  ay  -{•  x^^eosx, 
y*x  —  ay 

-~j =i   008  X, 

Nimmt  man  auf  beiden  Seiten  den  ersten  Differentialquotienten  und  multiplicirt  mit 
ar«,  80  folgt: 

y*'x'^  —  Uy'x  +  y  (a;«  +  a«  +  a)  =  0 (5) 

Bestimmt  man  nun  den  i»t«n  Differentialquotienten  und  setst  o;  =  0 ,  so  resultixt: 

^   V  ^  ('w  —  1)  -  ^_. 

und  man  erhält  nun  leicht:  yQ(»»)  =  0,  wenn  m  "^  a  und  yo(«+U  ==  («  +  l)!;  daher 
und  allgemein: 

261)  Man  soll  a^cosx  unabhängig  von  der  Formel  ftlr  coax  ent- 
wickeln. 

Aufl.     y  =  a--  ^^+-^--gj-  +  ... 

Andeut.     Man  findet  auf  dieselbe  Weise  wie    in   der    vorigen    Aufgabe   die    zwei 
Gleichungen   (5)   und   (6)   und   alsdann   leicht:     yo^w)  =0    für   m  <1  «  ;  yo^*^  ~-   «!, 

daher  yo<«+l)  =  0  ,   yo(«+2)    ==  _  ^^,—  yo<<H^>  ==  0  ,  yo(<H^)  ==-  ^"^   '^  .^^' 
und  allgemein: 

e)  lieber  nnbestinunt«  Formen. 

Aufl.     ^= 2. 

a;«  +  2x^  —  5x*  —  20ar'  —  25a;*  —  14»  —  3 
263)  ,^r+-3^-5Trr0x3":^i5x»"^^9^-  2  tHr«  =  -  1? 

Aull.     ^^  =  3. 

2U)-^'^--±^'^'+'-'-mrx^,? 


V2x+\  +  /a:  — 3  -   4 


AulL    - 


0  12 

265)?^t^-/-^+^ftlra:==7? 
|/ar  +9  —  2 
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gjc— 3  —  1 

266) -füra;  =  8? 

X  —  o 

Ana    ^  =  1. 

Aufl.    Q  =  1- 

268)  -^  ^^  --^  für  X  =  2? 
aretg  -  -  ^ 

Aufl.     Q  ==  -  4- 

269)  ^^*'"'-f-^fttra:  =  2? 

X  —  l 

Aufl.    ^  =  4. 

CO,  ^  (x^  -  7) 
'-270) 5- für  05  =  2  ? 

Aufl.     ^=-67r. 


271)  - 


1  _  na;«  +  («  +  1)  a*-i  —  2a^^ 


1  —X 


mtx=^  1? 


Aufl.     ^  =  2n  —  8. 

272)^"'^^'°~^fllr»=l? 
a;  —  1 

Aufl.     ^  =  1. 
273)  2co^^.±ilLiLf)  -.?  fttr  ^  =  0? 

Aufl.     ^  =  0. 


Aufl.    ^=0. 
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X 
A       ri         0  1 

Aufl. ^. 

X 

Aufl.    ^  =  1. 


^  (a?  ~  2) 
a?2  _  6ar  4-  9 


277)  J^^„7-^fflr  07^3? 


Aufl.     -  =  oc. 

278)  ?l_Ilifüra;=l? 
x'  —  1 

Aufl.    -=-. 

279) i  flir o?  =  0? 

Ana    J  =  l. 

9«ft^  «»  (a^^  —  7a:  +  10)  ,,.,  „, 

Aufl.     jT  •=  3. 

a?  —  a 
Aufl.     ^  =  «wa. 

282^  ^'  -  14x=»  +  60a:»  —  104x  +  64 

^^^^  a:*_17:t»+  78a:»~-liöa:  +  88  '«^  ^  =  2? 

A  \i       0         2 
Attfl.     -==3. 

283)  fco«  1/^  f  far  a:  =  CSC? 


Kr«"" 


Aufl.    1-  =  «-*. 


An  den t    Ans  y  =  («Hl/~)     ^^^^  ^  ^=  ^^*'^'  1/ "" 
also  für  a?  «=  oo  :  /y  =  c»  .  0  "-=  —  4  ,  y  =  *~^. 
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284)  «n  -  Z  (c*  +  2)  für  o;  «  oc? 
j                   AufL    0.(X)==3. 

285)  cotx  Icoax  für  o:  =  0? 
Aufl.     00.0  =  0. 

286)  tgx  Isinx  für  a  =  0? 
A  U  f  1.     0  .  oo  =  0. 

287)  xH^   füra:  =  0? 

X 

Aufl.     0.cx:«=0. 

Tznc 

288)  (e^  —  e^)  tg  -^  für  a;  =  6? 

2ft    . 
I  Aufl.     0.oo  =  — c^ 

n 

I  2S0)tg^l\2-^mTx^m? 

[  Aufl.    oo  .  0  =  -• 

n 

!  290)  co<x  Z^  Ij  +  a;j  ftr  a;  =  0? 

Aufl.     oc.  0  —  2. 

291)  ^ xtgx  für  a;  =  ^? 

Aufl.     oo  —  <x>  «=  1. 

292)  -^  —  cot^x  fttr  o;  =  0? 

Aufl.      oo — ^=^Q* 

293)  -—  -J— .fürar  =  0? 
X        e    —  1 

Aufl.     oo  —  oo  «=  2 • 

294)  j- 4— -T^r  ^=1? 

^    Ix  X*  n1 

A  U  f  1.     oo  —  oo  «=  2. 

295)  J    fürx=0? 
Aufl.    oo«=l. 


V 


^v 
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296)  Wenn  0  —  a:)  (y  —  2x)  {y  —  3a;)  =  (a?  +  yY\  wie  gross 

ist^füra:  =  0,y  =  0? 
dx  '  ^ 

Aufl.    ^^  =  J«-l. 

297)  Welches  ist  der  Werth  von  ^  llir  a?  =  0  ,  y  =  0 ,  wenn  x 
und  y  der  Gleichung  genügen : 

lOy'^x  —  6ya:2  +  Sx^  +  y*  +  2ya;  +  x'^  =  0? 
Aufl.     —  1. 

A  n  d  e  u  t.     Man  erhält 

dy   5y*  —  ^yx  -j-  \2x^  +  y  +  ^ 

dx  \^xy  —  3a:*  -j-  y  -j-  a: 

Nimmt  man   nun  von  Zahler  und  Nenner   dieses   Bruches   den   ersten  Differential- 
quotienten und  setzt  darin  ;r  =  y  «s  o,  so  folgt: 

^  y  +  1 

298)  Dieselbe  Aufgabe  zu  lösen  für 

y^  +  -^y^oc  +  Byx"^  +  Ca:^  +  ay^  +  ^^a:  -j-  cx^  =  0. 

Aufl.    Die  Werthe  von  -j-  sind  die  Wurzeln  der  quadratischen 

dx 

Gleichung 

ai/'2  _j-  l^yi  -{-  c  s=  0. 

Andeut.     Nimmt    man   in  Zähler  und  Nenner   des   ersten   DifferentialquotieiiteiL 
dann  wiederum  den  Differentialquotienten  und  setzt  hierin  ;>;  =  y  ==  0,  so  folgt; 

^l'±  ?f  _  _  «. 
2ay'  -j-  6  ^  ' 

299)  Es  ist  die  Gleichung  (a?^  —  a^y  +  ^«  +  6^^  ^  0  gegeben, 
man  soll  den  Werth  von  --  für  v  =  0  ,  a?  =  +  a  bestimmen. 

da;  — 

Aufl.     —  ~ 

h 

dy  Ix  (a:*  —  «*) 

Andeut.    Man  findet     -    -=    —  -r-^ — ; — ; . 

dx  2y*  +  by 

Nimmt   man    den  Differentialquotienten   von   Zähler   und  Nenner  und  setit  in  dem 

entsprechenden  Bruche  ^*  =  ä'  ,  y  =  0,  so  folgt  der  obige  Werth. 

300)  Es  sei  die  Gleichung  y*  —  a^^  +  6a?^  +  ca?*  =  ü  gegeben, 

man  soll  den  Werth  von  --  für  a?  =  0  ,  y  =  0  bestimmen. 

dx 


Aufl.     J  = 

dx 


=±K- 


A<w 


«T     ,_  ^y  bx  -\-  2ej!^     . 

Andeut.     Nimmt  man  in  dem  werthe  von  i-   =  —    -.r-« d 

dx  Ztr  —  ay 

tialquotienten  von  Zähler  und  Nenner  und  setzt  dann  a:  =  0  ,  ^  ^^  0,  so  fol 

b 

— ,  =  y'  u.  s.  w. 
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f)  lieber  Maxinia  und  Minima. 

In  den  Gleiohnngen  301  bis  316  x  so  zu  bestimmen,  dass  daltir  y 
einen  ausgezeichneten  Werth  annimmt. 

A ufl.    Für  a:  =  1  ein  Maximum,  für  a:  =  —  1  ein  Minimum. 

302)  y  =  a;*  —  8a^3  4_  22a:2  —  24a;. 

A  ufl.    Ftir  a?  ==  1  und  3  Minima,  für  ar  =  2  ein  Maximum. 

303)  y  =  a;*  —  ~-  x^  —  82^2  +  420a;  +  5. 

A  u  f  1.    Für  X  =  3  ein  Maximum,  ftir  a:  =  —  7  und  5  Minima. 

304)  ^  =  a?*  +  12a;3  +  4a:2  —  192aT  +  1. 

Aufl.    Für  a;  =  2  und  —  8  Minima,  für  =  —  3  ein  Maximum, 

305)  2/  ==  a;*  —  12a?3  +  36^^  _  ii2a;. 
Aufl.    Für  a;  =  7  ein  Minimum. 

306)  y  =-  I2a:'^  +  75a:*  —  140ar*^  -    870a:2  +  1800a;. 

Au  f  1.     Für  a;  =  1  und  -    5  Maxima,  fllra;=  2  und —  3  Minima. 

307)  y  =  3a;4  —  68a;»  +  528a;2  —  1728a;. 

A  u  f  1.    Für  a;  =  9  ein  Minimum. 

X  -4-  4- 

308)  V  =  iT+l^l- 

Aufl.    Für  a;  ==  —  3  ein  Maximum,  für  a;  =  —  5  ein  Minimum. 

X  "^  4 

309)  y  =  iMTT^^ar 

A  u  f  1.    Ftir  a;  =  —  1  ein  Maximum,  für  a;  =  —  7  ein  Minimum. 

310)  1/  =  a;2—-  4a;  +  11. 

Aufl.    Für  a:  =»  2  ein  Minimum. 

311)  y  =-  a;*  —  14ar3  ^  73^,2  _  jgg^  ^  jgQ 

A  u  f  1.    Für  a;  ===s  3  und  4  Minima. 

312)  y  =  a;3—  9a;2+  15a;. 

Aufl.    Für  a;  =  1  ein  Maximum,  für  a;  =  5  ein  Minimum. 

313)  y  =  x*  —  72ar3  ^  49^2  _  43^ 

Aufl.    Für  X  =  1  und  6  Minima,  für  a;  =  2  ein  Maximum. 
Anfl.    Für  x=\\  ein  Minimnm. 

815)     y    =     — -^-^. 

(1  +  x^Y 
Aufl.    Für  a;  ==     und  —  .y  Maxima. 
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3J6)  i/  =  (l  +  xi){l  +xy, 

Aufl.  7/  wird  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum. 

Andent.     Setze  x^  =  z. 

817)  Ein  Kreissegment  von  gegebenem  Inhalte  S  so  znbestimmen, 
dass  sein  Umfang  ein  Minimum  wird. 

Aufl.    Dasselbe  bildet  einen  ganzen  Kreis. 

A  n  d  e  u  t.     Unter  der  Bedingung,  dass  ax^  —  x'^ain  a  eoaa  =  S,  soU  clx  '}-  x  8tn  a 
ein  Minimum  werden,  wenn  x  den  halben  Oentriwinkel  bezeichnet.    Elimire  nun  x  u.  b.  w. 

318)  Mit  welchem  Halbmesser  muss  ein  Kreis  gezeichnet  werden, 
damit  das  einer  gegebenen  Bogenlänge  h  entsprechende  Segment  ein 
Maximum  wird? 

Aufl.    Das  Segment  ist  ein  Halbkreis. 

819)  Man  soll  das  grösste  Kugelsegment  bestimmen,  dessen  Haube 
einen  gegebenen  Inhalt  H  hat. 

Aufl.    Das  Segment  ist  eine  Halbkugel. 

320)  Es  sei^i9C(Fig.l33)  der  durch  die  Achse  eines  senkrechten 
Fig.  i.')3.         Kreiskegels  gelegte  Schnitt;  man  soll  bestimmen,  wo 
^  DE  11  CA  zu  ziehen  ist,  damit  der  durch  DE  senk- 

recht zu  ACB  geführte  Schnitt  das  grösstmögliche 
Parabelsegment  S  erzeugt. 

Aufl.    AE  =  \ab. 

4 
Andeut.   Setzt  man  AB  =  2r  ,  AC  =  s  ,  AE  «=  x,  so  wird 


S=-^^x  {2r  -x)  . 


s  (2r  —  x) 
2r         ' 


8  i  1 

—    X*  (2r  —  a?)*u.s.w. 


321)  Zieht  man  in  der  einen  Basis  eines 
regulären  sechsseitigen  Prisma  dreiDiagonalen 

AB ,BG , AO 
(Fig.   134)    und  legt   durch    dieselben    drei 
Ebeoen,  welche  gleiche  Neigung  zur  Ebene 
des  Sechseckes  haben,  so  werden  dadurch  von 
dem  Prisma  drei  Tetraeder  abgeschnitten  und 
ein  Tetraeder  hinzugefügt.    Der  dadurch  neu 
entstandene   Körper   (Bienenzelle)  hat,    wie 
sich  leicht  zeigen  lässt,  einerlei  Volumen  ~'" 
dem  ursprünglichen  Prisma.  Man  soll  nur 
stimmen ,  unter  welchem  Winkel  die  Ebt. 
gegen  dieSechsecksfiäche  geneigt  seinmüss 
damit    die    Oberfläche    der   Bienenzelle 
Minimum  wird. 

Aufl.     Unter  35<>15'51,8". 
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Andent.  Die  durch  AB  gelegte  Ebene  schneidet  die  zwei  Dreiecke  AEC ,  BEC 
ab,  setzt  aber  dafür  den  Khorobus  ACBD  hinzu.  Bezeichnet  nun  a  die  Sechseckseite 
und  man  zieht  JDH  \  ABG  und  setzt  EC  =^  DH  ~=  x,  so  nimmt  also  die  Oberfläche 
ab  um 


^Hieraus  folgt: 


dU        „  3aa;V3 

=  3«  — 

ax 


a  dU  rf»rr 

und  da  für  x  =  —. —  hiernach  >r  =  0  wird  und    ,  ,  negati?  ausfällt,  so  ist  für  diesen 

%>Werth  von  x  die  Abnahme  der  Oberfläche  ein  Maximum,  die  Oberfläche  der  betreffenden 

Bienenzelle  also  ein  Minimum.    Dass  die  Oberfläche  wirklich  eine  Abnahme  erfahrt,  ergibt 

a       dXJ 
sich  aus  der  Bemerkung ,    dass  für  d?  =  0  auch  {7  «=  0  und  V^x  x  <C  -j    ^  -7-,   somit 

auch  XI  positiv  ist. 

Bezeichnet   9   den   Neigungswinkel  LFEy   ip  den  .^  DAB,  so  erhält  man  nach 
Obigem :  ^ 

"»9  =  1/3    r  <^^*9  =  l/.r  »  ^««^jp  -=  - 
'2 


3    '  ^3 


Y- 


costfß=  I  /     ,  also  v>  =  9  u.  s.  w. 


322)  Unter  allen  dreiseitigen,  gleichhohen  Pyramiden  über  der- 
selben Basis  diejenige  zu  bestimmen,  deren  Oberfläche  am  klein- 
sten ist. 

Aufl.  Die  Projection  der  Spitze  auf  die  Basis  ist  zugleich  der 
Mittelpunkt  des  der  Grundfläche  eingeschriebenen  Kreises. 

Andeut  Bezeichnen  a  ,  ö  f  c  die  drei  Seiten  der  Basis  ^  ,  P  die  Projection 
der  Spitze  auf  die  Grundfläche,  a  ,  ß  ,  y  die  drei  von  P  aus  auf  a  ,  b  ,  c  gefällten 
Perpendikel,  so  ist 

aa  -{-  bß  +  ey  =^  2J        (1) 

und  wenn  h  die  Höhe  der  Pyramide  bedeutet,  so  soll 

a  /««'+  Ä«  +  *  ^ß*  +  Ä*  +  c   j/y«~+  Ä« 
ein  Minimum  werden,  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  ,  ß  ,  y  gleichzeitig  der  Gleichung 
(l)  genügen. 

Aus  der  Bedingung 

a  /««  +   Ä«  +  b  y^ß^'i-  Ä*.  -f  c  (/y*~-f  Ä*  +  A  {aa+  bß  +  cy— 2^1)  =  Minimum 
resnltirt  dann: 

_  ._?_ =  ^_^ =.  __JL—  (2) 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Seitenflächen    einerlei  Neigung  gegen  die  Basis   haben  und 
dass  a  =  ß  ^^  Y  ist. 

323)  Unter  allen  sphärischen  Dreiecken ,  welche  dieselben  Seiten 
a  und  b  haben  ^  dasjenige  zu  finden ,  dessen  Inhalt  ein  Maximum  ist. 

A  u  f  1.    Ist  C  der  eingeschlossene  Winkel ,  so  wird  derselbe  durch 

die  Gleichung  cos  C  =  —  tg^  tg      bestimmt. 

2       2 
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Ändeut    Ut  £  der  sphärische  Excess,  so  hat  man  nach  sphär.  Trig.  {.67,XXIY. 

£                        cotg  \   cotg  \ 
cotg~^cotffC+  ^^ 


ooigC  +  - 


9tn 


1 


Dieser  Ausdruck  soll  nun  ein  Maximum  werden.    Man  findet:  eosC  =  ^^  ^  ,     dA 

AT 

a  h 

cotg  2    ^^  2 

för  diesen  Werth  von  C  der  sweite  Differentialquotient  in tttt; übergeht,  also 


sinC 


E 


positiv  ist,    so  wird  dafür   cotg  --  ein  Minimum,   also  E  und  der  Inhalt  des  Dreieckes 
ein  Maximum. 

324)  Unter  allen  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecken  von  der- 
selben Hypotenuse  c  dasjenige  zu  bestimmen,  dessen  Inhalt  ein 
Maximum  ist. 

A  u  f  1.    Das  Dreieck  ist  gleichschenklig. 

Anden t.     Sind  x  und  y  die  Katheten  und  bezeichnet  E  den  sphar.  Excess,   m 
hat  man 

eo$e  ^=  C09X  eo»y (I) 

sinx  »iny 


sin  E= 


(sphär.  Tr.  §.  65). 


2ß0«< 


Es  soll  daher  sinx  sin  y  unter  der  Voraussetzung  (1)  zu  einem  Maximum  gemacht 
werden.     Vergl.  §.  65. 


g)   Debet  die  Theorie  ebener  Corven. 

325)  In  den  zwei  Geraden  MX  und  JfF(Fig.  135)  befinden  sich 
zwei  Punkte  A  und  5, ,  um  a  und  h  von  M  entfernt.  Von  hier  aus  be- 
wegen sich  in  den  entsprechenden 
Geraden  zwei  Punkte  P,  und  P  so 
gegen  X  und  Y  hin ,  dass  stets  das 
Product  APy  .  B^P  der  Constanten  k 
gleich  ist.  Man  soll  die  Enveloppe 
der  Geraden  PP^  bestimmen. 

A uf  1.    Q)x  4-  «y  —  26  -h  l^Y 

=  Alcxy, 


Andeut    Setzen  wir  APk  «»  /  ,  . 
so  ist  die  Gleichung  der  Geraden  PT 


x 


-7  + 


y 


oder 


a  -{-  i    •    Ä   +  M 

X ,        yt 

a    ^  t'^  bt  +  k 


1 


*  • 


•  ■  • 
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Nach  t  differonzirt  gibt: 


\t      I      (Lf    _L    IM 


Hierans  folgt: 


oder  wenn  man 


a  +  t         \f   sc 


setzt, 


1/5 


/  =  «^  -  * 


Also  ist 


bi  +  k  ^ 


j?  («^  —  k) 
b  —  p 

ab  —  k 


b  —  p 
und  Ql.  (ji)  geht  hiernach  über  in : 

g  (^  —  P)    ,       gP  —  ^'        ^  - 

oder  {bx  +  ay)  l/*?  -  Uy  =  («*  —  ^)  l/^^ 

oder  bx  '\-  ay  —  2  y^tf  =  <»*  —  ^' 

oder  (bx  -^  ay  —  ab  -{-  A)*  «*  ikxy. 

Die  Enyeloppe  ist  somit  im  Allgemeinen  ein  Eegelschnitti  welcher  die  zwei  Geraden 
berührt    Die  Berfihmngspnnkte  liegen  anf  der  Geraden 

bx  -{-  ay  —  ab  -{-  k  =  0. 

k  k 

Pur  w  =  —  *  folgt  <==—--  und  für  <  «  —  «  wird  m  =^ . 

b  a 

Die  Berührungspunkte  sind  daher  die  dem  Funkte  M  entsprechenden  Punkte  der 
jedesmaligen  anderen.  Geraden. 

Tat  k  t^  ab,  sind  also  in  M  zwei  sich  entsprechende  Punkte  der  beiden  Geraden 
vereinigt,  so  erhalt  man  als  finreloppe: 

{bx  -f-  ay)*  —  Aabxy  -=  0 

oder  (bx  —  ay)^  =  0 

und  aus  der  Gleichung  (a)  folgt: 

X I yt       ^       X        ,  yi ^ 

a  +  t^  bl  +  ab        a  4-  <  "*"  *  (a  +  0 
oder  b  (x  —  a)  =  t  (b  —  y) 

d.  h.  die  Enreloppe  redncirt  sich  in  diesem  Falle  auf  den  Punkt  x  =  a  ,  y  —-  b. 

326)  Die  Gleichung  der  Wurf  linie  im  leeren  Kaume  ist  bekanntlich 

in  soll  die  Envelöppe  aller  Parabeln  bestimmen,  welche  ent- 
wenn  man  den  Elevationswinkel  a  successiv  sich  ändern  lässt 


u  f  1.    y  =  h  —  . . ,  wo  Ä  = 


4/* '  2^ 
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Andeut.    Differenzire  (1)  nach  «,  bo  folgt  iaa  =  — .     Führe  nun  diesen Werth 
in  (1)  ein. 

327)  Die  Enveloppe  der  Kreise 

{x  —  a)^+y^  =  2am  +  m^ (l) 

ZU  bestimmeD ,  wenn  a  den  veränderlichen  Parameter  bedeutet. 

m^  -f-  n^^ 


Aufl.     y^  =  2m    a:  + 


2m 


Andeut    Differenzire   (1 )   nach   a  und   fähre   den  Werth   von   a  =  x  -{-  m  in 

(1)  ein. 

328)  Welches  ist  die  Enveloppe  der  Geraden 

aa?  +  5y  =  1        (1' 

wenn  a  und  b  der  Gleichung 

Aa^  +  2Bab  +06«  +  2Da  +  2£&  =  1    .     .     .     .     (2) 

gentigen  ? 

Auf L      (C  +  Efl)x^  +  {^  +  D^)  y^  —  2{B  +  DE)  xy 

+  2  (5E  —  CD)x  +  2  {BD  —  AE)  y  =  AC  --  B\ 

Andeut.     Nach  (2)  ist  b  eine  Function  yon  a.     Differenzirt   man   daher  (I)  und 

db 

(2)  unter  dieser  Voraussetzung   und  setzt  die  zwei  Werthe  Ton  —  einander  gleich,   so 

tut 

folgt : 

X    _^Aa  ^  Bb  -{•  D 

y    ~  Ba  \-  Ob  -\-'B 

und  hieraus: 

a    X  ^ a    Aa  -^^  Bb  -\'  B 

y  y    "*"       ~T  Ba  -^   Cb  •\-~E  "*" 
also  wegen  (t)  und  (2)  auch: 

J-  _  1  ~   l>g   —  ^^ 

by  ~~  ÄÖ5a+  Cb-^  E) 
£s  ist  somit: 

Ba  +  Cb  +  £ 

y  ™  r^-  Da  --  M 

und  nach  (3): 

=  Aa  +  Bb  +  D 
^  ""  1  —   jDa  —  ^* 

Aus  den  zwei  Gleichungen 

a{B  +  Dy)  +  b  (C  +  JSy)  =*  y  ^  £ 

a  {A  +  Dx)  +  b  (B  +  £x)  =r  X  —  D 

folgt  nun: 

X  (C  +  £*)  —  y  {B  +  DE)  -{-  BS  ^  CD 


(3) 


(4) 


(5) 


AC  -^  B^  +  X  {CD  ^  BE)  +  y  {AE  —  BD) 

_       y  {A  +  D*)  —  X  (B  +  DE)  +  BD  —  AE 
~  AC  —~B^  4-   X  (CD  —  BE)   +  y  (AE  —  BD)* 

Setzt  man  diese  Werthe  in  (t)  ein,  so  resultirt  obige  Gleichung. 


Aufgaben  über  die  Theorie  ebener  Curven. 
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329)  Man  soll  die  Enyeloppe  aller  Kreise 

^^  +  (;/  —  ^y  =  (r  —  fa'^~^z^f     .     .     . 

finden ,  wenn  z  den  veränderliehen  Parameter  bedeutet. 
Aufl.    y^  +  (x  ±  aY  =  r\ 

A  n  d  e  u  t.    Barch  Differentiation  nach  z  erhält  man : 
und  (1)  verwandelt  sich  dadurch  in: 

'*  +  (y-  «)»  =  (y  -  «)»  (^  '')  =  (y  -  »)*  +  °!  (y  -  ')' 

«  (y  —  «) 


(1) 


Es  ist  daher 


also 


;  y 


-I-  sct/ 


a:«  + 


Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  (t)  ergibt  sich: 

Nimmt  man  hier  das  positive  Zeichen  und   setst  y'  +  («  +  ^)*  =  f"»  so  folgt: 

(«  +  'x)i  ~  V  a  +  x^)    ""  \a  +'x)  ' 

also  eine  identische  Oleichung. 

Wählt  man  das  negative  Zeichen  und  setst  y*  +  (a:  —  a)'«=  »••,  so  resultirt: 

\  a  —  XI  \a  —  X    }^ 


-i  r' 


{a  —  a;)'  \  a 

also  abermals  eine  identische  Oleichung. 

Die  Enveloppe  ist  daher  gebildet  aus  den  zwei  Kreisen 

y*  +  (^  ±  «)*  =  r\ 

330)  Es  sei  -4  (Fig.  136)  ein  ausserhalb  einer  Geraden  LL,  liegen- 
der Punkt 

Fig.  136. 


Zieht  man  von  A  aus  beliebige  Strahlen,  wie  AFy  und  schlägt 
jedesmal  die  Strecke  i^C  von  dem  Durchsehnittspunkte  Caus  auf  dem 

Splti,  DUr.-  und  lut.-RecbDung,  g*^ 
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betreffenden  Strahle  nach  beiden  Seiten  hin  ab,  macht  also 

BC=  CP=  CP^, 

so  bestimmen  die  Endpunkte ,  wie  P ,  Pj  eine  Curve.     Man  soll  die 

Gleichung ,  die  Subtangente ,  Subnormale  u.  s.  w.  derselben  finden. 

Aufl.     1)  Ist  B  der  Coordinatenursprung,  AB  =  a  und  sind  BX 

und -BFdie  rechtwinkligen  Coordinatenachsen,  so  ist  die  entsprechende 

Gleichung: 

x^  -|-  ax^  —  afp'  +  xy^  =  0 


oder  y 


y    a  —  X 


2)  Gleichung  in  Polarcoordinaten  : 

a)  Wenn  B  der  Pol  und  BJC  die  Achse  ist; 

a  cos  2w 
co8q> 
ß)  Wenn  A  der  Pol  und  AX^  die  Achse  ist : 
r  =  acotg\(p  für  den  Punkt  P; 
r  =  atg\q)  für  den  Punkt  Pj. 

3)  Subtangente  =  ^^^^~%' 

X  ( Cl        [      /T2C  ~~~   2?    I 

4)  Subnormale  ==      ^    . r^ ^. 


5)  Tangente  =  ^«  ±^i,  l/^-f 

6)  Normale  ==  .    ^"^  ,^  /2^2  _  ^2 

{^a  —  xy 

7)  Krümmungshalbmesser  =  .    ^      xo  7    .       v 

(a  —  x)-*  (x  -j-  2a) 
Andeut.     l)  Setzt  man  -B<7  =  «,  so  erhält  man: 

AC  \  CP  ^  AB  :  BE 

y  c?'  4"  **':«  =  «:  a;  ;    also  u  = 


Ferner  yerhält  sich: 

AB  '.  BC  ^  AE\  ET 
a  :     w  =  «  4"  *  •  y  ^'  8.  w. 
2)  Ist  B  der  Pol,  so  setze  man 

X  =  rcoatf  f  y  ^=si  rain^ 
in  die  Gleichung  bei  (1). 

Ist  A  der  Pol  nnd  AXi  die  Achse,  so  folgt: 

j^C  =.  _ —  ^  ßc  e=  aeotgcp; 

daher  für  P: 

nnd  für  Pt: 

r  =  -4C  —  BC  u.  s.  tr. 

3  —  6)  Nach  §.  68  nnd  71. 
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331)  EineGerade  LL^  (Fig.  137)  und  ein  Punkt  A  ausserhalb  der- 
selben sind  gegeben.  Zieht  man  durch  A  beliebige  Geraden  wie  PP^ 
und  ermittelt  auf  denselben  zwei  Punkte  P  und  Pj  so ,  dass 


Fig.  137. 


CA.CP=  CA,  CP^  =  li^ 


wird,  wo  h  irgend  einen  constanten  Parameter  bezeichnet,  so  be- 
stimmen diese  Punkte  zu  beiden  Seiten  von  LL^  Curven,  deren 
Eigenschaften  entwickelt  werden  sollen. 

Aufl.     1)  Gleichung  der  oberen  Curve,  wenn  Ä  der  Anfangs- 

punkt,  BF  die  Achse,  AB  ==  a  und  -   =  BF  =  c  gesetzt  wird: 


a 


X 


y  «  (a  4-  ap)  1/  —^ 
oder     xy^  +  :t^  4-  (2a  —  c)  x*^  -\'  a{a  —  2c)  x  —  a^  c  =  0. 

Gleichung  der  unteren  Curve,  wenn  B  als  Anfangspunkt  und 
BE  als  Achse  genommen  wird : 


y  =  (^_a)  j/''-^- 


Diese  Gleichungen  unterscheiden  sich  nur  durch  das  Zeichen  von  a. 
Ist  A  der  Pol  und  AF  die  Achse,  so  findet  man  für  die  obere  Curve 
als  Polargleichung : 


a 


und  für  die  untere: 


r  = [-  c  ,  C05CP 

cosq> 


ccos(p 


a 


cosq) 


37* 
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ft\   a  vx  X  2^  (^  +  a)  (x  —  c) 

2)  Subtangente  =  -^.  _  J  ^  ac    ' 

3)  Subnonnale  -  (^+-?H2-l- _c^^ 

4)  Tangente  =  (^+  a)_/gZE^  »^(^  ^Zg-^gg^+J^'^! 

^  ^  (—  2a2  +  cor  —  ac)  f^x 

5)  Nonnale  =  ^"^  ""^^^^  ^"^  /c  (or  —  a)2  +  Aai\ 

{c  {x  —  a)2  +  4ar-  p 

6)  Krümmungshalbmesser  =  q  =  \  y^c  ^2-73  "_  (^-I^Tc)^! 

7)  Die  Leitlinie  LV  ist  eine  Asymptote  der  Curve. 

8)  Die  Punkte  x  =  -^-  ,  y  =  +  4  ^-^  "t.^*  I A  sindWendc 
punkte  der  oberen  Curve.    Dieselben  sind  reell,  da  x  <<  e.    Ebenso 

sind  die  Punkte  x  =  -  ^-^  -  ,  z^  ==  +  4  --^-~  ^^-  1/  ^    Wendepunkte 

4a  —  c  ~       4a  —  c    \    6 

der  unteren  Curve.    Diese  sind  aber,  da  für  jeden  reellen  Punkt  x<^c 
sein  muss ,  nur  dann  reell ,  wenn  c  also  auch  b  <ia  ist. 

9)  Der  Punkt y==0  ,  x  =a  ist,  je  nachdem  c  <^  a  f  c'^  afC==a, 
bezüglich  ein  isolirter  Punkt,  ein  Doppelpunkt  oder  ein  Btickkehrpunkt 
der  ersten  Art. 

Andeut.     1)  Setzt  man  CA  ^=  v,  also 

V  V  V 

80  erhält  man  aus  der  Proportion 

AC  :  AB  =^  JF  :  AD 

oder  V  :  a  == :  a  +  ä 

V 

sofort  1»*  =   — 

X 

nnd  ans  der  Proportion 

FD  \  I)A  ^  CB  :  BA 

oder  y  \  a  -\'  X  =  j/t>*  —  «*  :  fl 

folgt  alsdann  die   verlangte  Gleichung  der  oberen  Curre.    Ebenso  findet  man  die  der 
unteren  Curve. 

Setzt  man  .^  FAF  s=s  tp,  bo  wird 

AC  =  ,  CF  =  eeo8w, 

cos  ff  ' 

daher  r  -=  C7P  ±  CA. 

2—6)  Nach  {.  68  und  71. 

7)  Für  jr  =^  0  folgt  y  =  oo  aus  der  Gleichung  der  Curve. 
S)  Man  setze   -, ^  =  0,  und  erhält:     Zac  —  a;  (4ö  +  <?)  =  0. 
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folgt: 


9)  Aus  der  Gleichung 

/  =  ajy«  ^  ;y3  ^  (2a  —  e)  X*  -\-  a  (a  —  2e)  ss  —  a*ö 


0 


^1 
dx 


y*  +(»  +  «)  (3a;  +  o  —  2») 
2«y. 


Da  X 


df 


0  nur  fär  y  =  c»,   so  resultirt  aus  k- 


0      ^ 


■-  0  und  y 
x)  =  0. 


0: 


6^  -  2  (2a  +  .)  ;  1^, 


y  «=  0  ;  («  +  a)  (3a;  +  a  —  2c)  =  0  ;  (ar  +  a)«  (c 
Ist  nun  zuerst  a  positiv,  so  folgt,  da  x  auch  positiv  sein  muss, 

y  s=  0  ,  ^x  -}-  a  —  2c=0,a?  =  c,  also  a  -f-  ^  =  0.^ 
Die  obere  Curve  hat  daher  keine  singulären  Punkte. 
Ist  aber  a  negativ  und  man  setzt  —  a  statt  a,  so  folgt: 

y  =  0  ;  (ar  —  a)  (3x  —  a  —  2c)  =  0  ;  (a;  —  a)*  (<?  —  x)  =-  0 
and  hieraus  p  :=^  0  ;  x  ^=^  a. 

Nun  ist  weiter: 

dx*  ^ 

woraus  für  y  =  0  ,  a;  =  a  folgt: 

^•^  -  2  r«  -  rt  •  ^-^  -  2a  •    ^-^    -  0- 
C'a:*  ^  e7y*  «7a:  {7y 

ay  ay  __  /^/  \« 

^a;*   ^y*  \dxdy) 

Der  betreffende  Punkt  ist  also 

für  c  <^  a  ein  isolirter  Punkt, 
-    c  ^  a  ein  Doppelpunkt, 
.    <;  =3  a  ein  Bilckkehrpunkt  ^er  ersten  Art, 
indem  dafür  ^  =  0,  somit 


4a  («  —  c). 


also  nicht  Null  wird. 


( 


dx 


+  ^£ 


dyj    ~"äa:» 


=-^  6, 


382)  Man  soll  den  Lauf  der  Curve  untersuchen,  deren  Gleichung 

/  —  2y^x  +  2a:^  =  0 

ist. 

A  u  f  1.  Die  Curve  hat  die  durch 
Fig.  138  dargestellte  Form. 

Der  Punkt  a:  ==  0  ,  y  =  0  ist  ein 
dreifacher  Punkt,  die  Tangenten  in 
demselben  sind  die  TAchse  und  die 
zwei  Geraden,  welche  die  Winkel 
der  Coordinatenachsen  halbiren. 

Die  mit   der   FÄchse  parallele 
Gerade ,  deren  Gleichung  x  =  \y  ist 
eine  Doppeltangente ;  die  Ordinaten 
der  Berührungspunkte  sind :    y  =  ±  Y^\> 

4  4 

In  den  Punkten  x  =  -y  ^  +  ^    K"3    ist    die    Ordinate    ein 

9  '  ^        —  9 

Maximum. 
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Nimmt  man  A  als  Pol,  AJC  als  Achse,  so  findet  man  als  Polar- 
gleichung der  Curve : 

2cos  w  cos  2<p 
sin*g> 

Andeut.     Löst  man  die  Gleichung  nach  y  auf,  so  folgt: 

y*  =  ^  ±  ^  /l   —  2a;. 

Damit  y  reell  werde,   muss  daher  x  negati?   oder   0  <C  ^  <[  ^   sein.      Setzt  man 
im  ersten  Falle  x  =  —  a;i ,  so  resultirt ; 

y«  =a  —  XI  -\-  XI  yi  -[-  2d?t. 
Das  negative  Zeichen   der  Wurzel  ist  nämlich   unzulässig.     Dieser  Gleichung    ent- 
sprechen die  zwei  Aeste  AO  und  AC^. 
Ist  0  <C]  ^  <C  i|  I  so  erhält  man : 

y«  =  a;  +  a?  J^l   ~  ix 
yi*  =  X  —  X  ^l    —  2a:. 

Der  ersten  Gleichung  entsprechen   die   zwei   Aeste  BDA   und  BiD\Ay    der  letzten 
aber  die  Aeste  BEA  und  B\ExA. 

Setzt  man  f  ^-.  y^  —  2y*a;  -f  2«' 

so  folgt: 

1^  =-- 2  (3.«  -  ,«)  ;  I  =  4y  (y«  -  -). 
Als  einzige  Auflösung  der  drei  Gleichungen 

/•=0     ^=0     ^•^==0 
^  '   dx         ^  '  dy 

findet  man :  ^  =  0  ,  y  =«=  0. 

Für  diesen  Punkt  ergibt  sich: 

— -^   —   12a:  ^  0 

dx^   —   ^^  —  ^y 

/^  =  -  4y  =  0  , 
cxCy 

^^  =  12y«  —  4a:  =  0. 

Man  muss  daher  zu  den  Differentialquotienten   der  dritten  Ordnung  übergehen  und 
findet : 

ff.  =  ,2      M-  =  -  4. 
dx^  '  dxcy^ 

dx'^dy  ^  '  dy^         ^^^        "• 

Die  symbolische  Gleichung 

(^l  +  t  ?/f  -  0 
\dx  dy] 

zur  Bestimmung  der  trigonometrischen  Tangenten  der  Winkel,   welche   die   Berührenden 

mit  der  JCAchse  bilden,  wird  daher:     fi  =^  \. 

Hieraus  folgt :  ^  =  oo  und  ^  =  i  1  • 

Für  den  Ast  BDA  ist         y«  =  x  +  x  j/l  —  2a:. 
Damit  y*  einen  ausgezeichneten  Werth  erhält,  folgt  aus 

1   +       =  0  ,  a:  =      . 

|/l    —  2a:  Ö 

Für  denselben  wird  der  zweite  Differentialquotient 

3a;  —  2 

(1    —   2a:)* 
gleich  —  18,  also  negativ. 
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333)  Man   soll    die    Gleichung   der   TraqJ^rie    (Linie  gleicher 
Tangenten) : 


0?  =  —  \  c?'  —  y^  +  ol 


a  +  Ya^  —  y^ 


untersuchen. 


Aufl.    1)  Subtangente  —  /ö^^^yl 

—  w« 

2)  Subnormale  =  —,-     --  — 

3)  Tangente  =  a. 

4)  Normale  = 


also 

/ 


a     . 

5)  Krümmungshalbmesser  =  -  Va^  —  y^ 

6)  Goordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes : 

a  =  al ;  i^  =  — . 

y  y 

7)  Gleichung  der  Evolute 

ß  =  ^[^  +  «^ " )  (KettenUnie). 

8)  Die  Achse  der  X  ist  eine  Asymptote  der  Curve. 


Andeut.    Man  findet:  

rfy  —  y  ä^  a V 


(^ 


,/a"rir];i  '  dz'»'       (a*  -  y«)«- 


Hiemach  erhält  man  dann: 

X  —  a  =  —  ^a'  —  y*  ;  y  —  i?  ==  — 


I«  —  y« 


y 

und  bieraug,  mittelst  der  Gleichung  der  Gurre,  die  Wertbe  von  a  und  ß  (§.  12). 
Aus  a  =  Ol  -^J^-i ^ 

y 

folgt: 

^         «  +  >^a«  -  y«       -^        a  —  /aTIT^ 

y  y 

woraus  sich  durch  Addition  ergibt: 

~         —  *         2«         2   a»         2 

e+e     a=  —  = =  —  a. 

y         €t    y  a 

8)  Für  y  =  0  folgt  «  «  c». 
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h)  Heber  unbestliiimte  Integprale. 


y 


/H- 


Aufl.     ^-^^I^  +  l(a:^  +  a:^+l)  +  C. 

335)  f\2  }^x  +  -^~+  If'x^  dx  =  ? 
J   \  yr^2  I 

Aufl.    .j^    +y^  +11^    +  ^• 


^  336)  ri 


^    +  4Ka;2  +  5ra:3  +  -^ l\  dx  =  ? 


X' 


AufL     3lx  +  ^x^-i-^^x^+l^x^-x+a 

—  2sinx  —  ßsinx  cosx 

337)  f    ^  _^==? 

f         /o;  +  2cosa'  —  3«n^a; 

Au  f  1.     l  [Ix  +  2co5a:  —  Ssin^x]  +  C. 

338)  f(10x  —  9)  «n  (5^2  _  9a:  +  4)  (fo;  =  ? 
Aufl.     —  coÄ  (5a;2  —  9a?  +  4)  +  C. 


1 2  +  ^;?= 1  da;  ==  ? 


-339)/(j-i 

AufL     arctgx  +  2J^a?  —  te  +  6'. 
340)   r(3a:2  -j_  5^;  — .  i)7  (öa:  +  5)  da:  =  ? 

Aufl.     \  (3a;2  +  5x  —  1)8  +  C. 
8 

-341)  Hacosx  +  Bsinx  —  >^a;)  cZx  =  ? 

3     - 
Aufl.     45m  a?  —  3co5a:  —  —  a:^  +  (7. 

4 

Aufl.     arcsinx —  -  x \-  C. 

7  X 

343)  r  ,  .^—  da:  =  ? 

Aufl.     \  Vx^+l  +  C. 
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'344)   fa^''^^xdx  =  ? 

Aufl.    tV-+G 

4      la 

Aufl.    ^e^»  +  a 

'  346)  fx^  cos  (2x^  +  7)  dx  =  ? 

Aufl.     ^sin{2x^  +  7)+  C. 
.  ^.7.    r(6a:  +  5)  sin  (3x^  +  5a:  ■-  1)        _ 

Aufl.     - — T^-ä—TTn      ~  il  +  ^• 
'  848)  f 


(1  +  /o:)  cos  (xlx  +  1)   j  Q 
^ ax  =  * 

«n*  (irte  +1) 


Aufl.      ..7.1  X  +  ^• 

sin  (xlx  +1) 


349)    I    i-:^  -         ,     d-r  =  ? 
f      arctgx  -\-  Ix 

Aufl.     Z  {arctgx  +  /a:)  +•  ^'* 

«n^a?  +  2lxsinx  cosx 

350)J    ^^^ i^^^^te '^^^ 

Aufl.     /  («h^scte)  4-  <?• 

.  851)  r^ = ? 

'  J  cos*  e^ 
Aufl.     tge'^+C. 

'  J  xsin^lx 

Aufl.     —  cotlx  +  C. 

l 


A n d e u t.     -    .  -«—   =  -r  •  -  =  ,.  •     u.  s.  w. 


•  853)  f 


1 g     ^    y' 

co«^  (aa;  +  Ä) 


acos  (ox-p  0) 


ä 
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'  354)  P-^?^i4)  ä.  =  ? 


2a  «tn  (oa;*  +  fi) 


=  ? 


^  355)  / 

Aufl.     arcÄtne*  4- a 
"  356)  fxtg  (8a?2  _  2)  dir  =  ? 

Aufl.     —  ^  /co5  (3ar2  _  2)  +  C. 

Andeut    Schreibe  -  ^-  f  TU^^^l^Jl  ^^Ox  u    s 

6  y       cos  (3^:«  —  2)  • 

^  357)    fx^  cotx^  dx  =  ? 

Aufl.     l^lsinx^+a 
o 

Andeut.     Setze   -  /   -: — -  -i— '  dx  u.  s.  w. 

3  J    stnz^    dx 


358)  f ^+_i 


+  2a:)2 


da?  =  ? 


Au fl.         arcsm  (x^  +  2a:)  +  C. 


359)   r^-^^  = 
J     stn'x 


Aufl.    —  JL+c. 

«na; 


360)  ß*"-^^ 

J       COS^X 


Aufl.      —  -f-  C. 
co^a? 


361)  Z'-^-  ==  ? 

Aufl.     — -; L(7 

362)^(1  +  te  +  e*)  Äin  (ariir  +  e*)  da:  =  ? 
Aufl.     —  CO«  (xte  +  «*)  +  C. 
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Aufl.      ^- tg  {x^  +  \)  +  C. 

Aufl.     —  ^  cot  (**  —  1)  +  C. 


10a:  +  28 


Q  20  a: 5 

A  Uf  1.     -l  (x2  —  lOx  +  28)  +  Tp=^  arcty  _p_  +  C. 

Andeat.      /   ' dx  ■=  ^  \  — — dx  = 

J  X*  —  lü«  +  28  V      **  —  1*>*  +  28 

I   <  (:«:«  -  Mix  +  28)  +  ?3    / ^    -^,  u.  8.  w. 

Aufl.     I  U^^  +  12ar  +  45)  —  11  arctg  ^-±-^  +  C. 

/5  (2ir4-l2)  —  66 
-       dx 
(^  _|_  6)*  +  9 

A  n  d  e  n  t.     Setze  0^  «  y. 

Iß*  J 

Aufl.      -5  ;  — j— r  H 7 r— r^  +  ^' 

/dy  1 

— 7 — i — r-^i-     Nun  ist  — -. — , — ---^ 
y  (a  +  *y)«  y  («  +   W 


b 

U.   B.   W. 


Aufl.    /  [(x  -^  2)^  (^  "~  '^)^3  +  ^- 


>  + 1). 


And 
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370)  f    5x^  +  2x  -12      ^  _  ^ 

J  a?^  +  a:^  —  4a7  —  4 
Aufl.     /  [(a:^  —  4)  {x  +•  1)3]  +  C. 
Andeut.     «3  +  a;«  —  4a;  —  4  =  iV^  =  (a;  —  2)  («  +  2)  ( 

y  a;3  —  19x+  30 

Aufl.     l  [{x  —  2)(x  —  3y  (x  +  5)^]  +  C. 
eut.     N  =  {x  ^  2)  (z  —  3)  (:c  +  5). 

372^    r 10ar2^70:r+118      * 

V  a?*  —  14^^  -h  71a:2  —  154a:  +  120 

Aufl.   /;5_zi^H^~5)Va 

(x  —  2)3  (a:  —  3)  ^ 
Andeut.     iV^  -=  (a;  —  2)  (ar  —  3)  (a;  —  4)  (a;  —  5). 

rnx^-^14x^  +  313^--J38 ,    _  o 

^Jx*—  15x3  +"73a:2  _  i29a;  -{-70 

Aufl.   z  (^  -  5)1(;  -  7);  (- -  2)«.  +  c. 

{x  —  1)' 
Andeut.     N  =  (:r  —  5)  (a:  —  7)  {x  —  2)  (a;  —   I). 

374^   r  — +  ^?^  ~  ^^^  —  23a:  -|-J|2    ,    _  -. 
^  y  a:3  +  2a;2  -  29a:  +  42  "^  ~ 

A  Ufl.     |-  +  2ar  +  /  [{x  —  2)2  (a:  —  3)  (a:  +  7)^]  +  C 

J  x^  —  4a:2  4-  5a:  —  2 

Aufl. —-  +  Sl  (x^  —  3a:  +  2)  +  (7. 

X  —  1 

Andeut.     iV  =  (a;  —   l)«  (a:  —  2). 

Aufl.    z(.  +  l)-./^+|^,  +  C. 

Andeut     iV  =  (a;  +  1)». 

<»77\   r      2a:* +11x4-19  _ 

Aufl.     2Z  (.  +  3)  + -^ 3  -  ^3)3- 

3-)^«::^-3;.^!,^^^-='^ 

Aufl.  5Z(*-1)  +  ll(x^-  2x+S)+^^^arctg~^^-  + 
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Andent.    J  f  {x)  d^  =^  J  -^^  d^  +J  ^i-zz-^Zp^  ^  ^"^ 
y  ^«  _  2:.  +  3  V       x^  -2x  +  'i 


7x2  _^  13 

— ^- dx  =  e 

3x^  4-  X  +  5 


Aufl     .2Z(x+  1)  +  ^-  l{x^  —  Ax+  5)+  13arcf^(x  — 2). 
Andent.     N  ^  (x  ■\-  l)  (^•«  -   4:r  +  5). 

"^^^)/  o:*  _  6x-*  +   2Öx^  —  32x  +  32  "^  ~"  ^ 

Aufl.  ]  n(^  -  1)'  +  3]  +  2  ^  [(x  -  2)2  +  4] 

Andent.     iV'  --  [(a;  —  1)«  +  31  {{x  -  2)«  +  4]. 

r        2x3  —  2x2  ^  ^_|.  5^      ^^o 
J  X*  —  4x3  ^  5^2  —  4x  +  4 

Au  fl.     l  [(x  -  2)  |/x2  +1] +  arc^^x  +  C. 

X      iM 

Andent.     N  ■=  (r  —  2)«  (a*  +   1). 

Aufl.     5i(x  — 3)+ J  ?(x«— 6a:+ll) 

Andent.    if  =  (*  —  3)  («*  —  6a;  +  11). 


««^)/.^ 


8x2  _j.  54x  +  96 /fr  —  ? 

+~l'4x3  +  70x2~+  144x  +  104        ~~ 


Aufl.     /(x+2) A^—  i/(x2+  lOx+26) 

+  3arc^^  (a:  +  5)  +  C^« 
A  ndent.    N  ^  \{x  '\-  5)«  +!](«:  +  2)«. 

8x2  _|.  28x  +  32 


384)/ 


x3+"7x2+  19x-j-"  21 


fZx 


A U f  1.     5i  (or  +  3)  +  I « (x^  +  4x  +  7)  -  p-arc ig  '"^^  ->fC. 
Andent.    A^  =  («*  +  4;^  +  7)  (a?  +  3). 
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385^ 


.    r 4x^  —  bx^  —  18a:  +  199         ,    __  o 

^\l  x^-^  x^  —  27a;2  -P23a:  +  204 

Aufl.     l{x  -{-4)(x  +  3)2  +  l  l  (x2  —  8ar  +  17) 

+  harctg  (x  —  4)  +  C 

Andeut.     N  =  (a;«  -    8a;  +  17)  {x  +  4)  («  +  3). 

qftfi^   f  3a:3  _  4^_+^+^o__ 

3^^\/  ^4  _  6^3  +  i8a:2  _-3o^  4.  25  "^  ~  "^ 

Aufl.     Z  { (x2  —  4a;  +  5)  Vx^  —  2ar  +  5  }  +  2arc/^  "^"^ - 

+  5arc^(a;  —  2)  +  C. 
Andeut.     JV^  =  (x«  —  2«  +  5)  (a;«  —  4«  +  5). 

qQ7^    f  J^l+  18x2  +  30x  ~  6  _ 

^^'\/  a:4  ^  4^3  ^  6-^2  _  4^  _  7  ^^  —  '^ 

Aufl.     ^  {  (a:  —  1)2  {x  +  1)3  >^a:2  +  4a:  +■  7  } 

Andeut.     iV^  =  (o:  —  l)  (a:  +   1)  (a:«  +  4a:  +  7). 
q«ft^    r  x3  -  3x2  +  2a:  +  4 


Aufl. 


H-  26x2  —  40x"+  25 

2-  ^  (-*-«-  +  5)  +  ^  ^^,  1^^«---^ 

4-  -arctg{x  —  2)+  C. 

Andent.     N  =  [(x  —  2)«  +  1]*. 

rx^  —  ex*  +  21x»  — 41x2  _|_  51a.  _  29 
389)  y  (^2-_2ar  +  4)»  "~ 

.      „,       4a;»  —  ISa:"  +  86x  —  43    ,     .  .  ,   ,        „      ,     ,. 


c2x 


-  arc/^ 


3)^3 

390)  fl±l^  dx  =  ? 
•^  8x  +  )?"x 


X  —  1 


+  c. 


Aufl.     l|ra:+A/(l  +  2rx)+ Jg(l-^2rx+4 

1  4  /x  —  1,     ^ 
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Andeut.     Setze  x  ^^  y* ,  so  gebt  das  Integral  über  in: 

Ferner  ist  8y»  +  1  =*  (2y  -{-  1)  (4y«  —  2y  +  l)  u.  s.  w. 


391)   fx^  y^l  +xdx  =  ? 


Aufl.     ?-(l+a;f -«i(l  + x)*  4- I  (1+^)^+0. 

Andeut    Setze  j/f  +  «  =  y. 
x+  1 


392)   r 


dr  =  ? 


Aufl.     x  —  3y^x  +  l  /(l  H-  |^a;2)  +  3arctg  j^x  +  C. 
Andeut     Setze  \x  ==  y,  so  gebt  das  Integral  über  in: 


'/('•  - ' + w^  "■ 


393)  ( — "^        \   -■  dx  =  ? 

J  X  A-  Vx  -f-  1 


-|-    fX  + 

Aufl.   .  +  1  _ 2/^hPT  +  ^  / i-^^+A+i +iO)_^ 

, r  5  X  +  Kx  +  1 

—  ;  (a:  +  Ka:  +  1)  -1-  C. 
Andent.    Setit  man  yx  -\-  \  =  y,  »o  geht  das  Integral  Über  in: 


dx 


+  3 

Aufl.     X  +  2y^x  —  ^  (x  +  3)^  —  2  f^3  arctg  1/|  +  C. 
Andeut     Setzt  man  x  =^  y*,  so  folgt: 

395)  f ?-j-  dx  =  ? 

J  l  +  y^x 

...      3181  Sf  i  > 

Aufl.     -  x'  _  -  x'  +  a;  —  -  x'  4-  3x*— 3/(l+|^x)+C. 

Andeut.     Sets«  yx  ss  y  a.  «.  w. 


/ 


I 
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396)y 


Aufl.     —  X    —  -    X      A —  X      —  4a:    +  12x 

3  7  5 


\2arctgx     +  C. 


Andent.     Setze  x      =  jr  u.  s.  w. 


897) 


+  i  i  (x*  +  1)  -  J  arctgx^-{-  \l{x^ -   1)  j  +  C 

Andeut.    Man  setze  x  ^=^  %^, 


398)  r  z^+jk:^  di, = ? 

•^       1  —  l^a: 


Aufl.      -8j-+-+^-    +g-   +   -X   +^-- 


-^i(x*+l)j+C. 


399)  rr^ 

J  1_V 


»^^  +  2efe 


Aufl.     _9Jjx*+   i-x*+lx*+|a.*+x* 
+  i  (x*  _  1)  +  i  2  (x^  +  X*  +  1) 


—  ^7=ö  <"'C'5' 


2a:*  +  1 


400)  r?^ 

^      1  -4-r 


l  +  c.    . 


■K*-  +  ^-^=.? 


.„,,       1     ü         1     «    ,    2     tV        2     t',   ,    2     J 
Aufl.     ~x      --X      +   -X      --^      +    -X 

—       X      +  2a:      —  2arc/<7a:      +  C 


N. 
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401)  nr^-f^  ^ = ? 

Anfl       19  )^  -L.  ^  J_L_   ^     ^_.    >.    *    I     12     A 

je  5         +  -  a:    +  4a?    +  -^  a; 

+  y  a:    +    y  ar  *  +  128a7^  +  64a?*  +  1024x' 
+  768x^'+  256 [13/(2 +  a''^)  + 19/ (a:^^-  2)][+C. 
Andeut.     Seist   man  a:^=  y,  so  folgt:   12   /  ^^''  "^ ~^  ^  u.  g.  w. 


402)  f<E±r^L^-  ==  ? 

^        a;  — l^a? 


Aufl.     x  +  2a:*  +  3a;'  +  3/  (x^  —  1)  ~  ^-  /  (x*  -+-  1) 


2 


* 


+  Sarctg  (x  ). 
403)  f^         ^-^  =  ? 

Aufl.     ^  j  (a;  +  a)'  +  («  -  a)' 

404)  nrpi^  ^  ^  ? 

Aufl.     1^  ar*  +  i?  a;*  +  88a:*  +  1056** 
7  5 


-f  1056 1  ^-— ^  +  C. 


405)   •         »^^  +  '^ 


-I 

a:*"  +  2 


./  w  +  71  K  a?  4-  a 
A 0 f  1.     ^-  (o:  +  a)  —  ^  l^a:  +  a  +  ~ l{m+nV^^)+C, 


406)  r 


dx 


+  ^  i  (m  +  nfeTJ)  j  +  C. 

Spits  ,  Diff.-  tmd  Iut.«Recbniuig.  38 


I 
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*07)  f ?7^-=  =  ? 

J  (x  —  a)  y  X  —  b 

Aufl.     -y^z^—  arctg  1/ ,  wenn  *  >  a, 

Yb  —  a  y    b  —  a' 

1         ;  /^^  b  —  Va  —  h  ,  ^ 

-/        L  *    /—    -       7 j  wenn  h<a. 

ya—b      yx  —  b+Va  —  b 

408)  /  4     -     "-     =? 
J  y  x  +  a  +  ^ 

Aufl.     ^  (a;  +  a)^  — 2&(x+  a)*  +  4*^  (^^  +  a)^ 
—  453  Z  (Ä  +  }/^~^'a)  +  C. 


=  ? 


409)  r-:_-^--_=^ 

J    Ka;2  +  6rr  +  18  —  5a;  —  30 

Aufl.    -^  z(y-3)  +  ^^Z(y-2)+  JJz(y-9)+C, 

wo  ^  =  ^x^  +  6a;  +  18  —  X, 

. \   Cy^  —  6y  +  t8 

A  n  d  e  u  t.     Setze   K  ;r-  +  6a;  +  18  =  a:  -[-  y,  so  folgt  — gl   ^ ":  3)7y—  2)  (y— 9) 

.     C     x^  dx 

410)  /    /_=    -       =? 

Aufl.     -^.^Va-\'bx{hb^x^-^ab^x'^  +  %a^bx--\^aA  +  C, 
A  n  d  e  u  t.    Setze  ya  ^  bx  ^=y 

411)  / 7^    -  -—  =? 

A    fl  fax-^-  b  _2n  —  3ar __f^ 


412)/-.-  -"^-T  =  ? 


Andeut.  }.  97. 

K  aa;  +  b 

^***     ~a(2m +T)  a  (27/1  +  1)  J    Vax  +  b 

Andeut.  §.  97.  5. 

413)   lxf(^  -^-b  dx  =  ") 

,      .,      2a;"»  lax  +  b)i  26m  T   m-l  /        11 

a  (2w  +  3)         a  (.^w*  +  ^)j 
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ax  -^  b  dx  =  ? 


414)   fx^  |/ 

Au fl.         315^4     {70«^  ^^  —  60a2  bx'^  +  48aft2  x  —  32631 
4,5)/ 


x^  dx  ^ 


Vax+  b 
Aufl.     -A.  («ar  +  &)   ha^  x^  —  &abx+  SJ^i  -f-  C, 


4.6)/ 


xdar         g 


I 

4 


Viax  +  b) 
A uf  1.     ^  (ax  +  6)^  (8ac  —  46)  +  C, 


*"^h 


^  r=  ? 


+  6a;  +  cj;^)'* 
Ann      h+2cx\\       .       5c       ,     10c2  )     ,    20c3  rdlr 

WO  X=  a  -^  bx  -{■•  cx^\  d  =  Aac  —  b\ 
Andeut.   '§.  91.  (6). 


418)   fx 


»e^  dx  =  ? 


Aufl.     e^  {x^  —  8a;'  +  56a;ö  —  336x^  +  1680a:*—  6720  x^ 

+  20160^2  —  40320a:  +  40320)  +  C. 
Andeut.    §.100.  Beisp.  4. 


419)   fx 


^  e'dx^? 


420)  f 


Aufl.     e*  {x^—  9a:8  +  72a:'  — .  504a:6  ^  3024^5-—  15120a:* 
+  60480x3— 181 440a:2  + 362880a:— 362880)  +  C. 
x-^  e*   da:  c=  ? 


Aufl.     ~y'^-^ö^-'^-^--'e^-,l~,--^e' 

-lJö"""'^'+l4ö/""''^'^- 
421)   /*(2  +  3ar  —  a:2  +  2j?3  —  8a:<)  e"  dx=? 

Aufl.     (—  Sa:«  +  14a;3  —  43a:2  -j-  Sdx  —  87)  c*  +  C. 

a:*  c^  (Za:  5=s  ? 


422)   fi 


Aull.     a:*  e*  —  ö  ^^    +  "7"  ^^ q~  ^^ 

^  4  o 


,    945  r  JL 


38* 
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dx 


423)  fx-ie" 

Aufl.     —  ^x   V+ya:V---Jx€-cix. 


424)   f  x-^ 


-  *  c*  doc 


Aufl.     —  I  x-i  e  ~  ^^  x-V  -  ^  x-ie-  +  Jl  a:V 
5  15  15  15 


16  f 


e"  dx. 


425) y,3._,.._8e»+-i2  '^  ==  ^ 
An«.       .J-^J-^+C. 

Andeut.    Man  setze  ^  r»  j^,  so  yerwandelt  sich  das  Integral  in 

«3« 


*2«)/|/« 


j/o  +  6«' 


<fo==? 


Aufl.     -^»^a  +  6«*  ji  (a  +  be'y  -^{a-hbt')  +  a»|+  C. 


427)/ 


5ö*  cfcr  o 


2e^  +6^  —  3 


Aufl.    ^gnp^H-^. 


Andeut.     Setzt  man  e«  =  y,  so  erhält  man: 

7   2y«  +   y  -  3        J  \sf  -    l  2y  +  3/    ' 


428)   ' *:  =  ? 


J58)  /'l- 
*'    Va 


Aufl.     -^  |i  («  +  be-f  —  2  ("  +  **')^!  +  ^• 


r      10  —  Te' 

429)  y  ^2x  _  4«x  q 


<&==  ? 


+  5 

Aufl.    z  -^z — ^Vnrr  +  ä«»"«  '^  (e*  —  2)  +  c. 

e"  —  ie'^  +  5 
And«nt.   Setit  man  «'  =  y,  m  folgt: 
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430)  ffxdx=^? 


A  U  f  1.     X  (fx  —  7 fix  +  A2fix  —  210^a:  +  SiOPx  —  2520/2x 
+  5040/a;  —  5040)  +  C. 


^«^>//t 


l^x 

Aufl.     —^l-ix—^l-^x  —  ^  l-^x  -  ^  xl-'x 
4  12  24  24 


"»)/Ä= 


Aufl.     —  ^  f^x  —^  l-^x  —  —  t-^x  —  —  Ir^x 
6  30  120  360 

720  720  ^720j 

433)   fx^l^xdx=^? 

i  Aufl.      -^-  j/^a; i—  ^3^,  4.    11_  ^a: 

i  m+ir  m+1         ^(m  +  l)2 

1  _       24  24       )    , 


A   f  I     —  ^*^^  —  O^L+il^^  _  (^  +  1)^3?*"+^ 

^3/3«  8  .  2  ?a:  ~8  .  2  .  1  /a: 

(m  +  1)^  r  a^  dx 


+ 


+  y?  f 
.2.1  J 


3.2.17      te 


4S5)/£^  =  ? 


A    f  1      —   ^^  —  ^  +  ^   a:^^  _  (m  +  1)^  a:^^ 
^^  "öl^a;  5.4       l^x  5.4.3      /^^ 

(m  +  1)3  af^^         (m  +  1)^  sif^^ 


5.4.3.2    Px  5.4.3.2     Ix 

(m  +  ly        Cof^dx 
"*"5  .  4.  ^72T\J  1^' 

436)  \  ^i=:  &r  dir  =  ? 

Aufl.     2/rr/^5>ar^^-2/^^+^ 


/ 
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dv  /?  +  2yar 


Andeut.     Man  setze  in  §.  85.  a:  m  =  ^ic  ,    ,    —  ^ 

437)  f  sin(klx)  dir  =  ? 
Aufl.       2  _i  ";   1**^  Qclx)  —  kcos(Jclx)\ 

438)  I  cos  (klx)  dx^=? 

Aufl.       2     r  ~T  1  ^^  (^^^\  +  CO«  (klx) 

Andeut.  zu  437  und  438.     Man   setze   das   erste  Integral   gleich  ji^    das   andere 

dv 
-=  B.  so  folgte  wenn  man  im  ersten  u  =    ain  {klx)  und  — -  =  1    setit,    durch    theil- 

dz 

weises  Integriren : 

A  =  X  sin  (^klx)  —  A.B. 

dv 
Ebenso  wenn  man  im  zweiten  u  =  cos  (klx)  .         =  {  setzt,  durch  dieselbe  Operation : 

dx 

B  =^  X  cos  [klx)  -j-  kA. 

439)  f  sin  {alx  +  6)  ^  =  ? 

A  U  t'l.       2  "i — 7  I  (c^*  Ä  +  ö  sin  b)  sin  (alx)  +  («w  ^  —  «  cos  b) 
.  cos  (alx)  I  +  C 

Andeut.     /  »»»  (a/.r  -|-  ä)  rfa;  «=»     /  <  am  (a/a:)  <;o«  d   '^-  co*  {alx)  sin  b  \  tU 

=^  cos  b  I  sin  {<U.t)  dx  -{-  sin  b  j  cos  {alxj  dx. 
Man  benütze  nun  437  und  438. 

440)  I  cos  (alx  +  b)  dx  ==  ? 

Aufl.     -y— — -  }  (a  cos  b  —  sin  b)  sin  (alx)  +  (cos  b 

+  a  sin  b)  cos  (qJx)  j  -f-  C, 

A  n  d  e  ut.     /  cos  {alx  -[-  b^  dx  =   11  cos  {alx)  cos  b  —  sin  {alx)  sin  b\  dx 
=  cos  b  j  cos  {alx)  dx  —  sin  b   1  sin  {alx)  dx. 


Man  benütze  nun  437  und  438. 

dz 


441)  f-j- 


+  blzf        ** 


Aufl.    -{•— jl-rr  +  C- 

0    a  -]r  blz 


r         dz  1    r(a  +  hlzY 


-  .-v-  dz. 


442)  /    -3;_ 
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dz 


=  y 


+  blz 
3 
2b 


Aufl.  ,f. /(a  +'&fe)2+  a 


Andeut   f  fZT—^  ^  1   A^  +  *^')  ~'(^  +  *^"^*^"- 


+     Ä/5 

Ix  dx 


+  hxf        ^ 

^         "^  2Ä  (a +^)^       2a26    M^~6i       2^  "  «Hh  «»^  "^ 
Andeut.     Man  setze  u  ==  Ix, 

-^  =  («  +  *^)-3,  als«  -  =  -  ;  r  =  -  2^  («  +  *a:)-2, 

SO  folgt  durch  theüweise  Integration: 

Ix  .      \      r         dx 


2b  (a  +  Ä^)«    '    2b  J   x{a  +  bx)^' 
Man  zerlege  nun  in  Partialbrüche  u.  3.  w. 


+  -  f 

^  26  J  X  (a 


444)   f 


'^'^  +  ^-U  =  ? 


{ax  +  ßY 

Aufl.   -1 '(-+*)+   rÄ"-;9T'"'^if  +  ^' 

a    ax  +  p         a  (ba  —  ap)     ax  +  6 
Andeut.     Durch  theilweise  Integration  folgt: 
l  l{ax  -\-  b)         a    r  dx 


+ 


«y  ( 


a    ax  -\-  ß  aj    {ax  -\-  b)  {ou;  -j-  ß) 


Aufl.     \l{x  +a)  y(t+  ßx-l   f     "i  ^"^  dx. 
Andeut     Durch  theilweise  Integration  folgt: 


l{x  +  a)  Ya   +  ßx  ^^^  J 


dx. 


/9     ^       '  '    '  ß  J        X  -{-  a 

Um  das  letztere  Integral  zu  bestimmen,  setze  n  -{-  ßx  =  u*,   so   verwandelt  sich  das- 
selbe in: 

—   ^   u  --^(a—aß)   I    .  ,       ^=  —  -^  Vcc  +  ^j;  —  ^  (et  —  ai?)  /   ,  ,      o- 

ß  ß^  i^Ju^^a  +  aß  ß  ^^         ß'  ^'Jti^  —  a+aß 

1.  Fall,     aß  —  a  =  m^  positiv. 

du 

..  /_ 

«*  -\-  w* 


m«  1  ,    /  «« \ 


2.  Fall,     aß  —  a  =^  —  w*  negativ. 
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3.  Fall,     aß  —  a  =  0. 


f—  —   _   L 


ue)fl 


Hax+b)        _ 


Aufl      —     M«^  +  ^)      ,  a^  ax  +  b 

2a{ax  +  ßf  '*'  2a{aß  —  6«)»      ax  +  ß 

"^  2a{aß  —  ba){ax-\-ß)  "^     ' 
Andeut.    Snrch  theilweüe  Intogration  folgt: 

—  L  ^  («^  +  *)  ,   ^  r ^ 

447)  /  sin(ax)  sin(bx)  sin  (ex)  dx  =•  ? 

^Qfj      1  {cos{a  —  h  +_c)^         CQg(— g  +  ^  +  c)a^ 

4(      a  —  Ä  +  c  — a  +  b  -{-  c^ 

co8(a  +  b  —  c)x        cos{a  +  b  +  c)x  J 

a  +  &  _  c  a  +  5  +~c       1  "^     " 

Andeut.     Eg  ist  ««  (0:5)  ««(i^)  nn(ex)  =-11  w«(—  «  +  *  +  c);c 

+  8in{a  --  6  +  e)x  +  ain(a  +  b  ^  c)x  ^  sin  (a  +  ö  +  c)x  i  u.  s.   w. 

448)  /  cos(ax)  cos(bx)  cos  (ex)  da;  =  ? 

Aufl.  A  I  «'yt(q  +  ^  +  c) a:  5in(—  fl  +  ^  +  c)a; 
4(  a  +  6  +  c  "^  —  a  +  b  +  c  ~ 
,    sin(a  —  b  +  c)x        sin  (a  +  b  --  c)x  j 

Andeut    eoHax)  co8{bx)  co8{ex)  =  ^Los{a  +  b-\'e)x  +  «m(-  «  +  ^  +  e) 

449)  /  8in{ax)  cos(bx)  cos  {ex)  dx  =  ? 

A  Ufl.     —  i  I  gog(q  +  &  +  c)x  _  cog(—  g  +  6^4-  c)x 
4C        a  +  ^-i-c  _^  -HH~ 

.    cos(a  +  ^>  ~^V;    ,     co5(a  —  5  +  c)  x  J 
a  +  ^  —  c        "*"        ^ZZf^f^       } 

Andeut.    sin(ax)  eos(6x)eos (ex)  =  ~  |  «fi(a  +  *  +  c);K  -  8in(--a  + 
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450)/'c<«(«.)««(M-(-)^  =  ? 


.     ^.      1  J  «n  (a  +  Ä  —  c)x        sin  (a  —  b  -f-  c)x 
4(       a-)-6  —  c  a  —  A-+-c 

Mn(a  +  ^  +  c) ar         «n( —  g  +  6  +  g)  ^  |    ,    ^ 

Andeut.    eoa{ax)  sin(bz)  »in  {ex)  =  —  Jco«(rt  -j"  *  —  ^)*  4"  co9{a  —  b -\- c)x 


—  eos(a  -]-  b  ^  e)x  —  eos{ —  a  -)"  ^  "h  ^)*( 
451)   /  x^  sinx  dx  =  ? 


Aufl.     —  (x^  —  20x3  _|_  i20x)  C05a?  +  (5a:*  —  60a?2+  120) 

«na:  +  C 
Andeut.     §.  104. 


452)   fx"^  sinx 


dx 


Aufl.     —  (x"^  —  42arS  +  840a:3  _  5040x)  cosx 

+  (7x^  —  210x*  +  2520a?2  _  5040)  sinx. 
Andent     Es  läset  sich  leicht  «eigen,  dass 

/  3^  ainx  dx  =  —  Ueosx  -|-   ü* sinx, 

wo  U  TOB  der  Form  ist : 

und  a^  ^  ^7-1-  TP*  ist.     Hieraus  können  dann  a  ,  b  ,  c  ^  ,  .  .  bestimmt  werden. 


453)   /  x"^  sinx  dx  ''^  ? 


Aufl.     —  cosx  I —  a;"~* x~^\ 

'20  120 


+  '^^(-  I  ^"^  +  60  H  +  l4ö/''"'  "^"^  '^• 


A6i)fx-^sinxdx^? 


Aufl.      —  cosx  l^r--  a:"*^  —  j—-  a:'"^  +   — -  x"^ 

\30  360  ^  720 

+  sinx  I a:""^  -4 a;"^  —  ztt:-  a;~*' 

^  '6  ^120  720 


—    /  a;—^  «na:  da?. 


720 

455)   I  x"^  cos  X  dx  ^=  ? 

Aufl.     (a:''  —  42a:^  4-  840a:^  —  5040a?)  sinx 

4-  (7a:6  ^  210a:*  +  2520x2  —  5040)  cosx  -f-  T. 


i 


1 
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456)  /  x~^  cosx  dx  =  ? 

Aufl.     «norj-^  x-^  -  -l^x--«  j+co*a.j-  ^ar-^+^^-'j 
+  —  —   /  a;—^  cosx  dx. 

457)  /  x~'^  cosx  dx  =^  ? 

Aufl.     «nxjgV  o.-»  _  J^  x-3  +  -|^  0=-« 

~*  COSX  dx. 


720  J 


458)  /  »m^a*  dx  =  ? 


1/14 
Aufl.     -,  -  5in  8a7  —  —  5m  6a;  +  7  ^/n  4a;  —  28  sin  2x 


+  35x  +  a 

459)   Tcos^o:  dfa:  =  ? 


A  ufl.     -g hr  «Vi9a:  +  —  sin7x  +  —  siribx  +  285m 3x 
+  126  sinx]  +  C. 


460)  /^-x  ä.  = 


9 


.       «,  cosx  S   cos  X  ^    ,  .    ^     I     /T 

Aufl.   —  -  .  ^  -  —  ^.     2    +  ^-  itg  ^  +  ^• 

4  5m^a?         8  «n^a;  8  ä 

Andeut.    §.  104.  15. 

46 


l)/co.-x^  =  ? 


„  smo;  2 

Aufl.     _ — 3 — \'^  igx  +  c. 

3  cos^x         o 


462)  /  cos-'^x  dx  =  ? 


1  +  tq^ 
.      „,         5m o;       ,3  5ma:     ,     o  ^  _i_  /-^ 

Aufl. .-  +  -  — 2~  +  «  ^ '  +  ^• 

4  co5*a:         8  cos^x         8      ^         ^    a; 


Aufgaben  über  unbestimmte  Integrale.  603 


4G3)  ftg^xdx^y 

Aufl.      —  tg^x  —  —  ty^x  —  Icosx  +  C, 

464)  ftg-^x  dx  =  ? 

A  n  f  1.     —  tg^^x  —  aj  +  C 

Aufl.     — —  tg-^x  ~  l  sinx  -f-  ^• 
466)  /  sin^x  cos^x  dx  =  'f 

Aufl.     -  { —  cosx  —  —  cos^x  +  -—  co»5a;    -f-  C, 

Andeut    /  ain^x  cos'^x  dx  =  -     1  (—  8in^x  +  3 »mar)  (l  +  eo8  2x)  dx. 


467)  /  8in?x  cos^x  dx  =  ? 

Aufl.     Yfi  19  ^^^^  —  4  ^^*2^)  +  ^'• 

Andeut    /  *m'j:  eos^x  ^  =^  rä  1  ( —  «»i3j;  -j~  ^^inx)  {cos3x  +  3<?o«x)  äx_ 
=3    -    /  I  —  ~  sinQx  ■•{•        8in2x\  dx, 

468)  /«n^.  cos^^ä.^? 

A  U  f  1.        ^  1 —  y  sinlx  —  —  sinbx  —  -sin^x+     sin  x  j  +  C 
Andeut.    /  sin'^x  eoi^x  dx  =    -^  /  (<?o«5a;  +  5(Jo«3j;  +  lOco»^:)  (1  —  cos2j:)  dx. 
s=i  --  j    ]—  «  co»7.c  —  „-  coabx  —        <?M3aJ  +  -r-  co«a:|   dx. 


r  da 


dx  _^  ^ 


+  35  cosx 


ideut.     Setzt  man  tg\x  =  z»  so  folgt: 

72  —  2^  +2?  y    {z  —  4)  (a  -  9)  "'   5  7     M«  —  9         5—4) 


Jl       z  -  9 


J 
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^^^^  J   50  —  T4  sinx 


471 


Aufl. 


)/ 


-1 


+  48  cosx 

+  c. 


-  =? 


dx 


40 


12  sinx  +  38  cosx 


A  u  f  1. 1  arc  tg 

f5 


472)    r52-28«nar  + 
y     8  —  4  «na?  +  7 


^-C'. 


52  —  28  sinx  +  49  co*a?  ,  *       ^ 

dx  =  r 


cosx 


tg         -   8 

A afl.    4  /  — ^ f-  7«  +  C. 


473)/^ 


'^^  «  —  5 
^  2 

29  —  35  «nrc  -f*  5  co^a? 
-  5  «na:  +  5  cosx 


da;  =  ? 


+  /  Aufl.     2l{tg~  —  2\+u\tg 


X 

2 


3|  —  6/co«^  +  4a  +  C 


474)  r 

J    4:  cosx 


dx 


+  5  coÄ^cc 


=  ? 


o; 


Aufl.    -  -l—- +^1  —  ' f-C. 

4  a?    .     .         12  X     ,    ^ 


^J  +  i 


475)/, 


2da: 


25  +  35  cosx  +  12  cos^x 

X 


=  ? 


Aufl. arc  tg 

5  ^ 


tg 


2 


476)   /  x^  arc  sinx  dx  =  ? 

.4 


.     16 


^i7 


X 


+  C. 


Aufl.    "^arc«na:  +  -^  (2a:2  +  3)  »^1  —  x'^ 


arc  sine 


X' 

4  '   32  ^  •    -^  •  ~       "        32 

Andeut    Integrire  auerst  theilweise,  dann  wende  zweimal  §.  97.  5.  an. 


477)/ 


x^  aresin  X  dx  =  ? 


X' 
Aufl.     --  arc sma?  +  (5a;^  +  6a?^  +  8a;^+ 16) 


|/i— a;' 
245 


+ 


478)  fx^ 
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arc  C08X  (ir  «=  ? 


^5  ^\ a;^ 

Aufl.  arc  cosx  —  (3a?*  +  4a:^  +  8)  w^ 1"  C^- 


479)/ 


x^  arc  cos  x  dx  =^  ? 


.      «,      48a:«— 15  .^   4   i    in   2_l  ir:\  ^'^^"^'^  j_  n 

Aufl.     -— arcco8x-(Sx*  +  lOx^  +  Ib)      ^^^      +  C. 

480)  /  x^  arctgx  da?  =  ? 

Aufl.     _^_arc«^a:---+---g  +C. 

481)  /  x^  arctgx  dx  =^  ? 
AufL    ^arct^x-^+^-^+;-K**  +  l)+C. 


x^  x^    ^^  x^         a?^  1 


482)  /  x'^  arc  cotgx  dx  =  ? 


Aufl.     —  -  —  arc  cotgx  +  3  [y  ~  5'  +  "3 ac  |  +  C. 


483)  Cx 


^  arc  cotgx  db?  =  ? 
a? 


,9  1  ( a?^         a?®     .     a?*         a:' 


AufL     -  arc  cotgx  + -glY  —  T '^  ~i   ~    2 
;— ^  arc  smx  dx  *=*? 


484)  r« 


Aufl.     —  Y  ^      ^^^  ^^^ 2x~  "^ 

Andeut    Durch  theüweise  Integration  folgt: 

—   '-  ar-2  arc  sinx  +       I  x-^  {[  ^  X*)    '  /fx. 
Fttr  das  letztere  Integral  findet  man  nach  §.  97.  6: 


y^T^ 


X* 


X« 


arc  «n  a?  du:  «=  ? 


Aufl. -  (5a?*  +  6a;*  +  Sx^  +  16)  arc  «na:  j^l  —  a;' 
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486)  l-y^=^=r-  arc  cosx  dx  =  ? 
J  VI  —x^ 

A  U  f  1.      —  --  (3x4  _,_  4^2  ^  g)  ^^  ^^^  |/r^r*~a,i 

487)  la?-*  arc  tgxdx^?. 

A  U  f  1.     --  x^  arctgx  —  -  arctgxi  —  ^f^Sl ^       ^ 

3  a;s 

Andeut.     Durch  theilweise  Integration  folgt: 

3      2  ^   f    x^ 

Um    das  letztere  Integral  zu  'finden,   setze  z^  ^=  z,  so  ergibt  sich: 
Durch  Zerlegung  in  Partialbrilbhe  folgt: 


1,1  /_  iV3_^:^i  gya  +  1     1 

-6  ^  i       3(^i  +  i)  ■*"  6  l  c«  -  ;ry3  +  1        ««  +  sy3  +"T  J 
Daher : 

r   ^<^«  1  ^       1      ^      ,    «*  —  «V3  +  l     .    1  z 

y.c-4-i  =3  -^'^^  +  4y3  ^  ^r+-f3~FT  +6  -*'^r^7*- 

488)   /  -p-=-_^  £fa:  =  ? 

Aufl.     2  arc  sin  X  /l  +"i  +  4  /T  —  i  +  C. 


/x6 
"7~~  ^-^  aresin X  dx  =  'i 
Vl  —  x^ 


—  XV  1  —  X' 
48 


Au  fl.     — ^--^--  -  (8a;*  +  10ir2  +  15)  arcsinx 


490)   f 


+  ^  (arcsinxY  +  \\-  ^^ -h  -  x^  +  ~^- xA  +  C 

x^  +  2a:3  _  14^2  4.  42a:  +  5 

__ j~h~r oTö arotgx  dx  =  ? 

{x^  +  0?  —  2)2  ^ 
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i)  lieber  bestimmte  Inte^ale. 


00 

dx 


0 

Aufl.    \- 

o 


00 

*^^^  J   6a:''  +  17a;  +  12  °°  ** 

0 

Aufl.    r^. 


OD 


/dx 
(,  +  ^.)  ^  +  6,^7)  °  ?   (wenn  «,  6  ,  a,  ,  6,  positive 


0 

Zahlen  bedeuten  und  a^J  —  aJ^  nicht  Null  ist). 
Aufl.    fMl^Ä 

a,o  —  aOj 


494)  /  - — ---    \7 — 1  ir~\ /' "~T~ir^  = '^    wenn  a,  a^  ,02,6, 

0 

6p  6-2  positiv  sind  und  ^  >  ^*  >  ^J 

Aufl.  Bezeichnet  man  die  positiven  Differenzen  ab^  —  a^b, 
ab^  —  cuj)  ,a^b.^  —  cLjb^  derBeihe  nach  durch  p  ,  q  ,  r, 
so  folgt: 

pqr\       a\  a^bj 

/dx 
— — - — ; ^  =  ?  (wenn  c  und  4ac  —  b^  positiv  ist) 
a  +  öx  +  cx^ 

Aufl. 


/4ac  —  6'^' 


49ß)  /*/— r   L~. —  2N2  ==  '^  («  "»d  ^«^  —  ^^  positiv.) 


— oo 

4^c 


Aufl. 


'i5r^»T 


r 
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+  00 


*">/(; 


dx 


a  +  ^a;  -j-  cx^y 

00 

Aufl.     j^. 

(4ac  —  b^y 

498)  f  ^ ""-— —  = 

J    (a  +  6«  +  ex) 

—  00 

4a7r 


Aufl. 


(4ac  —  Z»2)* ' 

+00 

499)  f ^^"^       „  ,  =  ? 

J    {a  -^  bx  -^  cx^y 

•    "CO 

Aufl. T-. 

(4ac  —  b^f 

+-aD 


'''^fra 


-00 


+  6a;  +  Cic^)* 


407rc8 

A  u  f  I. V" 

(4ac  —  b^y 


'''\fra 


(a  +  6a;  +  ca;^)* 
207r6c2 


Aufl.     — 


(4ac  —  6^)" 


502)/^ 


OD 

dx 


Aufl.  ^ 


4/?  («  +  ß). 

Andeut.     Nenner  ={(*+«)*  +  /»•)  |(i  —  o)«  +  ^i. 
1 

V^+^%'^^  '^  ^  ^'^®°°  a  ,  c  ,  4ac  -  4»  positiv.) 

Aufl.  i  ,ra  +  ro  +  >^^^FM-~c 

rc    Y^a  —  yc+i/a  +  b  +  c 
AndenU    §.  94  (2). 
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CO 

C  dx 

504)  I  , —        o^  =  ?  (wenn  a  ,  c  ,  ^ac  —  6*  positiv.) 

.    J  Y{a  +  fco:  +  cx^f 


0 

Aufl. 


3 
Andent.    In  {.  91.  (6)  P  "^  ^^' 


dx  ^^ 


/(a  +  6a?  -J-  cx^y 
Aufl.    ^i^f:iw,  wenn  2/^  +  b=p  gesetzt  wird. 


00 

/xdx 
,  c==  ? 

y{a  +  Äa;  +  ca;^^ 

5 
Andent     In  §.  91.  (7)  m  =  1  ,i>  =  -r. 


507)  /  xe"^  cosbx  dir  =  ? 

0 

Aufl. 


(a2  +  b^y 

Andeut.    In  §.  104.  (43)  «  =-  Ij—a  statt  a  u.  s.  w. 
508)  /  xe-^  sinbx  dx  =  ? 

0 

A    n  2fl3 

^^^*-       (^2+  ^2)2- 
Andent.     §.  t04.  (44) 


509)   fx 


h"^  sinbx  dx 


510)  r« 


'c""*  coabx  dr  -="  ? 


Infi      2a(a»  -  36») 

tz,  Dlff.-  und  Iiit.-Kechnuiig.  39 
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00 

511)  fx 


,,fn  ^—^ax 


in  hx  dx  =  ? 


stn 


OD 

Au  f  1.       -^    7.   1,2  1  ^  /  i!«^'^*«"'**  «»»^^  ^ 


0 

CO 


0 


512)   /  ar»»«-«^  cosfia?  dx  =  ? 

Aufl.       ^        ^  I  a  /  a:»»— ^e~<»^  co^fta:  flte 


0 

CO 

«-1  6^««  «nfta:  die}« 


0 

518)  /  a^^c"""*  sinbx  dx  =  ? 

l  96ab  (a  +  b)  (a'  -  6») 

614)  /  a;^c"~***  coshx  dx  =^  ? 

^     .,      6  (g*  —  BaH^  +  b^) 

2 

y  a^cos^x  +  5^«n*a; 

0 

Aufl.       "^ 


2a^ 

91 

2 


J  {a^cos^x  +  Ä^sin^a:)^ 


0 

Aufl. 


4      aH^ 
Andent.      /  =  4   /  7- 

^     */{«*  +  **  +  (a*  —  **)  cos2xy  J  {p  ^  q  eo^yf 
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Setze  nnn  in  §.  104.  14:a=l,/J  =  o,«  =  P»*^?i"  =  2, 


^  =  pT—i'  ■»  =  <•,<?--  ^^--.,   «.  folgt: 


«mj( 


,«  /,« 


?*  l'  +  jco«y 


■  a*  +  ^'  r 


rfy 


3«  —  a« 


»inx  eosx 


p  4-  ^co«y        ~4a«<&*      a«<?o«'flr  +  ^•*«*'^ 


und  du  beBtimmte  Integral  ist  daher: 

IC 


g«  +  *«  r 


<^a; 


a*<?o**a;  -|~  ^'**'>'^ 


u.  8.  w. 


ff 
2 


J  {a?cos^x  +  i^sm^xY 


r-o     .-o  =  ? 


Aufl. 


TT 


4a36 


Andeut. 


2(1  +  eoa*lx)dx 


{\  +  <;o«y)  dy 


/2^i  -|-  eoazx)ax /*(1 

{  a*(l  +  <JM2a;)  +  b\\  —  ro«2ar)p      7    (P  +  !7^wy)* 


oder  nach  §.  104.  14: 
1  8iny 


'^2a^J  ^ 


dy 


1 


8tnx  cosx 


ia^  p  ^  qcosy    '    2a*  J   p  +  qeoay        2a*  a*co«*a:  +  bhin'^x 

dx 


n 


r        «1 

^  J  {cflcos^x 


+^./ 


«n^a:  dx 


+  6Vn2x)2 


a*tfo»*ir  +  b'^sin^x 


=  ? 


U,   8.   W. 


Aufl. 


TT 


4aft» 


Andent.     Bezeichnen    wir  die  Integrale   der  Aufg.  517  und  518  beaüglich  durch 

P  und  0,  80  iflt 

n 

dx  n 

a'^P  +  **Q 


/ 


i^co8*x  +  bhin^x        "lab 


=  — :  u.  B.  w. 


ff 
2 


51 


0 

Aufl. 


dx 


cos^x  +  ft^«n-a;)^ 


=  ? 


TT 


Andeut     Schreibe 


3  (a*  +  6*)  +  2a2Ä2 
8rfa; 


8^p 

jVa  +  <Jw2ir)   +   4*(1  -  i?o*2*)  }■ 

»=  4  /'-^.  «'iJL-— ^  ^-  8.  w.  nach  §.  104.  (14) 


39 
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k)  lieber  die  Reihen  von  Bflnnann  und  Lag^ann^e. 

620)    Man  soll  sinx  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  von  cos^x  ent- 
wickeln. 

1.1.3 


1  1.1 

Au f  1.     sinx  ^=  1   —  -  cos^x  —  ^r-— ; 

Z  2.4 


coa^x 


1.1.3.6 


2.4.6.8 


-  cos^'x 


^rr  — 


2.4.6 
1.1.3.6.7 


cos^x 


2  .  4  .  6  .  8  .  10 


cos^^x 


Andeut.     Setze  in  §.  116:  f{x)  ==  sinx  ;  9»(a?)  -=  eot^^x  ;  a  ==    -. 

521)  Man  soll  cosx  nach  Potenzen  von  ain'^x  entwickeln. 

1.1.3 


Aufl.     cofia;  ==  1  —    ~  sir?x  —  _  '  ^ 

Jt  2.4 


sin^x 


2.4.6 


«m®ar 


1.1.3.6    . 


SiV^X 


1.1.3.5.7 


sm^^x  — 


2.4.6.8  2  •  4  .  6  .  8  .  10 

Andeut.    Setze:  /(a:)  =  eoax  ;  ^{x)  =  Mfi*a;  ;  «  .=  0. 

622)  l{\  4-  ^)  nach  Potenzen  von  sinx  zu  entwickeln. 

Aufl.     Z(l  +  o;)  =  «nx  —  — -  sin^x  +  -~-  &3^x  —  —  sin^ac 

,    43     .  ,         17    .  ,      , 

120  60  ^ 

Andeut.    Setze:  f{x)  =  ^(1  +  x)  ;  ^»(a;)  =  «»«  ;  ä  =  0,  aUo 

528)  Man  soll  Ix  nach  Potenzen  von  {x  —  1)  entwickeln. 

Aufl.    Ix  =07—1—  ^^ — - — ^-|-  ^^ — ~-^ ^ — Z~^"^ 

Andeut.    /(ar)  =s:  te  ;  9(2;)  =«  a;  —  1  ;  a  =  l. 

524)  Es  sei      .  - — -  nach  Potenzen  von  sin^x  zu  entwickeln. 

sinx 
sin{Xx)        .         A(A2 —  12)    ^ 

Aufl.       ^—  =  / ^ — ^— «    ««^^ 

»no?  1.2.3 

^       1.2.3.4.5        """^       •••• 

Andeut.     Setze: /(a;)  ««  — : ;?>(«)  =  "«'a;  ;  a  «1  0. 

4tfi  a; 


625)  cos{hi)  nach  Potenzen  von  «n^a:  zu  entwickeln. 
Aufl.     cos{Xx)  =  1  - 


1  .  2 


A^(r  -  22)  (A^  -  4^)  ^.^, 
1.2.3.4.5.6 


1.2.3.4 

sin^x  -f-  .  .  .  . 
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526)  Man  soll/(a;)  —f(a)  nach  Potenzen  von  (c-^  —  e-*»)  ent- 
wickeln. 

Aufl.     /{x)  —  /(a)  =  —  e«(f-^  —  e-^)  f\a) 

-12.-3  ^(^""^  -  ^"')'  f/'"(«)  +  3/''(a)  +  2/(a)| 

+  ll/"(a)+6/'(a)  ]-.... 

527)  sinx  nach  Potenzen  von  coi^x  zu  entwickeln. 

2  2.4  2.4.6  ^ 

A  n  d  e  u  t.     /  (ar)  =  *»«  a;  ;  9  (a:)  =  cö<  'a;  ;  «   =      . 

528)  C08X  nach  Potenzen  von  tg^x  zu  entwickeln. 

Aufl.     COÄO;  =  1  —  ~  tg'^x  +  g-'-;^  ^^*a:  —  2^^^.^^^  +  - 
Andeut.    f(x)  =  coax  ;  f  (x)  =  tff^x  ;  a  =  0. 

529)  Es  sei  a:  =  a  H ;  mansoU  a:  in  eine  Keihe  nach  Potenzen 

X 

von  fc  entwickeln. 

Uli.     a?  =  aH 5H r =^  +  .... 

a         a^         a^  a' 

Andeut.     Setze  in  §.  118.  (7)  tp  (x)  =  ~  u.  s.  w. 

X 

k 
580)  Es  sei  ic  =  a  -i — ^ ;  man  soll  x  in  eine  Reihe  nach  Potenzen 


x'^ 


von  k  entwickeln. 


.     «,                    .     Jb         2fc2    ,    7F        80Ä:*    . 
Auil.     a:  =  a+ö s^+      V u    +  •  •  •  • 

Andeut.     Setze  in  §.   118  (7)  yt  {x)  =  ar— • 

531)  Es-sei  x=:  a-] .—r- 

^  ^    X  +  b 

»        /»l  n!  IC  .  £K  uK 

Andeut.    Setie  ar  ^  ü  4-  ft  M i — ;  oder  y  =*  «  +   -  u.  a.  w. 

»^x^***^*         *   X  -{-  b  'y 


/ 
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k 

532)  Es  sei  a;  =  a  H • 

Aufl.       X  =  a  +  Jce''  —  Jfc2e-2«   +    ':'  J5;3g-3a  _  2  ][;4^-4a     f 
A  n  d  e  u  t.     Setze   yt  (z)  =  c—«  u.  a.  w. 

533)  Es  sei  x  =  a  +  ifca:». 

Aufl.     a;  =  a  +  Ä:a3  +  -^  .  6a5  +  — ^_  .  72a^ 

+ rrr^-i '  ^^ao«"  + . . . 

534)  Es  sei  a?  =  a  +  kaf^ ;  man  soll  Ix  nach  Potenzen  von  t 
entwickeln. 

1,2 

Aufl.     Zx  =  Za  +  fca«-i  -I (2m  —  1)  a^-^ 

jfc3 

+ r~2~~3  ^^^  ~  ^^  ^^^ ""  ^)  ^^"^^ 

Andeut.   Setze  in  {.11 8.  (7):  vW  =  ar»»  ,/(a;)  =  fa:  ,/'(j:)  ^(x)  «  a:»«-!  u.«.w. 

535)  Es  sei  o;  =  öE  +  —  -;  man  soll  cosx  nach  Potenzen  von  JL- 

sinx 

entwickeln. 

Aufl.     cosx  =  cosa-k  +  ~^'y'-^. ^2  +  4ca.2a 

1.2  ««2^        1.2.3       mi*a 
,   _     k^  S  cos  a  (11  +  dcos^a) 

1.2.3.4  sin^ä  ^  '" 

Andout     Setze  ^(jc)  ==     ; —  » /(*)  =  cosx. 

sin  z 

536)  Es  sei  a;  =  a  +  ksinx;  man  soll  cosx  nach  Potenzen  von 
k  entwickeln. 

1.2 

Aufl.     cosx  =  cosa  —  ksin^a  —  - — -  •  Ssin}a  cosa 

fc3 

+  j— y;  3  •  45m^a  {isin^a  —  3)  + 

537)  Es  sei  x  =  a+  fccosa:  und  sinx  in  eine Eeihe  nach  Po 
von  k  zu  entwickeln. 

Aufl.     5ina:  =  sina  +  äjcoä^«  —  ~ — -  .  Scos^a sma 

1  ,  J 

k^ 
+  2 — 2 — ö  •  4  ^*^<35  (3  —  4  cos^a)  +  .  .  .  . 
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538)  Es  sei  a:  =  a  +  ike"»*;  man  soll  «"*  entwickeln. 

1.2 

Aufl.     €»^  =  c»«  +  HW^^+n)«  4-  - — -  .  n  (2m  +  n)  6(2»»+»)« 

+ -—r  .  n(Sm  +  n)2  gfSm+nJa 

+  ,     -*^-     ■  .  n(4m  +  «)»  «(4™  +  »)«  + 

539)  Es  sei  o:  =3  a  +  fcfic*";  man  soll  x^  in  eine  Reihe  entwickeln. 

Aufl.     a;»  =  a»  +  Jbia'»+''-^  + -— -.n  (2m+n  — 1)  a«''*+»-2 

1  •  « 

+  - — — —  .  7i(8m  +  «  —  1)  (3m+  n— 2)  a3"»+'«-3 
4-T-T-^-^.n(4m  +  n  — l)(4w  +  n  — 2)(4m+n — 3) 

a4w  +  ii-4   +  .  .  . 

1)   Heber  die  Q,nadratiir  und  Rectification  ebener  Curven,  die 
Quadratur  der  Oberflächen  nud  Cubator  Ton  Rotationskörpern. 

a)  (taadratiireii« 

540)  Die  Gleichung  der  Tractorie  ist : 

i/~2 2  I     j  ^  +  /g^  —  y^ 

X  =  —  Y  a^  —  y^  +  M —. 

y 

Man  soll  den  über  der  .;r  Achse  liegenden  Theil  derselben  quadriren. 

Aufl.      -  I  VcÄ^^  —  ~  arcsm^' 
2  ^2  a 

Andeut      /  y  dx  ^=  j  y  -y^  dy  ^=  —  J  Va*  —  y* dy u. s. w.  nach  §. 97.  13. (19) 

541)  Man  soll  den  Inhalt  der  Schleife  AP^EG  (Fig.  137)  der  in 
Aufg.  331  unterhalb  der  Leitlinie  LL^  gefundenen  Curve 

a 

r  =  c  cosw 

^        cosq) 

berechnen. 

a2 


Aufl.    Sezt  man  —  =  c,  so  folgt: 

b 


a 

arc  co8~' 

u 


Andent    Man  findet: 


a 
Für  eoa  ip  «—  erhält  man  hien^us  ^^®  ^^^  Schleife. 


/ 
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542)  Den  Inhalt  der  Fläche  zu  berechnen,  welcher  zwischen  der 
in  Anfg.  331  gefundenen  oberen  Gunre  und  der  Leitünie  LL^  liegt. 

Aufl.    ^  +  7r62. 

4 

Andeut     Die  Gleichung  der  Gurre  ist  nach  Aufg.  331: 

y  =  (a  +  a:)  l/LlZ-^* 

Da  hiernach  fUra:  =  0,y  =  oo   wird,   so  bereohne   man  zuerst  das   Segment  über 
X  —  c  und  lasse  alsdann  c  unendlich  klein  werden. 

543)  Wie  gross  ist  der  Inhalt  der  Fläche,  welche  von  der  Curve 

und  der  FAchse  über  der  Abscisse  a  begrenzt 

wird,  wenn  b>  a. 

Aufl.      2  /ä2  —  -^j  arc  «n  I  +  [  a  +  I  j  /P-^2. 
Anmerk.    Ist  6  <^  a^  so  wird  die  halbe  Fläche  Aber  der  Abscisse 


und  die  ganze  Fläche  ist  somit 


(-  0 


544)  Die  Gleichung  einer  geschlossenen  Curve  heisst 

H + (ff  -  '■ 

Man  soll  berechnen:  a)  das  über  der  Abscisse  x  liegende  Flächenstück, 
b)  einen  Quadranten,  c)  die  ganze  Fläche. 

A  u  f  1.     a)  ?^^^^=15!I'  (ßx^  —  26« V  +  33a<) 

+  —  aÄ  arcsin-^]    b)  —  nah ;    c)  -  nah. 

Andeut.    Um  das  binomische  Integral  -j  1  i^*  —  ^^)    ^  2U  bestimmen^  wende 
man  dreimal  die  Formel  (2)  des  §.  97  an. 

545)  Den  Inhalt  der  geschlossenen  Figur,  welche  von  der  Curve 

2 


X 


2  /y\2m  +  l 


w  +  lrj     -• 

begrenzt  ist,  zu  bestimmen,  wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl  bezeit^i 
.     ^,       1.3.5....  (2m  +  1)  nah 

'      2T4~'6  .  ...  (2m  +T)  "2~' 

Andeut     Bei  der  Bestimmung   des  Quadranten    handelt  es  sich  zunächst  .— 
Auffindung  des  Integrales 


J.^,  /(.'  -  *'r-^*  ^- 
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Betet  man  su  diesem  Ende  in  {.  97  (2): 


a  =  —  1   ,*=a*,»=«2,«»s=0,/>=am-|-'^> 


so  folgt: 


Ci  t  «^"»+i  A  <«*  -  ^*)"*'^*-*    ,    «*(2^  +0    Cfx  „«»-1  +  1  . 


und  hieraus: 

o  a 


0 
a 


_««(2«+J)     a«(2m  -  1)    /*        _  ^»)— ^+4  ^ 

2i»  +  2  2m        J   ^  ' 

0 

a«,2m  +  1)      a«(2m  --  1)      a«(2w  — 


2«  +  2  2m  2w  —  2 

Ö 
und  allgemein 


fß„.-.*r-'^u 


(««  —  a;«)    ^ »  die  =  - 


«(2m  +  1)      a«(2m  —  1)  a«(2m— 2r+3) 


2m  +  2  2m  2m— 2r+4 

a 


U 
Für  r  =»  m  -^-  \  resultirt  hiernach: 


/(at-x^'""'*+*^. 


#    (a         X)  *^  --     2m  +  2  2m  2m  -  2  2  J    l/a«  -  o;« 

0  0 

1  .  3  .  5  .  .  .  .  (2m  +  1)      wo* 

^  2~.  4  .  6 (2m  +  2)  '  T" 

546)  Die  Gleichung  der  Fusspunktenrve  der  Ellipse  ist 

man  soll  diese  Carve  quadriren. 
Aufl.    ^(a2  +  Ä2). 

Andeut    Für  die  Gleichung  in  Polarcoordinaten  erhält  man 

a«  +  *«    ,    a«  —  Ä« 
i:«  =  — 2     -  H 2 *'**'^^- 

Für  den  mit  ^  =  0  Tersohwindenden  Sector  folgt: 

0 

Für  ^  «s  si  ergibt  sich  hieraus  die  halbe  Fläche  u.  s.  w. 


•)  Vergl.  die  Note  auf  8.  239. 


€ 
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547)  Die  Polargleichnng  der  Fusspanktenrve  des  Kreises  ist 

r  ^B»  a  cos  5P  +  6 ;  *) 

deren  Gestalt  ist  durch  Fig.  138  dargestellt. 
Man  soll  die  Inhalte  der  Flächenränme  «/tmd 
Jj  bestimmen. 

A ufl.  Setzt  man  arccos =  a,  so  wird 

Jj  _  i  {(a«+  262)  (yj _ cc)  —  U{a^—  i^)*} 

J  +  Ji  =  J  {(a*  +  26*)  a+Sb  (a*  —  6*)*) 

J+  2Ji  =  7r(a2  +  262). 

A  n  d  e  tt  t    Für  9p  <=  0  bis  9p  «=  a  erhalt  man  die  Fahratrahlen  det  Astet  ABCDE, 
Yon  9p  =  a  bis  9  BS  9t  dagegen  die  Badien  des  Astes  EFH^ 

/l  o         a* 

—  r'rfy  =  (a*  +  2*')  v^  +  -«^  «»29  '\'  abtin^  und  demnach 


a 


^2  r^^  =  2    («^  +  «^0  «  («»  +  2^«)4  -  ^^*  «ny  +  ah^n^ 


0 

3« 


=  (a«  +  2*«)  ^  +  ^  ^a«  —  Ä«. 
4  4 

2   ^1  =  y*^    r«rf9  =  ?.(««+  2*«)  -  (a«  +  2*«)  ^   -  ~  »^i^'^^^« 

=  (a.  +  2««)  »  7-?  _  ^  i/i?nryt 

4        ■         4 

548)  Die  schleifenfbrmige  Curve 

ar*  +  y*  =  a^iry 

ZU  quadriren. 


A 

ufl. 

Ganze  Fläche  = 

4 

Ai 

ideut. 

AU 

Folargleichung  folgt: 

•"    2 

—  ain^2tp' 

Fig.  139. 


*)  Denn    ist   (Fig.    139)    P  der   Fol,    , 

_L  Vax  Berührenden  AB  ,  TA  //  MC^  so  *•-* 

P-4  =  PJ?  +  DA 
oder 
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Da  der  Nenner  dieses  Bruches  immer    positiv  ist,  so  muss 
fUr    ein  reelles  r  stets  9  <  ^'  gewählt  werden.    Es  wächst- 

r  Ton  9p  =»  0  bis  9  =    -  und    nimmt    dafür  den   grossten 

Werth   an.     Die    Gurre    hat   hiernach    die    durch  Fig.  140 
angedeutete  Gestalt 

Als  Inhalt  der  halben  Schleife  ergibt  sich: 
n  n 

0  0 

649)  Die  schleifenförmige  Curve 

x^  +  y^  ^ 

za  quadriren. 


Fig.  140. 


cP'x^y^ 


Aufl.    Ganze  Schleife 

A  n  d  e  u  t.    Die  Folargleichung  ist ; 


na' 


ahin*2ip 


^aitt^ltp 


3«m^9  cos^ip         4  —  3  iin^2fp' 


n 
2 


8tfl*<p 


Halbe  Schleife  =    l    ft^d^  -=  v  f  t-^^^V"  ^^  "* 

0  0 


.   8.   W. 


a^a:""~^y"~^ 


550)  Die  schleifenfönnige  Curve 

ZU  quadriren. 

A  uf  1.    Ganze  Schleife  =  -  -  • 

2n 

A  n  d  e  u  t.    Als  Polargleichung  findet  man : 


n 

2 


n 

'2 


Halbe  Schleife  =  — 


n 

2' 


/  ntgn-\tp^^S9 
2Ü  I       l  +  (/y«9)«        ^  ^  2fi 


=  .^^  arctg{igf^tf)  u.  s.  w. 


551)  Die  Curve 

4^2  4-  y^  +  ^)  =  «X^  +  2y) 


zu  quadriren. 


r 
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Anhang. 


Aufl.  Eine  Discussion  der  Gleichung 
ergibt,  dass  die  Curve  eine  durch  Fig.  141 
dargestellte  Form  hat,  und  dass  der  In- 
halt des  Sectors  OABC  ausgedrückt  ist 
durch 

-^(1  J^tgq>+tg^(p). 

Andent.     Setse   y  =  0,  dann    x  =  0.     Die 

Ordinatenachse  o;  «=  0  ist  eine  Asymptote  n.  b.  v. 

FUrPolarcoordinaten  geht  die  Gleichung  aber  in : 

009  9  ( 1   -f~  9tn  q>  cos  <p) 


sin^ip  -[-  roÄ-y»  -}-  sintp  eostp 

Also  ist  ^  y*rV9  =  ^1  /  (t  +  ^^y  +  tg^^). 

Für  die  Fläche  ODäk  folgt : 

ji  —  aretff^ 

552)  Die  Curve  (gleichseitige  Hyperbel) 

r^co«2gp  =  1 
zu  quadriren. 

Aufl.     4/i+^?. 
1  —  tgq> 


Ande 


'■  J  2  y   cos2(f        2    /   «o»V  —  «»V        27  1  — 


£M^ 


^V 


553)  Man  soll  die  Curve 


+  ii  - ' 


quadriren. 

Au  f  1.  Eine  Discussion  der  Gleichung  ergibt 
Fig.  142  als  Gestalt  der  Curve.  Der  Inhalt  H^r 
halben  Fläche  ist: 


—  6a5   1  —  a-^xi 


H/ 8     ,4,^,1 


+ 


16aÄ 
35 


Für  a:  ==  a  folgt :  ABPQ,  = 


16afc 
35 
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A  n  d  e  u  t.    Die  Qnadratar  erfordert  die  Bestimmung  des  Integralea 

bj  V\  —  a-jxidx. 

Man  setze:    t  —  cr-\xi  »:  z^,  so  wird  das  binomiscbe  Integral  rational  und 

=  —  ^ab   jz*  (1  —  ««)«  dz  u.  8.  w. 

564)  Man  soll  den  Inhalt  der  geschlossenen  Curve 

berechnen. 

Aafl.     %ndby2. 

4 

Andeut    Setit  man  <r~*  s=  c,   so  handelt  es  sich  um  die  Auffindung  des  bino- 
mischen Integrales  b  1  s^(x-^  —  e)t  dx.    Substituirt  man  xr-^  —  e  ^^  s^j   so  wird 

daaselbe  rational  und  =  —  b  j  ^{j^  -{•  0)—*  ds.     Wendet    man    hierauf  {.  97    (4) 
einmal  an,  so  folgt: 

Nun  ist 

«*  *•  r        *     *        1 


i<- 


«*  +  fl        2y2  Lz«  —  «-«zy2  +^a-«        s«  +  a-*«y2  +   «-« 
_    a     r2«  —  a-V2  +  0-^2    _  2r  -j-  <r-<y2  ^  g-*y2l 

~"  iyi  La«-  a-'«y2  +  a-*         z«  -i-^i^*«VM^  «~*  J 


folgUch      y--^-«^-^-2^__j_--^K_^ 

+  arcr^(a«y2  +  1)1 
und  das  au  suchende  Integral  ist  daher 

^473  ^^«^  -  ^^'""8y2  ^  a« 

— 16    r'^'n — X U  +  ""'"'^  L — 7-^  +  M  r 

Dem  letstl$n  Theile  dieses  Ausdruckes,   welcher  nicht  für  alle  Werthe  Ton  x  stetig  ist, 
kann  man  die  Ton  diesem  Vorwurfe  freie  Form  geben: 

3c^y2  x^  —  ^t^^Z'^ 

--i —  are  eo» ^—^ • 

16  a« 

Bestimme  nun  den  Quadranten  b=  — ~i—  u.  s.  w. 

16 

555)  Die  Curve  (x^  +  y^)  (x^  +  2y^)  =  a^xy  zu  quadriren. 
Aufl.    Eine  Discussion  der  Gleichung  ergibt  die  durch 
Fig.   140    repräsentirte  Form  der  Curve.     Halbe 

Schleife  =  — 12. 

4 


n 
2 


Andeut.    Polargleichung ;   |.«  «=  ^ ^.    Bestimme  nun        /  rVy  u.  s.  w. 

u 
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556)  Quadratur  der  Curve  {x^  +  y^y  =  a^xy^, 

Fig.  143.  Aufl.    Gestalt  der  Curve:  Fig.  143.    Inhalt 

f"^    /^^        eines  jeden  Blattes  =  -  • 

Andeut.    Folargleichnng:  r*  =  a^tinhp  cotfp. 
n 
2 

Bestimme  -  -  /  rV^  u.  s.  w. 

0 

557)  Die  Gleichung  einer  Curve  ist: 

{x^  +  y^)  (a;2  +  2y2)2  =  «^xl 

Man  soll  dieselbe  quadriren. 

Fig.  144.  Aufl.    Gestalt  der  Curve  Fig.  144.     In- 


halt eines  Ovales  = 


na^ 


^    *f 


Andeut.    Folargleichnng : 

f»  — — .' — , 

1  -{-  sin'^' 

558)  Die  Curve  y  =  aoc^  -^  ba^  zu  quadriren,  wenn  wi  +  n  =  2 
und  4mn  .  a5  ==  —  1  ist 

Aufl.     aoc^  — •  bx". 

Andent.    Man  findet:  1  +  (y)  =  {»laafff^i  —  «*«"— i)* 

/  j/l  +  (2 j*  äx  =  ±  (axfn  ^  bafl^). 
Wegen  des  Doppelzeichens  berücksichtige  man,  dass 
y«  +    "^     =-  ö«a;2m  +  ^«^2n  -}-  2ate«   +   —  =  a«a:«»»  +  *«x*«  +    *     (1   +  lobmn) 

=  aV*w  4.  **«««  +  - —  «■  (aar«  --  ^ar»)* 

ß)  Beetiflcatlonen. 

559)  Die  Traetorie 

y 

zu  rectificiren. 

A  u  f  1.    Bogen  über  der  Abscisse  a:  =  oZ  ^• 

a 

Andeut     /   1/  *  +  (^1    ^^  ==  /"T^      — ^  in  ein  Integral  nach  y  , 
/-^ ^         dy  =^  j  -    dy.     Bestimme  hiemach   /  -  dy  u.  s.  w. 
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560)  Die  Neirsche  Parabel  ay^  =  x^  zu  rectificiren. 


Aufl.     2? 


1 

3 


'+g- 


561)  Die  Curve,  deren  Gleichung 


ist,  zu  rectificiren. 


—-  y^  =  (^^  +  a2)3 


Aufl.     X  +  ;r-9  a:*. 

3a^ 

562)  Die  Curve  (-)   +  1^]*=  1  zu  rectificiren  (vgl.  §.  73,  Aufg.  7). 
Aufl.    Ganze  Cnrvenlänge  ==  6a. 

Anden t.     Da  |  — j    und  1  ~j    stets  positir  sind,   so  setie  dafür  beiUglich  eotU 

=  ^r-  f'inU  2Ä  =  —  ?^  ooa2t  —  ^  (2  jm«<  —  1)  n.  s.  w, 
*  J  4  4 

563)  Die  Evolute  der  Ellipse,  derenGleichungnach§.  72,Beisp.  2 

ß2 52        c^  a^  —  ^2         ^2 

ist,  wenn  a  = =~    ß  =:  — - —  =  -  ,  zu  rectificiren. 

'  a  a  0  0' 

Aufl.    -^^ — 7 — -* 

ab 
Anden t    Setae  (  -  |    =  <?o«V  ;  I  a)    =  »in^U  >o  ^'^^^ 

D*  dar  Bogen  mit  abnehmendem  a;  oder  wachsendem  <  abnimmt,  so  ist  Ton  dem  Ooppel- 
aeichen  das  negative  ra  wShlen  und  in  setsen: 

1  [«1  ^  ^  4-  (a«  —  /?t)  roÄ2/]  dt  =  ^^^         [o«coÄ«/  +   /9* «««/]"  +  C. 

wo  «  >  *  r  *^'°  «  <C  Z^- 

Da  für  2;  =  0  ,  y  =  j9  der  Bogen  versobwindet,  so  wird 

nnd  d«r  Bogen  =^-J -^,  {^  ^  [««  (^f  +  /»«  (^^)']  j« 


ifcv; 


j- 


'#•' 
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Für  X  =>  a  ,  $f  >=  0  folgt  fBr  den  ViertelB-Bogen  der  Erolnte: 

J ,.,         „,x  «*  +_«iJ  +i*         ^'  at  +  «*  +  Ä« 

—  ««   ^    ^      ^  «  -U  5                äö 


ß" 


a  +  ß 


a  +  b 


mb      ' 


564)  Die  Curve  zu  rectificiren,  deren  Gleichung 

y  =  Ä:  +  /  (nx  +  w  +  n)  +  /  (nx  +  w  — 

gegeben  ist. 


n) 


Aufl.     x  +  / 


n 


nx  '\-  m  - 
nx  -}-  m  +  « 


565)  Die  Gleichung  einer  Curve  sei 


y 


a: 


^  |'  +  «'xl--arc^^ 


Dieselbe  zu  rectificiren. 


Aufl. 


1    lar 


X 


1  /a?'» 


2M  3  •*"  "'")  +  i«  ^^^  ^  ^  =  i  It  +  ^'^ '  -  ^- 


♦i  . ' 


k 

4., 


i:- 


566)  Die  Curve  y  = 

Aufl.     7-  hr — 
5     2 


1     x^ 


2b  \  2 


ax\  —y. 


ax\ 


-/(x-a)  zu  rectificiren. 


567)  Rectification  der  Garve 

AUll.    a;  H -— -  -    a  arctg oarctg    -  • 

2ah     \  ^  b  ^  a] 

568)  Man  soll  die  Cur\'e 


y  = 


"'-^'(^+*>  +  H~2(i^^^' 


+ 


2  (a  —  i)    X  —  6 


8  2 

wo  a  >  Ä ,  rectificiren. 

569)  Bectification  der  Gurre 

-  2(a~b)  [("  -  c)Hx  -  a)  +  {c-b)l{x  -b\ 


«»2 
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570)  Die  Curve,  deren  Polargleichung 

r  «=i  (p^  —  4y  +  3 

ist,  zu  rectificiren. 

Aufl.    2-  — 29)2  +  öy. 

o 
Andeut     Nach  §.  122.  (2) 

571)  Die  Curve  r  =  acostp  +  6  zu  rectificiren. 

Aufl.    Bogen  gleich  dem  entsprechenden  Bogen  einer  Ellipse 
mit  den  Halbachsen  a  -f-  6  und  a  —  b, 

Andeut.     r*  -["  Ix  1  ^'^  a*«>iV  "t"  («öO«y>  -{-  *)*  =  (o  —  *)' 

+  2flÄ  (l  +  eosf)  =  (a  —  *)«  +  2ab  .  2<?o«^ 

=-  (a  —  4)«[eo»^  +  «m-|)  +  4a4eo»^  =  (o  +  4)» 

+  («  -  4)*  .m'|. 
m 

AlflOy  wenn  man  ^  ==  V'  setzt, 

P  l/yt  4.  1^  J*  «fy  =  2  j  f/(a  +  *)«  co*V  +  (a  —  Ä)«  «»V  ^V- 
Ist  nun  aeostfß  =  x  ;  ßsiny;  =«  y  ;  also  ^-  =  —  a««y/  ;      -   =  ßcosrp; 

so  folgt:  /*l/(^f  +  (^^r ^V»  =^  f  y^tt*8in*xp  +  /S2^o«V  '^V   '»'»d  nach  §.  122 
Beisp.  3.  ergibt  sich  hieraus  obige  Behauptung. 

572)  Eine  Curve  ist  durch  die  Gleichungen 

x=  -X-  +  8*2  +  3i  +  1 

y  =  4^3  +  <2  _  4^  _  2 
bestimmt^  man  soll  dieselbe  rectificiren. 

Auf  L    i^  +  4«2  +  bt. 

Andent.    Nach  §.  122.  2. 

r)  Complanationen. 

573)  Die  Tractorie,  deren  Gleichung 

X  =  —  Ya^ —  V   +  «* 

y 

ist,  dreht  sich  um  die  ^Achse,  man  soll  die  Oberfläche  des  Rotations- 
körpers bestimmen. 

A  u  f  1.    27ta  (a  ^  y),  wenn  für  y  =  a  die  Oberfläche  Null  wird. 

574)  DieOberfläek    ^es  Rotationskörpers,  der  durch  Umdrehung 
der  Curve 

B p  i  ts ,  Diff.-  und  Iflt.-ReoL  40 


f 
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entsteht,  zu  bestimmen. 
Aufl.     -r  nc?. 

Ändeut.     Setze  x  ^^  acos^f  ^  y  =  asin^tp, 
al80  \/{X^  +  (S*  ^  '"  *'"  *"  '"*  ''■ 

„„d         2»yy  Y{%]*  +  f|)'  «^ = -  5-  '^'  "■"'5^' 

WO  das  negative  Zeichen  zu  nehmen  ist,  damit  mit  abnehmendem  x  oder  wachsendem  tp 
die  Oberfläche  abnimmt  n.  s.  w. 

575)  Man  soll  die  Oberfläche  des  Körpers  finden,  welcher  durch 
Umdrehung  der  Fusspunktcurve  der  Ellipse 

entsteht.  

f  b*  a^  +  f^a*  —  6* 

Aufl.     2n  W  +  /  ,     -    r  l 


/a^  —  b^'  52 

Andent.     Setzt  man  zur  Bestimmung  des  Integrales  2«  jrsinf  \r\^  •\-  r*  dfp 
für  r'  n*  +  r^  ^=  rt*co5'y>  +  h^sin^tp^  so  geht  dasselbe  über  in: 

271:    \  sin  ff  ya*eo8^  -|-  A^am^y   ^fy. 
Oder  wenn  man  cos^  =^  x  setzt,  in: 

—  2«   M/(ß«  —  *«)  a:«  +  ^  £&. 

Nach  §.  97  (18)  findet  man  dafür,  wenn  man  wieder  statt  x  den  Werth  ^0*90  einfuhrt: 

, nb^  f  , 

—  n  cosff  y  {a*  —  **)  cos^q>  -\-  h*  —    y l    lcosq>  y  a*  —  ä* 

7E 

Nimmt  man  nun  das  Integral  zwischen  den  Grenzen  0  und  --  und  verdoppelt  das  Besultat, 

z 

80  erhält  man  den  obigen  Werth. 

576)  Man  soll  die  Oberfläche  des  Körpers  finden,   der  entsteht, 
wenn  man  die  vorige  Curve  um  die  FAchse  dreht. 


Andeut    Es  handelt  sich  hier  um  die  Bestimmung  des  Integrales 

2ji    /  008  q>  ya*cos*^  -\-  b*8in*(f  d(p. 
Man  setze  sintp  =^  x  und  berücksichtige  §.  97  (19). 

577)  Man  soll  die  Oberfläche  des  Körpers  finden,  der  entsu 
wenn  die  Cardioide  um  die  ^Achse  gedreht  wird. 

Aufl.     — z —  =  — -  -  (2ay* 
0  ö 
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Andent.    Man   aetse  x  =^  2a{X  -{-  eo8f)co8^  ;   ^  ==  2a  (1  -|-  eostp)  aimp,   so 
folgt:  l/a;**  +  y**  =  Aaeos\<p 

y  K  ^*  +  y'*   ^9  =  128«V  /  <?(w*|y  ^*»?9  .  ifffp  = r—    «Jo«'^^. 

678)  Man  soll  die  Oberfläche  des  Körpers  finden,  der  durch  Um- 
drehung der  Curve  3^=  aoc"'  -\-bx^,  wom  +  n  =  2;l  +  4mn ab  =  0 ist, 
entsteht. 

Aufl.     n  (a^x^""  —  5  V«  +  ab(m  —  n)  a:'» + «). 


Anaeu.    |/.+gj-*  = 


max"^^'^  —  nbx^—X  u.  s.  w. 


())  Cabaturen. 

579)  Man  soll  den  Inhalt  des  Rotationskörpers  berechnen,  der 
durch  Umdrehung  der  Curve  a;!  +  yf  =  a^  um  die  JT Achse  entsteht. 

A  uf  1.      i  der  umschriebenen  Kugel. 

Andeut      /j»y*<fo;  r=^  n  1  ia^  —  a;*  J    dx  ==  n  l   la'^  ^  3a^a:^ 

«  -♦  \    . 

580)  Man  soll  den  Inhalt  des  Körpers  finden,  der  durch  Um- 
drehung der  Cardioide  (§.  81,  Aufg.  1)  um  die  TAchse  entsteht. 

Aufl.         na^  oder  der  16 fache  Inhalt  der  erzeugenden 

Kugel. 

Andeut     Nach  §.  Sl  ist  die  Gleichung  der  Cardioide: 

(««  +  y*  —  2ax)*  —  4««(a:«  +  y«)  =  0. 
Man  findet  hieraus: 

y«  «  —  a;«  -j-  2«r  4-  2a*  ±  |/4a»  (ä  +  2;c). 

Ist  X  positiv,  so  muss,  damit  t/*  nicht  negfttiv  wird,  gesetzt  werden: 

y«  =  —  a:2  +  2£m:  -t-  2fl«  -|-  j/4a3(a  -f~2i). 
Ist  aber  x  negativ,  so  sind  beide  Werthe  zulässig. 

Der  Korper,  welcher  yon  dem  Curyentheile ,  der  positiven  Abscissen  entspricht,   er- 
zeugt wird,  ist  daher : 

n  jy^dx  =  «  [— y  -f-  aa:«  -i-  2««a:j  +  n  ^ ä^    f(a  +  2xY  .  2dx 

0  iP=0  0 

ar==4fl 


8a'  ,  2«  /-i  r./v  x^      n 


a:=0 

4jia' 


3 

Um   den   Theil   des  Körpers    zu   erhalten,    der  von  dem  Curventheile  erzeugt  wird, 
welcher  negativen  Abscisscn  entspricht,  setze  man 

yi*  =  ^  ^«  —  2aa:  +  2a«  +  ^Äa^aj-^x) 

yi«  =:.  ^  >i;«  —  2aa;  4-  2a«  —  ^\ffi(a'-'~2x), 
wo  jetst  X  positiv  ist. 

40* 
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Man  erhält  alsdann 

a  a  a_ 

3  2  T 

7»    /(y<*  —  yt*)  dx  -=  1t  r^  j/4S  (7—  2x)  rfx  «  —  wf/ii'  y  —  2(a  —  2*)*<fr 

0  \)  0 

a 

«=0 

Daher  ist  der  ganze  Körper  =  16  .  -..    . 

581)  Man  soll  den  Körper  berechnen,  der  durch  Umdrehung  der 
Fusspunktcurve  der  Ellipse  (vergl.  Aufg.  546)  um  die  JT Achse  er- 
zeugt wird. 

A.fL     >?■-(,„. +  8..)+ ^,("4'). 

Andeut.    Löst  man  die  Gleichung  nach  a^  auf,  ao  folgt: 
indem  das  negatire  Zeichen  nicht  inlassig  iat    Hierana  ergibt  sich: 

a  a 

0  0 

n.  8.  w.  nach  §.  97  (18). 

582)  Bezeichnet  2c  den  Abstand  zweier 
festen  Punkte  F  und  /\  (Fig.  145),  so  bestim- 
men die  Punkte  P,  flir  welche  das  Produkt  der 
Entfernungen  PF .  P/\  einen  constanten  Werth 
a^  hat,  die  sogenannte  Cassinische  Gurve.  Man 
~X  soll  nun  das  Volumen  des  durch  Umdrehung 
derselben  um  die  JTAchse  erzeugten  Körpers 
bestimmen.    * 

Aufl.     ^(a^-2c^)/oH^7^+— /'+'^'^^, 
u  Ca 

wenn  c  <C.  ('^i  

wenn  c  >  a. 

Andeut.    Als  Gleichung  der  Carye  erhält  man: 

(y*  +  {c  +  x)^}    {y«  +  (^  -  :r)«}  =  «4. 

Je  nachdem  nun  c  ^  a  ,  c  <^  0  oder  «»=«(;   besteht  die  Gurre  aus  einem  Oral,  . 
aus  zweien  oder  geht  in  die  Lemniscate  über. 

Aus  der  Torstehenden  Gleichung  ergibt  sich:  y*  =^  ~  (c*  +  ^*)  +  >^*»*  +  4e 
indem  das  negative  Zeichen  nicht  zulässig  ist 
Hieraus  findet  mau  nun  nach  {.  97  (18): 
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Um  den  ganzen  Körper  zu  erhalten,   sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem 
nämlich  c  ^  a  erstreckt  sich  das  Integral  zur  Bestimmung  des  halben  Körpers  bezüglich 

von  X  =  0  bis  ic  =  j/c»  -|-  <**  ^^^^  ^°^  ^  =  r  ^'*  —  ^'^  ^^^  ^  ^^  r  ^**  "t"  *'• 

683)  Wie  gross  ist  der  Inhalt  des  Rotationskörpers,    welcher 
erzeugt  wird  durch  Umdrehung  der  Curve 


y  =  (a  +  c 


-  ^>  V'^ 


X 


um  die  Achse  der  X  vom  Scheitel  an  gerechnet. 

Aufl.      nXaxix  —  a) -\- xA-  —  -r-   +  ^^^^ 

(       ^  ^  \2       3/  c  —  x\ 

Mit  =  7t   I    --^ äx 

J  e  —  X 

=  «    /  U  (2«  +  ij)  —  ar*  —  a«  —       ^      \   dx 

=  n  [ax{x  --  a)  +  :r«  (  ^  -  3  )  -  «*^'  ((?  -  ^)|  +  ^^ 
Für  a;  =  0  folgt  C  =  itaUlc  u.  s.  w. 

584)  Man  soll  den  Inhalt  des  birnförmigen  Körpers  finden,  der 

durch  Umdrehung  der  Curve  y  =  x  1/  '^  "i"  ^um  die  AAchse  entsteht. 

y    a  —  X 

Aufl.     na^ilA  —  ^ 

y^dx  *=  n  I  ~7~  ^ 

--  —  «   Mar«  +  2air  +  2a«  -J ~-]  ^ 

=  —  «  I  j  +  «a:«  +  2a%r  +  2aH  (a  —  x)\  +  C. 

Da  das  Integral  für  a:  =^  0  Terschwinden  muss,    so   folgt  C  =  2na>la.     Daher  ist  das 

Volumen  -=  n  [  2a'te  —  2aH  («_«)  —  -  —  aar«  —  2a«a;  \  ^  ä  |  2a»^    — *  — 

x^  \ 

—  ^  —  aa?«   —   2««ar|  u.  s.  w. 


Godrnckt  bei  E.  Pole  in  Leipzig. 


